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Differentialgleichungen für Modulformen

37. Die Identität von Bol.

Es sei γ ∈ SL2(R) und f : C → C eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass

gilt:

(a) ∂k (f |kγ) = (∂kf) |k+2γ.

(b) Dk−1 (f |2−kγ) =
�
Dk−1f

�
|kγ.

Benutzen Sie dazu die Relation zwischen Drf und ∂nf .

Damit erhalten wir eine Abbildung Dk−1 : M !
2−k(Γ1) → M !

k(Γ1). Dies ist die Verall-

gemeinerung der Tatsache, dass die Ableitung einer Modulfunktion wieder modular

ist. Beachten Sie, dass wiederum die Gewichte k und 2− k involviert sind.

38. Die Schwarzsche Ableitung.

Sei y(x) eine nicht-konstante Funktion von x ∈ C. Die Schwarzsche Ableitung von

y bezüglich x ist

{y;x} :=
2y�y��� − 3(y��)2

2(y�)2
.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass
�

ay+b
cy+d ;x

�
= {y;x} für alle

�
a b
c d

�
∈ GL2(C).

(b) (2 Punkte) Sei x(z) eine nicht-konstante Funktion von z. Zeigen Sie, dass

{y; z} = {x; z}+ {y;x}

�
dx

dz

�2

.

39. Schwarzsche Differentialgleichung

(a) (2 Punkte) Es seien ω1 und ω2 die Periodenintegrale aus Aufgabe 27. Definieren

Sie τ(λ) = ω1(λ)
ω2(λ)

. Sei λ(τ) die Umkehrfunktion von τ(λ). Zeigen Sie, dass gilt:

{λ; τ}+
λ2 − λ+ 1

2λ2(1− λ)2
(Dλ)2 = 0.



(b) (2 Punkte) Drücken Sie λ(τ) als rationale Funktion von j(τ) aus.

40. Lineare Differentialgleichung für E4

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass E4(τ) = 2F1
�

1
12 ,

5
12 ; 1; t(τ)

�4
, wobei t(τ) = 1728

j(τ) .

Betrachten Sie dazu E

1
4
4 und zeigen Sie, dass beide Seiten dieselbe Differential-

gleichung erfüllen.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie den linearen Differentialoperator 5. Ordnung, der

E4(τ) annihiliert.

Abgabetermin: Dienstag, 15.1.2013 um 10:00 Uhr.


