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Modulformen mit Charakter

49. Konstruktion von Spitzenformen fiir I'( V).
(4 Punkte) Es seien N € {2,3,4,6,12} und k = 2. Zeigen Sie, dass Si(I'(N)) =
C-A(NT)W.

50. Dirichlet—Charaktere
Es sei x ein Dirichlet—Charakter modulo N.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie folgende Eigenschaften des Dirichlet-Charakters: (1) =
1. Wenn a = bmod N, dann ist x(a) = x(b). Wenn ggT(a, N) = 1, dann ist
x(a) eine ¢(N)-te Einheitswurzel, wobei ¢(N) die Euler-Funktion ist.

(b) (1 Punkt) Sei x: Z3 — C* ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass x

zu einem Dirichlet—Charakter modulo IV erweitert werden kann.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir eine ungerade Primzahl p gilt: Falls ggT(a,p) =
1, ist (%) = a»~1/2modp. Schliessen Sie daraus, dass (%) ein Dirichlet—
Charakter modulo p ist.

Verwenden Sie zur Losung von (b) und (c¢) den kleinen Satz von Fermat, der besagt,
dass fiir eine Primzahl p und eine ganze Zahl a gilt: a? = amod p. (Versuchen Sie

diesen Satz zu beweisen.)

51. Quadratische Reziprozitat
Es seien p und ¢ ungerade Primzahlen und (5) das Legendre—Symbol.

(a) (1 Punkt) Es sei A = {ai1,...,ap-1} ein Vertretersystem von (Z,)*/{%1}.
2
Weiter sei f : Q — C eine Z—periodische Funktion fiir die gilt:
o f(—2)=—f(z) fur alle z € Q\ Z,
. f(%) # 0 fiir alle a € Z \ pZ.



Zeigen Sie, dass folgende Verallgemeinerung des Gauss—Lemmas gilt:

a\ _ f(z%q)
3) U5y

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass f(z) = sin(27z) die Bedingungen in Aufgabe (a)
erfiillt.

(¢) (1 Punkt) Driicken Sie sin(27gz) als Polynom in sin(27z) aus und untersuchen

Sie seine Paritat und Nullstellen.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), (b) und (c) das Quadratische Reziprozi-
tatsgesetz:
()= ()
p q
52. Modulformen mit Charakter.

(4 Punkte) Zeigen Sie, dass (n(7)n(37))% € Ss(I'o(3)) und dass (n(r)n(77))% €
S3(7,x), wobei x(n) = (2).

Abgabetermin: Freitag, 5.2.2013 um 10:00 Uhr.



