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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist, werden

die Punkte gleichmdf$ig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 9: (Das Kotangentialbiindel) Es sei M eine n-dimensionale glatte Mannifaltigkeit. Fiir
jedes p € M sei Ty M := (T,M)* der Dualraum des Tangentialraums 7, M. Zeigen Sie, dass
"M = ||,cpy Ty M mit m: T*M — M,
Rang n iiber M bildet.

T M= D, auf natiirliche Weise ein Vektorbiindel vom

Definition: Ein Vektorbiindel 7: E — M vom Rang n heiflt trivial, wenn eine Trivialisierung
h: M x R"™ — FE iiber ganz M existiert.

Aufgabe 10:
(a) (1 Punkt) Es sei 7: E — M ein Vektorbiindel vom Rang n. Zeigen Sie: E ist trivial genau
dann, wenn es n glatte Schnitte {s1,...,s,} hat, so dass die Vektoren {s1(p),...,sn(p)} C
7~ 1(p) fiir jedes p € M linear unabhiingig sind.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass T'S! ein triviales Vektorbiindel vom Rang 1 iiber dem Einheit-
skreis S! ist.

(c) (1 Punkt) Es sei S? C R? die Einheitssphiire. Wir definieren
’%
N := {(p,v) € S x R* | v || Op}.

Zeigen Sie, dass N mit 7 : N — 52, m(p,v) := p ein triviales Vektorbiindel vom Rang 1 {iber
S? bildet. (Das Vektorbiindel heiBt das Normalen-Biindel der S? in R3.)

Aufgabe 11:

(a) (1 Punkt) Es seien (X, 7yx) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X.
Beschreiben Sie die feinste Topologie Ty auf der Menge Y = X/ ~ der Aquivalenzklassen,
so dass die kanonische Abbildung ¢: X — Y stetig ist. (Diese Topologie nennt man die
Quotiententopologie.)

(b) (3 Punkte) (Das Mébius-Biindel) Es sei R? mit der Standardtopologie versehen und die
Aquivalenzrelation (z,y) ~ (x +n, (—1)"y) fiir alle n € Z gegeben. Es sei M = R?/ ~ die
Menge der Aquivalenzklassen. Zeigen Sie:

(i) M hat eine glatte Mannifaltigkeit-Struktur mit der Quotiententopologie.

(ii) Mit der Abbildung m: M — S*, definiert durch 7([z,y]) := (cos(27z),sin(27z)), bildet
M ein Vektorbiindel vom Rang 1 iiber S, das Mabius-Biindel.

(iii) Das obige Mobius-Biindel ist kein triviales Vektorbiindel {iber S*.



Definition: Es seien (X, 7Tx) und (Y,7Ty) zwei topologische Rdume und p; : X XY — X, po :
X xY — Y die kanonischen Projektionen. Es sei T die grobste Topologie (die Topologie mit den
wenigsten offenen Mengen) auf X x Y, beziiglich der die Projektionen py, ps stetig sind. Diese

Topologie nennt man die Produkttopologie.

Aufgabe 12:
(a) Esseien M und N zwei glatte Mannifaltigkeiten der Dimensionen m bzw. n. Zeigen Sie, dass
M x N eine glatte (m + n)-dimensionale Mannifaltigkeit mit der Produkttopologie bildet.

(b) Es sei R™ mit der Standardtopologie versehen und die Aquivalenzrelation
(X1, yn) ~ (21 4+ k1, ooy + k)

fiir alle (k1,...,k,) € Z" gegeben. Zeigen Sie, dass die Menge T" := R"/ ~ der Aquivalen-
zklassen eine n-dimensionale Mannifaltigkeit-Struktur mit der Quotiententopologie (siehe
Aufgabe 11) hat.

(c) Es sei ST C R? der Einheitskreis. Zeigen Sie, dass 7™ und S* x ... x S* diffeomorph sind.
—_———

n mal

(d) Zeigen Sie, dass das Tangentialbiindel T'(T™) trivial ist.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt.



