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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist, werden
die Punkte gleichmdf$ig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 49: Es seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f € #(M). Zeigen Sie:

(a) grad(f) steht senkrecht auf allen Niveauflichen von f, also auf jedem
E.:={x € M| f(x) = ¢} mit ¢ € R einem reguléiren Wert von f.

(b) Die Hesseform Hess(f)(X,Y) := g(Vx(grad(f)),Y) von f ist eine symmetrische Bilinear-
form.

Aufgabe 50: (Jacobi-Vektorfelder auf dem Hyperbolischen Raum) Es sei (X", ¢g) das Hyperboloid-
Modell des hyperbolischen Raumes (sieche Aufgabe 26). Es seien p € H" und v € T, H" mit ||v|| = 1.

(a) Zeigen Sie: Die Geodiitische durch p mit 4(0) = v ist v(¢t) = cosht - p + sinht - v.
(b) Es sei u € TyH™ mit v L v und |lu|| = 1. Zeigen Sie, dass
H(t,s) = cosht-p+sinht- (coss-v+sins-u)
eine geodétische Variation von 7 ist.

(c) Zeigen Sie, dass das von H induzierte Jacobi-Vektorfeld genau J(t) = sinht - U(t) ist, wobei
U(t) das Vektorfeld entlang v mit U(t) = w ist.

(d) Zeigen Sie, dass die Schnittkriimmung von H™ konstant, und zwar iiberall —1 ist.

Aufgabe 51: (Einsteins Zug) Ein Zug der Linge 200m, gemessen in seinem eigenen Inertialsystem,
fihrt bei Geschwindigkeit v = v/3/2 durch eine Station mit Linge des Bahnsteiges 100m, gemessen
vom Bahnhofswiérter.

(a) Welche Linge des Bahnsteigs misst der Schaffner des Zuges?

(b) Wie lang ist der Zug fiir den Bahnhofswérter?



Aufgabe 52: Es seien (N, h) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, und f € .% (1)
mit f(¢) > 0 fiir alle t € I. Es sel M := I x M mit der Metrik

Gepi=c dt@dt+ f(t)*h, wobeie € {—1,+1}.

Berechnen Sie die Ricci-Kriimmung der Metrik g. ; beziiglich ¢, f und der Ricci-Kriimmung von
(N h).
Hinweis: Zeigen Sie, dass falls (U, ¢ = (z1,...,2")) eine Karte auf N ist, dann gilt

W0
7

M
Ric;; = ij

1
Ric! = Ricjy =0, Ric}j = Ric]} — - ) f(t)hi

fir alle 1 <4,j <n.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt.



