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Aufgabe 1 - Volumeninderungen durch lineare Abbildungen (1+1+1+1
Punkte)

Sei L € Mat(n x n,R) und A C R™ Jordan-messbar. Zeigen Sie, dass dann auch LA :=
{Lz | v € A} C R™ Jordan-messbar ist mit vol"(LA) = | det(L)|vol™(A).
Gehen Sie dazu vor wie folgt:

(a) Zeigen Sie die Behauptung fiir den Fall, dass L nicht invertierbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass sich das Volumen jedes Wiirfels W € W} um den gleichen Faktor
ay, andert. Folgern Sie daraus, dass sich auch das Volumen jeder Jordan-messbaren
Menge B um den gleichen Faktor « dndert.

(c) Zeigen Sie die Behauptung fiir den Fall, dass L eine orthogonale Matrix ist. Folgern
Sie dazu aus Aufgabe 4 von Blatt 1, dass die Einheitskugel im R™ Jordan-messbar
ist.

(d) Zeigen Sie die Behauptung fiir den Fall, dass L eine invertierbare Diagonalmatrix ist.

Der allgemeine Fall folgt dann daraus, dass sich jede invertierbare Matrix darstellen
ldsst als Produkt einer Diagonalmatrix mit orthogonalen Matrizen.

Aufgabe 2 - Alternative Definition ohne Normierung (4 Punkte)

Analog zum Riemann-Integral betrachten wir zwei Operationen, die geeigneten Teilmen-
gen A C R” und Funktionen f : R™ — R eine Zahl in R zuordnen:

(a) Fiir Punkte zy,...,2x € R™ und reelle Zahlen rq, ..., ry definieren wir die gewichtete
Summe dber A als Fa(f) = SN mi(1a- f)(z).

(b) Fiir eine stetige und beschrénkte Funktion p : R" — [0, 00) nennen wir f gewichtet
integrierbar iber A mit Ga(f) = [g.(La-p- f)(x)d"z, wenn das Integral exisiert.

Zeigen Sie fiir a) oder b), dass die Eigenschaften (1) bis (4) aus Proposition 2.3 gelten.



Aufgabe 3 - Teilmengen und Integrierbarkeit (2+2 Punkte)

Zeigen Sie:

(a) Essei f Riemann-integrierbar iiber C' C R™ und A C C' sei Jordan-messbar, dann ist
f auch integrierbar iiber A. Hinweis: Benutzen Sie Proposition 1.6 und 2.6

(b) Es sei f Riemann-integrierbar iiber Jordan-messbare Mengen A und B, dann ist f
auch integrierbar iiber AN B und AU B, und es gilt

Juu = L7~ L

Aufgabe 4 - Umkehrung der Differentiation in R? (2+2 Punkte)

Zeigen Sie:

(a) Sind fi, fo: R? — R zwei stetig differenzierbare Funktionen, so gibt es genau dann
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion F': R? — R mit I’ = (f; f2), wenn
of2 _ 9f
ox — Oy’

(b) Im Fall der Definitionsmenge D = R? \ {0} hingegen ist diese Aussage falsch : die
Funktionen f;: D — R mit z +— ﬁ und fo: D — R mit 2 — %5

x2+y2
erfiillen zwar % = %—J;l, aber es gibt keine zweimal stetig differenzierbare Funktion

FD—>Rm1tF':(f1 f2)



