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Aufgabe 1 - Physik eines Quaders (4 Punkte)

Der Tragheitstensor eines Korpers K mit Dichte p(z,y, z) ist definiert als das kompo-
nentenweise Integral
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Berechnen Sie Masse, Schwerpunkt und Trégheitstensor des Quaders
K = [~a,a] x [~b,b] x [~¢,¢] C R?

mit konstanter Dichte p(x) =1 fiir alle x € K.

Hinweis: Begriinden Sie zunéchst, dass es ausreicht, fiir den Schwerpunkt eines der drei
und fiir den Tréagheitstensor zwei der neun einzelnen Integrale auszurechnen.

Aufgabe 2 - Integralsitze (1+2+1 Punkte)

Sei A Jordan-messbar und f: R™ — R iiber A Riemann-integrierbar.

(a) Wir setzen f, = inf, f und f* = sup, f. Zeigen Sie, dass dann die folgende Unglei-
chung gilt: f, - vol"(A) < [, f(x)d"z < f* - vol"(A).

(b) Zeigen Sie den folgenden Mittelwertsatz: Nimmt f jeden Wert zwischen f, und f*
an, dann existiert o € R" mit [, f(x)d"z = f(xo) - vol"A

(c) Zeigen Sie die folgende Abschétzung fiir das Integral: Falls | f(x)| < M fiir alle z € A,
dann gilt | [, f(z)d"z | < M -vol"A.

Bitte wenden



Aufgabe 3 - Einige uneigentliche Integrale (14+1+41+1 Punkte)

(a) Berechnen Sie das Integral der Funktion f(z,y) = e=*"~%" iiber Kreisscheiben B2 fiir
R > 0, und schiitzen Sie damit das Integral von f(z,y) iiber Quadrate W2 = [— R, RJ?
nach oben und unten ab.

(b) Benutzen Sie a), um zu zeigen, dass [ e = /T

(¢) Wir definieren die Gammafunktion als Parameterintegral mit I'(z) := [~ t*~ e~ dt.
Zeigen Sie die Funktionalgleichung I'(x 4+ 1) = = - I'(x) und folgern Sie fiir n € N,
dass I'(n + 1) = nl.

(d) Zeigen Sie, dass I'(1/2) = /7.

Aufgabe 4 - Volumen von Kugeln (4 Punkte)

Berechnen Sie das Volumen der n-dimensionalen Kugel mit Radius R per Induktion nach
der Dimension von n nach n+2. Die Werte fiir n = 1, 2 diirfen als bekannt vorausgesetzt
werden.

Hinweis: Anwendung einer Folgerung aus dem Satz von Fubini.



