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17. Es seien (G, *), (H,e) Gruppen und ¢ : H — G ein Gruppenhomomorphismus. Es

18.

seien eq € G und ey € H die neutralen Elemente. Wir definieren den Kern von ¢
durch ker ¢ := ¢~ !(eq) C H. Zeigen Sie, daf gilt:

(a) (1 Punkt) ker ¢ mit der Einschréinkung von e ist eine Untergruppe von H.

(b) (1 Punkt) im ¢ mit der Einschrinkung von x* ist eine Untergruppe von G.

(¢) (2 Punkte) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker ¢ = {ey}.

Es seien (R x R,0), (R?,®) und ¢ : (R x R,0) — (R?,®) wie in Aufgabe 12. Wir
definieren folgende Mengen:

G = {(r,¢) ER xR |r £0}, = 4(G),
H:={(r,¢) € G|r=1}, St = (H),
Hy, ={(r,o) € H| p=2mq,q € Qumq € L}, Zp :=p(Hp)

fiir m € N\ {0}. Alle Teilmengen von R x R seien mit der Einschréinkung von O und
alle Teilmengen von R? seien mit der Einschrinkung von ® versehen, die jeweils mit
demselben Symbol bezeichnet seien.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB G eine abelsche Gruppe ist, und da} H und Hp,
abelsche Untergruppen von G bzw. H sind.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, da8 C* eine abelsche Gruppe ist, und daf S' und Z,,
abelsche Untergruppen von C* bzw. S sind.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, da8 (Zy,, ®) isomorph zur zyklischen Gruppe (Z/mZ, +)

ist.



19. Esseien m € N\{0} und S,, die symmetrische Gruppe auf m Elementen aus Aufgabe
14(b).

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dal jede Permutation o € S, eine Darstellung als Kom-
position endlich vieler, disjunkter Zykel besitzt. (Zwei Zykel o = (i1,...,ix)
und o’ = (j1,...,jx) heissen disjunkt, falls {i1,..., i} N {j1,...,Jw} =0.)
Hinweis: Betrachten Sie wiederholte Anwendungen von ¢ auf ein festes ¢ €
{1,...,n}.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Darstellung aus Aufgabe (a) fiir folgende Permu-
tation o € Sis:

1234 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15
246 8 10 12 14 1 3 5 7 9 11 13 15

Bestimmen Sie diese Darstellung auch fiir 1.

(¢) (1 Punkt) Es sei 0 € S, mit 0 =010---00,, r € N\ {0}, eine Permutation
dargestellt durch disjunkte Zykeln o; der Lénge k;, i = 1,...,r wie in Aufgabe
(a). Zeigen Sie, dafl gilt: ordo = kgV(ky,..., k) := min{n € N\ {0} | Vj :
k]|n}

(d) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Darstellung aus Aufgabe (a) fiir folgende Permu-
tation: o = ((124)(25)(368))10 € Sy.

20. Esseien m € N\{0} und S,, die symmetrische Gruppe auf m Elementen aus Aufgabe
14(b).

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB A,, := {0 € S, | o gerade } versehen mit der
Einschrinkung von o eine Untergruppe von S, ist. A,, heisst die alternierende
Gruppe auf m Elementen.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB |S,,| = m!:= [[j-; k und bestimmen Sie |A,,|.
Hinweis: Benutzen Sie vollstdndige Induktion fiir die erste Aussage.

(c) (2 Punkte) Es sei P, C R? ein reguliires n-Eck, d.h. alle Seitenliingen und al-
le Innenwinkel sind gleich. Eine Symmetrie von P, ist eine Drehung um den
Mittelpunkt von P, oder eine Spiegelung an einer Achse durch den Mittel-
punkt, die P, mit sich zur Deckung bringt. Nummerieren wir die Ecken von
P, (z.B. im Gegenuhrzeigersinn) von 1 bis n, dann ist eine solche Symmetrie
vollsténdig festgelegt durch die entsprechende Permutation der Ecken von P,,.
Es sei S(P,) C S, die Menge der Symmetrien von P,,. Geben Sie alle Elemente
von S(P3) und von S(Py) an und zeigen Sie, dafl S(Ps) und S(P,) Untergruppen
von S3 bzw. S sind.
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