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21. Es seien m € N\ {0} und S,,, die symmetrische Gruppe auf m Elementen.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, daf fiir £ > 2 jeder k-Zykel eine Komposition von k — 1
Transpositionen (also von 2-Zykeln) ist. Betrachten Sie dazu zuerst 2- und 3-
Zykel und benutzen dann vollstindige Induktion. Folgern Sie mit Hilfe von
Aufgabe 19, daf} jede Permutation als Komposition von endlich vielen Trans-
positionen geschrieben werden kann.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, daBl eine Permutation genau dann gerade ist, wenn sie
als Komposition einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben werden
kann.

(c¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, daf jedes o € S, als Komposition endlich vieler Trans-
positionen der Form 7 = (1, j) geschrieben werden kann.

22. Es sei T C R? ein reguliires Tetraeder, d.h. alle Kantenlingen sind gleich, siehe ne-
benstehende Skizze. Wir nummerieren die Ecken von T

von 1 bis 4. Eine Drehsymmetrie von T ist eine Drehung ;

von T um eine Achse durch den Mittelpunkt von T, die T

mit sich zur Deckung bringt. Solch eine Drehsymmetrie ist

N

vollsténdig festgelegt durch die entsprechende Permutation 1 2
der Ecken von T' (vgl. Aufgabe 20(c)).

(a) (2 Punkte) Es sei S(T") C Sy die Menge der Drehsymmetrien von 7'. Geben Sie
alle Elemente von S(T") an.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dafl S(T') = A4, wobei A4 die alternierende Gruppe aus
Aufgabe 20 ist.

23. Essei R:={f : R = R3 |Vo,y e R®: f(x +y) = f(z) + f(y)}. Fiir f,g € R sei
Vz € R3: (f + g)(z) := f(x) + g(x), und o sei die Komposition von Abbildungen.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dal + und o Verkniipfungen auf R definieren.



(b) (1 Punkt) Es seien f(z1,29,23) := (22,23,0) und g(x1,x92,23) = (x1,0,0).
Zeigen Sie, dafl f, g € R und bestimmen Sie fog,go f,fo f,fo fo f.

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie, daBl R ein nicht Nullteiler-freier, nicht-kommutativer
Ring ist.

24. Es seim € N,m > 0.

(a) (1 Punkt) Es seien X,Y endliche Mengen mit |[X|=|Y|=mund f: X - Y
eine Abbildung. Zeigen Sie, dafl die folgenden Aussagen dquivalent sind: (i) f
ist injektiv. (ii) f ist surjektiv. (iii) f ist bijektiv.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 10, daf§ Z/mZ mit Verkniipfungen
+, - versehen werden kann, die von Z ererbt sind, so da} (Z/mZ,+,-) ein
kommutativer Ring ist.

(c) (1 Punkt) Es seien [a] € Z/mZ und f, : Z/mZ — Z/mZ, [b] — [a] - [b]. Zeigen
Sie, daf gilt: f, ist fiir alle [a] € Z/mZ\ {[0]} ein injektiver Gruppen-Homomor-
phismus von (Z/mZ,+) nach (Z/mZ,+) genau dann, wenn m eine Primzahl
ist.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie mit Hilfe der Teilaufgaben (a) bis (c), dal Z/mZ genau

dann ein Korper ist, wenn m eine Primzahl ist.
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