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Aufgabe 3

A = {e1 =
✓
1

0

◆
, e2

✓
0

1

◆
} B = {v1 =

✓
1

1

◆
, v2 =

✓
1

2

◆
} M(A, F,A) =

✓
2 0

0 3

◆

Um die Transformationsmatrix M(B, I,A) =

✓
↵1 �1

↵2 �2

◆
zu berechnen, l

¨

ost man folgendes

Gleichungssystem:

e1 = ↵1 · v1 + ↵2 · v2
e2 = �1 · v1 + �2 · v2

Die erste Gleichung ergibt:

↵1 + ↵2 = 1 ↵1 + 2 · ↵2 = 0 ) ↵1 = �2↵2

Einsetzen in die erste Formel ergibt

↵2 = �1 ) ↵1 = 2

Analog erh

¨

alt man �1 = �1 sowie �2 = 1.

M(B, I,A) =

✓
2 �1

�1 1

◆

F

¨

ur die Transformationsmatrix M(A, I,B) sind die Koe�zienten bereits durch die Vek-

toren in B gegeben: v1 =

✓
1

1

◆
ist die Darstellung von v1 zur Basis A.

Es gilt:

M(A, I,B) =
✓
1 1

1 2

◆

Um die Rechnung zu

¨

Uberpr

¨

ufen kann man M(A, I,B) = M(B, I,A)

�1
nachrechnen (es

k

¨

onnen aber auch beide Matrizen falsch sein aber die Gleichung trotzdem g

¨

ultig). Mit

dieser Gleichung berechnet man auch:

M(B, F 2
,B) = M(B, I,A) ·M(A, F,A) ·M(A, I,B) ·M(B, I,A) ·M(A, F,A) ·M(A, I,B)

= M(B, I,A) ·M(A, F,A) ·M(A, F,A) ·M(A, I,B)

M(B, I,A) ·M(A, F

2
,A) ·M(A, I,B)

Man kann also erst die Matrix M(A, F

2
,A) berechnen und anschließend den Basiswechsel

durchf

¨

uhren; Analoges ergibt sich damit auch f

¨

ur F

4
. Alternativ kann man nat

¨

urlich auch
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erst die Matrix M(B, F,B) berechnen und dann quadrieren; Rechnungen mit Diagonal-

matrizen sind aber einfacher.

Somit ergibt sich:

M(B, F,B) =
✓

2 �1

�1 1

◆
·
✓
2 0

0 3

◆
·
✓
1 1

1 2

◆
=

✓
1 �2

1 4

◆

M(B, F 2
,B) =

✓
2 �1

�1 1

◆
·
✓
4 0

0 9

◆
·
✓
1 1

1 2

◆
=

✓
�1 �10

5 14

◆

M(B, F 4
,B) =

✓
2 �1

�1 1

◆
·
✓
16 0

0 81

◆
·
✓
1 1

1 2

◆
=

✓
�49 �130

65 146

◆

Aufgabe 4
A = {e1 = 1, e2 = x, e3 = x

2
, e4 = x

3}
B = {b1 = 1, b2 = x� 1, b3 = (x� 1)

2
, b4 = (x� 1)

3}
= {1, x� 1, x

2 � 2x+ 1, x

3 � 3x

2
+ 3x� 1}

In der Vektoren-Schreibweise also:

A = {e1 =

0

BB@

1

0

0

0

1

CCA e2 =

0

BB@

0

1

0

0

1

CCA , e3 =

0

BB@

0

0

1

0

1

CCA , e4 =

0

BB@

0

0

0

1

1

CCA}

B = {b1 =

0

BB@

1

0

0

0

1

CCA b2 =

0

BB@

�1

1

0

0

1

CCA , b3 =

0

BB@

1

�2

1

0

1

CCA , b4 =

0

BB@

�1

3

�3

1

1

CCA}

a) Wie in Aufgabe 3 ergibt sich die einfachere Transformationsmatrix M(A, I,B) be-
reits direkt durch die Koe�zienten der Polynome:

M(A, I,B) =

0

BB@

1 �1 1 �1

0 1 �2 3

0 0 1 �3

0 0 0 1

1

CCA

Die Matrix M(B, I,A) =

0

BB@

↵1 �1 �1 �1

↵2 �2 �2 �2

↵3 �3 �3 �3

↵4 �4 �4 �4

1

CCA ergibt sich wieder durch die L

¨

osung

der Gleichungssysteme:

e1 = ↵1 · b1 + ↵2 · b2 + ↵3 · b3 + ↵4 · b4
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e2 = �1 · b1 + �2 · b2 + �3 · b3 + �4 · b4
e3 = �1 · b1 + �2 · b2 + �3 · b3 + �4 · b4
e4 = �1 · b1 + �2 · b2 + �3 · b3 + �4 · b4

Es ergibt sich:

M(B, I,A) =

0

BB@

1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

1

CCA

Mit M(B, I,A)

�1
= M(B, I,A) kann man das Ergebnis wieder

¨

uberpr

¨

ufen.

b) In den Spalten der Matrix M(A, D,A) steht das Bild des jeweiligen Basisvektors.

In der ersten Spalte steht also: D(e1) = 0=̂

0

BB@

0

0

0

0

1

CCA

Die restlichen Spalten ergeben sich durch

D(e2) = 1=̂

0

BB@

1

0

0

0

1

CCA

D(e3) = 2x=̂

0

BB@

0

2

0

0

1

CCA

D(e4) = 3x

2
=̂

0

BB@

0

0

3

0

1

CCA

Insgesamt also

M(A, D,A) =

0

BB@

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

1

CCA

Und damit

M(B, I,A) ·M(A, D,A) ·M(A, I,B) =

0

BB@

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

1

CCA
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c) Wie in Aufgabenteil b) berechnen wir die Matrix M(B, D,B) nun direkt, hierbei

geben wir die Vektoren bez

¨

uglich der Basis B an:

D(b1) = 0=̂

0

BB@

0

0

0

0

1

CCA

D(b2) = 1=̂

0

BB@

1

0

0

0

1

CCA

D(b3) = 2x� 2 = 2 · b2=̂

0

BB@

0

2

0

0

1

CCA

D(b4) = 3x

2 � 6x+ 3 = 3 · b3=̂

0

BB@

0

0

3

0

1

CCA

Wir erhalten:

M(B, D,B) =

0

BB@

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

1

CCA

Die Matrix stimmt also mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil c)

¨

uberein.
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