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Mehrfachintegrale

Ziel der Vorlesung ist es, in sechs kurzen Lektionen die Grundlagen der
mehrdimensionalen Integration nach Darboux und Riemmann und ein paar
kleine Anwendungen zu erkldren. Dabei wird Maflitheorie komplett ausgespart.

Die Vorlesung geniigt den Anforderungen der Lehramtspriifungsordnung
,GymPO* von 2010. Sie reicht aus, um anschlieBend Vorlesungen wie , Ele-
mentare Differentialgeometrie und zusammen mit [I, Kapitel 7, 8] auch wei-
terfiihrende Vorlesungen in Analysis und Numerik zu horen. Sie reicht nicht
aus fiir Vorlesungen im Bereich Wahrscheinlichkeitstheorie, in denen ein gutes
Verstéindnis von Maf3- und Integrationstheorie vorausgesetzt wird.

Der Vorlesungsstoff ist eine echte Teilmenge des Stoffes der Analysis III,
auch wenn ein anderer Integrationsbegriff zugrunde liegt. Es ist daher im Nor-
malfall nicht sehr sinnvoll, beide Vorlesungen zu besuchen.

1. Das Jordan-Volumen

Wir beginnen damit, einen Volumeninhalt auf dem R"™ zu definieren. Es
ist nicht moglich, fiir jede Teilmenge des R™ (falls n > 3) ein sinnvolles Volu-
men zu definieren [2] 7.1]. Stattdessen wollen wir einen Begriff von Messbarkeit
einfithren und nur messbaren Mengen A C R" ein Volumen vol™ A zuordnen.
Dieses Volumen sollte folgende Eigenschaften haben.

(1) Positivitit: Wenn A C R™ messbar ist, gilt
0 <vol"(4) .

(2) Additivitat: Wenn A, B C R™ disjunkt sind und zwei der drei Men-
gen A, B und A U B messbar sind, dann ist auch die dritte messbar,
und es gilt

vol"(AU B) =vol" A+ vol" B .

(3) Translationsinvarianz: Wenn A messbar ist und x € R", dann ist
auch T,A = {z+y|y € A} messbar mit

vol"(T,A) = vol" A .

(4) Normierung: Der rechtshalboffene Einheitswiirfel [0,1)" C R™ ist
messbar mit

vol™([0,1)") = 1.
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2 MEHRFACHINTEGRALE

Aus Positivitdt und Addivititdt folgt sofort Monotonie: Wenn A € B C R"
messbar sind, gilt

(5) vol™ A = vol" B — vol"(B \ A) < vol"(B) .

Wir werden spéter sehen, dass unser Volumenbegriff noch weitere schéne Ei-
genschaften hat, zum Beispiel ist er wegen der Transformationsformel inva-
riant unter Euklidischen Isometrien. Wir fordern keine Additivitiat bei abzihl-
baren disjunkten Vereinigungen (o-Additivitit). Auf diese Weise kommen wir
mit weitaus weniger messbaren Mengen aus, siehe Proposition [1.6| unten. Auf
der anderen Seite wird unser Volumenbegriff, und auch spéter der darauf auf-
bauende Integralbegriff, nicht méchtig genug sein fiir manche Anwendungen in
der Analysis oder in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Wir werden viel mit Teilmengen des R™ arbeiten, diese bezeichnen wir mei-
stens mit Grofbuchstaben A, B, C etc. Manchmal arbeiten wir mit Mengen,
deren Elemente selbst Teilmengen des R™ sind; diese bezeichnen wir der Uber-
sicht halber mit Schonschriftbuchstaben A, B, C usw.

Wir fixieren k € N und betrachten die Menge
(L1) Wg = {27 %z, 27" (@1 +1)) x- - x[27F2,, 27 F(2y4+1)) | 21, ... .20 €2}

aller ,rechtshalboffenen® Wiirfel der Seitenlinge 27% mit Ecken im Git-
ter (27FZ)" C R™. Fiir jeden additiven (2)), translationsinvarianten (3, nor-
mierten Volumenbegriff , fiir den wenigstens der Wiirfel [0, 27%)™ messbar ist,
folgt, dass alle Wiirfel W € W} messbar sind, mit vol” (W) = vol™([0,27%)") =
27" denn der Einheitswiirfel [0,1)" ist die disjunkte Vereinigung von
dieser Wiirfel.

2nk

Es sei A C R" eine beschriankte Teilmenge. Dann seien
Mk(A):{wGWk‘wCA}
und Mk(A):{WGWk‘wﬂA#Q}

die Menge der Wiirfel aus W}, die ganz in A liegen, beziehungsweise die die
Menge A treffen. Wenn A beschrankt ist, sind beide Mengen endlich. Indem
wir alle Wiirfel aus My, (A) beziehungsweise MP¥(A) vereinigen, erhalten wir
Teilmengen

Mi(A) = U./\/lk(A) = {2 €R" |esgibt W € My(A) mit z € W } ,
md  MF(A) = JMF(4).
So, wie wir die Wiirfel in My(A) und M¥(A) ausgewihlt haben, folgt
Mi(A) C Ac M*(A).

Wenn A in irgendeinem Sinne messbar ist, sollte das Volumen von A wegen

Monotonie zwischen den Volumina der Mengen | J My (A) und |J M*(A)
liegen; letztere haben wegen Additivitdt die Volumina

mi(A) = vol" | My(A) = 27" #M,(A)
und  m*(A) = vol" | JMF(A) = 27" M*(A) |

(1.2)

(1.3)

(1.4)
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Beim Ubergang k ~» k + 1 unterteilen wir jeden einzelnen Wiirfel W € Wy
in 2" kleinere Wiirfel. Falls W C A gilt, liegt jeder der kleineren Wiirfel ebenfalls
ganz in A. Falls WNA = () gilt, gilt dasselbe auch fiir jeden der kleineren Wiirfel.
Daraus folgt

Mj,(A) € My11(A) C A C M*(A) c M*(A),
und somit
my(A) < mp1(A) < mFH(A) <mF(A) .

Somit sind die Folgen (my(A))reny und (m¥(A))reny monoton und beschrankt
und haben daher Grenzwerte in R. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

1.1. DEFINITION. Eine beschrinkte Teilmenge A C R™ hat das innere und
das dufere Volumen

(1) ms(A) = lim my(A) und m*(A) = lim mF(A)
k—o0 k—o0
Sie heifit (Jordan-) messbar, wenn beide Volumina {ibereinstimmen; in diesem
Fall heifit
(2) vol" A =m,(A) =m*(A4) .

ihr (Jordan-) Volumen. Eine (Jordan-) messbare Teilmenge vom Volumen 0
heifit (Jordan-) Nullmenge.

1.2. BEISPIEL. Es folgen einfache Beispiele messbarer und nicht-messbarer
Mengen.

(1) Ein beschrénktes Intervall I C R der Lénge L ist Jordan-messbar mit
Volumen L. Denn fiir jedes k € N iiberdeckt My (I) das Intervall jeweils
bis auf ein Stiick der Lénge hochstens 2% am linken und am rechten
Ende, und M*(I) ragt links und rechts jeweils hochstens um 2% iiber I
hinaus, so dass

L-2""<mp(I) <L<mF(I) < L+2"7F.
Im Grenzwert k£ — oo folgt
voll I = lim my(I) = lim m*(I) =L .
k—o00 k

— 00

Wir nennen das eindimensionale Volumen daher auch , Lénge“.
(2) Es seien jetzt Iy, ..., I, Intervalle und

A= x---x I, CR"

ein achsenparalleler Quader mit Seitenldngen L1 = vol Iy, ..., L, =
vol I,,. Mit analogen Uberlegungen wie oben folgt fiir alle k mit 21=% <
min(Lq, ..., Ly).
n n
HmaxL—QlkO <mi(A SH SH 21k
=1 i=1 i=1
und somit

vol™(A) = Ly -+ Ly, .
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(3) Es sei A wie in (2) mit Ly, ..., L, >0 und B = AN Q" die Teilmen-
ge aller Punkte mit rationalen Koordinaten. Da B dicht in A liegt,
haben A und B dasselbe dufiere Volumen

m*(B) = m*(A) = Ly -+ Ly, .

Auf der anderen Seite enthélt jeder Wiirfel aus W} immer auch Punkte
mit irrationalen Koordinaten, und daher folgt

my(B) = mi(B) =0# m*(B) .

Also ist B nicht messbar. Wire allerdings L; = 0 fiir ein 4, dann
wire m*(B) = 0, und B wére eine Nullmenge.

1.3. BEMERKUNG. Unsere obige Konstruktion zeigt, dass jeder positive,
additive, translationsinvariante und normierte Volumenbegriff fiir eine Jordan-
messbare Teilmenge A C R™ den gleichen Wert liefern muss, sofern die benutz-
ten Wiirfel und A selbst messbar sind. Die Beispiele zeigen, dass alle achsenpar-
allelen Quader (egal, ob offen, abgeschlossen oder in welcher Weise auch immer
halboffen) das erwartete Volumen haben.

Mit Proposition [1.5] unten koénnten wir das innere Volumen auch als Su-
premum {iber die Volumina aller disjunkten Vereinigungen beliebiger Quader,
die ganz in A enthalten sind, definieren, und erhielten denselben Wert m..(A).
Genauso kénnten wir das duflere Volumen auch als Infimum iiber die Volumina
aller Vereinigungen von Quadern definieren, die A umfassen, und erhielten wie-
der denselben Wert m*(A), siehe [2 7.2-7.5]. Das Jordan-Volumen héngt also
nicht von der speziellen Wahl der Wiirfel in W} ab, sondern nur davon, dass
der Durchmesser der Wiirfel gegen 0 geht fiir & — oc.

SchlieBllich iiberlegen wir uns noch, dass unbeschrénkte Teilmengen des R"
nach unser jetzigen Definition stets unendliches dufleres Mafl haben und daher
nicht Jordan-messbar sein konnen. Hier werden wir spéter noch Abhilfe schaffen.

1.4. SATz. Das Jordan-Volumen ist positiv, additiv, translationsinvariant
und normiert.

BEWEIS. Positivitiit ist klar, da 0 < my(A) < mF(A) fiir alle k.

Zur Additivitét seien zunéchst A, B C R” disjunkte, Jordan-messbare Teil-
mengen. Sei W € W}'. Wenn W C A oder W C B gilt, folgt sofort W C AU B.
AuBerdem kénnen W C A und W C B nicht gleichzeitig gelten, da AN B = ().
Wenn WNA=0=Wn B gilt, folgt WnN (AU B) =0. Also gilt

M (A) U My(B) € Mp(AUB) c M*(AUB) c M¥(A)uMK(B),
und somit
Diese Ungleichungen bleiben im Limes k — oo erhalten, somit ist AU B Jordan-

messbar und es gilt

vol"(AU B) = vol" A+ vol" B .



1. DAS JORDAN-VOLUMEN 5

Umgekehrt seien A, B C R" disjunkt, und A U B und B seien Jordan-
messbar. Wir betrachten die Inklusionen

Mi(AUB)\ M*¥(B) ¢ My(A) c M*¥(A) c M¥(AUB)\ My(B) .
Da My, (B) € My(AU B) € M¥(AU B), erhalten wir
mi(AU B) —m®(B) < mp(A) < mF(A) <mF(AUB) — my(B) .

Diese Ungleichungen bleiben wieder im Limes & — oo erhalten, daher ist A
auch Jordan-messbar mit vol” A = vol”(A U B) — vol™ B wie oben.

Es sei jetzt A C R™ Jordan-messbar und x € R". Fiir jedes k sind die
verschobenen Mengen T}, M. (A) und T, M*(A) endliche disjunkte Vereinigungen
von achsenparallelen Wiirfeln der Seitenlinge 27 mit

T M (A) € T,A C T,M"*(A) .
Aus Beispiel und der soeben bewiesenen Additivitét folgt, dass
vol™ (T, Mi(A)) = 27" # My (A) = my(A)
und  vol"(T,M*(A)) = 27k #MF(A) = mF(A) |

und fiir £ — oo konvergieren beide Volumina gegen vol™ A. Jetzt ergibt sich
Translationsinvarianz aus Proposition [I.5] unten.

Schliefilich ist das Jordan-Volumen normiert, denn es gilt my([0,1)") =
m*([0,1)") = 1 fiir alle k. O

1.5. PROPOSITION. Es sei A C R™, und es seien (B;)q, (C;); Folgen Jordan-
messbarer Teilmengen des R™, so dass

(1) B,CACC; fiir alle i,
(2) und lim vol"(B;) = lim vol"(C;) .
1—00 11— 00

Dann ist A messbar mit vol™ A = lim;_, o, vol™(B;) = lim;_,~ vol"(C;).
BEWEIS. Es sei € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung finden wir 4, so dass
vol™(Cy) — vol™(B;) < g .
Da B; und C; Jordan-messbar sind, existiert k, so dass

vol™(B;) — my(B;) < % und  m(C)) — vol(C) <

w| ™

Fiir die zugehorigen Wiirfelmengen gilt offensichtlich
M(B;) € My(A) ¢ MF(A) c M¥(Cy),
also gilt auch my(B;) < mp(A) < mF(A) < mF(C;). Es folgt
mP(A) — my(A) < m*(C;) — vol™(C})
+ vol™(C;) — vol™(By)
+ vol™(B;) — mg(B;) <e.

Da wir € > 0 beliebig klein wahlen kénnen, ist A Jordan-messbar mit dem
angegebenen Volumen. O
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Wir erinnern uns an die Definition des (topologischen) Randes A \ A ei-
ner Teilmenge A C R”. Dabei ist A der Abschluss von A, also die kleinste
abgeschlossene Teilmenge des R, die A enthélt, und A das Innere von A, al-
so die grofite Teilmenge von A, die in R™ offen ist. Ein Punkt z € R" liegt
in A\ A genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0 Punkte y, z € R” mit ||y — z| < &
und ||z — z|| < € existieren, so dass y € A und z ¢ A.

1.6. PROPOSITION. FEine beschrinkte Teilmenge A C R™ ist genau dann
Jordan-messbar, wenn ihr Rand A\ A eine Jordan-Nullmenge ist.

BEWEIS. Zu ,,—>“ nehmen wir an, dass A Jordan-messbar ist. Sei k € N,

dann ist M (A) eine offenc Teilmenge von A, und Mk(A) eine abgeschlossene
Obermenge von A; es folgt

A\ A c " (A)\ Mi(A) .

Sowohl Mj(A) als auch Mk(A) sind disjunkte Vereinigungen von offenen
Wiirfeln der Seitenlinge 2% und von Quadern, bei denen mindestens eine Sei-
tenlédnge 0 ist. Aus Additivitdt und Beispiel folgt, dass

vol" (M(A)) = my(A)  und  vol"(M"(A)) = m*(A) .
Da A Jordan-messbar ist, gilt
lim vol” (M (A) \ M(A)) = m*(A) — ma(A) =0.
Also ist A\ A nach Proposition (mit B; = () eine Nullmenge.

Zu ,<=*“ nehmen wir an, dass A beschréinkt ist, und dass Z\A eine Jordan-
Nullmenge ist. Es sei W € MF¥(A) \ My(A), dann enthilt W sowohl Punkte
aus y € A als auch Punkte z € R™ \ A. Es sei tg das Infimum aller ¢ € [0, 1]
mit (1—t)y+tz ¢ A, dann ist nicht schwer zu schen, dass (1—to)y+toz € A\ 4,
somit W N (A\ A) # (). Es folgt

MF(A)\ My (A) € MP(AN\ A),
und im Grenziibergang k — oo folgt fiir &ueres und inneres Volumen, dass
m*(A) — my(A) <m*(A\ A)=0.
Also ist A selbst Jordan-messbar. 0

1.7. BEMERKUNG. Diese Proposition gibt eine sehr einfache Charakteri-
sierung von Jordan-Messbarkeit, sobald man weif}, welche Mengen Jordan-
Nullmengen sind. Wenn man zum Beispiel zeigt, dass m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeiten des R™ fiir m < n Nullmengen sind, folgt, dass beschrinkte
Teilmengen des R™ messbar sind, wenn ihr topologischer Rand in einer endli-
chen Vereinigung von (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten enthalten
ist.

AuBerdem konnen wir jetzt einen kurzen Vergleich mit dem Lebesgue-
Integral aus der Analysis III geben. Jede Jordan-messbare Menge ist auch
Lebesgue-messbar, es gibt aber viele Lebesgue-messbare Mengen, deren Rénder
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keine Nullmengen sind, und die daher auch nicht Jordan-messbar sind. Bei-
spielsweise ist die Menge B = [0, 1] N Q" wie in Beispiel eine Lebesgue-
Nullmenge. Das liegt daran, dass B eine abzéhlbare Vereinigung von einpunk-
tigen Mengen ist; diese sind Nullmengen, und eine abzéhlbare Vereinigung von
(Lebesgue-) Nullmengen ist wieder eine Lebesgue-Nullmenge. Auf der anderen
Seite ist der Rand B\ B = [0,1]" von B keine Nullmenge.

2. Das Riemann-Integral

Analog zum Jordan-Volumen definieren wir jetzt das Riemann-Integral fiir
Funktionen auf dem R™. Dabei folgen wir Darbouxs Methode der Ober- und
Untersummen.

2.1. DEFINITION. Es sei f: R” — R eine Funktion. Der Trdger von f ist
die Menge

supp f = {x e R” ‘ fiir alle € > 0 existiert y € R”

mit ||y — x| <eund f(y) #0} .
Eine Funktion f hat kompakten Triger, wenn supp f C R™ kompakt ist.

Nach Konstruktion ist supp f der Abschluss der Menge
FHRA\A{0}) =R™\ F71({0}) .

Insbesondere ist der Trager kompakt, sobald die obige Menge beschrénkt ist.

Wir betrachten wieder die Wiirfel aus (1.1). Es sei f: R™ — R eine be-
schrinkte Funktion mit kompaktem Triger. Fiir jeden Wiirfel W € W' be-
trachten wir

inf f = inf f(z) und sup f = sup f(z) .

w zeW w zeW
Da f beschrinkt ist, sind beide Zahlen endlich. Da f kompakten Triger hat,
gibt es nur endlich viele Wiirfel W € W} mit W Nsupp f # 0; fiir alle anderen
Wiirfel W gilt infy f = supy, f = 0. Daher kénnen wir die k-te Untersumme
und die k-te Obersumme von f definieren als

se(f)= > 2™ inf f und sF(fy= > o Sll/ll/pf.
wewp wewp

Wie beim eindimensionalen Riemann-Integral beschreibt jeder einzelne Sum-
mand das ,, Volumen mit Vorzeichen“ eines Quaders mit Grundfliche W und
Hohe infyy f beziehungsweise supyy f.

Beim Ubergang k ~~ k + 1 zerteilen wir jeden Wiirfel W e Wy wieder in 2"
kleinere Wiirfel. Auf jedem dieser kleineren Wiirfel W' gilt

inf > inf und su < su .
inf > inf f Wpf < Wpf

Wie beim eindimensionalen Riemann-Integral folgt

se(f) < seea(f) < PP < s*(f)
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Also sind die Folgen (si(f))ren und (s¥(f))ren monoton und beschrinkt, und
haben daher einen Grenzwert in R.

Es sei A C R" eine Teilmenge, dann definieren wir die Indikatorfunktion
von A durch

1a(2) 1 fallsxz € A, und
xr) =
A 0 falls 2 ¢ A.

2.2. DEFINITION. Es sei f: R™ — R eine beschrankte Funktion mit kom-

paktem Trager. Dann definieren wir das untere und das obere Darboux Integral
durch

flx)d"xz = lim si(f) und f(z)d"z = lim s*(f) .
JRn k—o00 Rn k—o0

Die Funktion f heit Riemann- (Darbouz-) integrierbar, wenn Ober- und Un-
terintegral iibereinstimmen; in diesem Fall ist das Riemann-Darboux-Integral
definiert durch

[ f@@) - / f@yds= | fa)d.

n

Wenn A Jordan-messbar und 14 - f integrierbar ist, heifit f dber A Riemann-
(Darboux-) integrierbar, und wir definieren das Riemann- (Darboux-) Integral
von f iber A als

/Af(:v) d"r = /Rn 14(z) f(x)d "z .

Man beachte, dass die Funktion 14f auf A mit f {ibereinstimmt und au-
Berhalb von A verschwindet. Im Ausdruck [, f(z)d"x heit A der Integrati-
onsbereich, f(x) der Integrand und d"x das (n-dimensionale Riemann-) Volu-
menelement. Wir schreiben das Volumenelement stets hinter dem Integranden
und betrachten Integration als ,,Punktrechnung®, das heifit, Summen im Inte-
granden sind zu klammern, Produkte jedoch nicht. Die Variable x in d"z heifit
auch Integrationsvariable; sie ist nur zwischen dem Integralzeichen [ 4 und dem
Volumenelement d"z definiert und sollte auflerhalb dieses Bereichs nicht vor-
kommen.

Fiir die folgende Proposition erinnern wir uns an den Begriff der gleichmjsi-
gen Konvergenz: eine Folge von Funktionen f;: R™ — R konvergiert gleichméfig
gegen f: R" — R auf A C R"™, wenn zu jedem € > 0 ein 79 € N existiert, so
dass |fi(z) — f(x)| < e fiir alle x € A und alle i > i( gilt.

2.3. PROPOSITION. Das Riemann-Darbouz-Integral hat folgende Eigenschaf-
ten.

(1) Monotonie, [2, 7.10(f)]: Seien f, g: R® — R dber A integrierbar
mit f < g auf ganz A, dann gilt

/A f@)d'z < /A g(w) "z .
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(2) Linearitdt im Integranden, [2, 7.10(e)]: Seien f, g: R" — R dber A
integrierbar und r, s € R, dann ist rf + sg tiber A integrierbar mit

/A(rf—l-sg)(x)dnx:r/Af(x)d”x—l—s/Ag(m)d”x.

(3) Additivitét im Integrationsbereich, [2], 7.10(g)]: Es seien A, B C R"
disjunkte Teilmengen. Wenn f iiber zwei der drei Teilmengen A, B
und AU B integrierbar ist, dann auch tiber die dritte, mit

[t - /A F@)d'z + /B F@)d"s .

(4) Stetigkeit, [2, 7.11]: Es sei f;: R™ — R eine Folge von Funktionen, die
auf A gleichmdfig gegen f: R™ — R konvergiert. Wenn A beschrinkt
ist und alle f; tiber A integrierbar sind, dann ist auch f iiber A inte-
grierbar mit

/ fla)d"e = lim [ fi(z)d"z.
A

1—00 A

(5) Normierung, [2 7.12]: Wenn A Jordan-messbar ist, ist die konstante
Funktion 1 dber A integrierbar mit

/ 1d"z = vol™ A .
A

BEWEIS. Zur Monotonie sei f < g auf ganz A. Fiir alle k£ und alle W €
Wy folgt
inf(14-f) <inf(14-
inf(1a-f) <inf(1a-g),

somit si(1a - f) < sk(1la-g), und daher im Grenzwert

/Af(l’)dnx:/Rn(lA.f)(x)g/n(lA.g)(m):/AQ(x)dnx'

Linearitét beweisen wir in zwei Schritten. Fiir alle k£ und alle W € W gilt
inf(La - f) +f(La-g) <inf(La-(f +9))
<sup(la-(f+g)) <sup(la-f)+sup(la-g).
w w w

Daraus folgt die analoge Ungleichung fiir die Unter- und Obersummen. Da f
und g beide iiber A integrierbar sind, gilt im Grenzwert

[ @ et [ gy < /A (f +9)(x) d"s

< [Gro@das [ f@dat [ g@da.
A A A
Also ist f + g integrierbar iiber A und das Integral ist additiv im Integranden.
Sei jetzt f iiber A integrierbar und r € R. Wenn r > 0 ist, gilt
inf(1a-rf)=rinf(14- f) und sup(lyg-rf) =rsup(la- f)
w w 111 1%%
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fir alle £ und alle W € W. Falls r < 0 ist, gilt stattdessen
inf(14-rf)=rsup(la- f) und sup(la-rf) =rinf(1a- f) .
w W W w

Entsprechende Gleichungen gelten fiir die Unter- und Obersummen. Im Grenz-
wert k — oo folgt in beiden Féllen

/(Tf)(x) d"z = r/ f(z)d"x .
A A
Zusammen mit der obigen Additivitdt im Integranden folgt die Linearitét .
Die Additivitét folgt aus der Linearitét , denn
lagp-f=1a-f+1-f.

Zur Stetigkeit sei € > 0 gegeben, dann existiert ig, so dass | f;(z) — f(z)| <e
fir alle « > 7 und alle x € A. Fiir alle W € W}! folgt

i‘al/f(]-A -f) > i‘I/‘l/f(].A < fi)—¢
und  sup(la- f) <sup(la-fi) +¢.
w w

Entsprechende Ungleichungen gelten fiir die Ober- und Untersummen, und es
folgt

/A filx) d"z—e vol' (A) < /A F@)dz < /A F@)dz < /A fi(@) da+evol™ (A)

Indem wir € gegen 0 gehen lassen, sehen wir, dass

/Af(x)dnxSAfi($)dnx§/Af@)d%g/Af(x)d%-

Insbesondere existieren das Integral iiber die Grenzfunktion f und der Grenz-
wert der Integrale der f;, und beide Gréflen sind gleich.

Der Beweis der Normierung bleibt Ubung. U

2.4. BEMERKUNG. Die obigen Eigenschaften f legen das Riemann-
Integral [ 4 f(z)d"z bereits eindeutig fest fiir eine grofie Klasse von Funktio-
nen f (insbesondere fiir alle beschrinkten stetigen Funktionen mit kompaktem
Triger) und alle Jordan-messbaren Mengen A. Es gibt viele weitere Moglichkei-
ten, einer Menge und einer Funktion eine Zahl zuzordnen, so dass nur —
gelten; ein paar davon lernen Sie in den Ubungen kennen. Wir haben im letzten
Abschnitt zunéchst einmal das Jordan-Volumen eingefiihrt, auch um hier die
Normierung formulieren zu kénnen.

2.5. PROPOSITION. Es sei A C R™ kompakt und Jordan-messbar, und es
seien f, g: A — R Riemann-integrierbar mit f(x) < g(z) fir alle x € A. Dann
st die Menge

D={(z,y) eR"xR| f(x) <y < g(x) } cR™
Jordan-messbar mit

vol"™H(D) = / (9(z) — f(z)) d"z .

A
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BewEIS. Fiir n = 1 war der Beweis eine Ubung. Fiir grofiere n verliuft er
mit der obigen Definition des Riemann-Darboux-Integrals ganz analog. (|

2.6. PROPOSITION ([2, 7.10(1)]). Es sei A C R™ beschrinkt und Jordan-
messbar, N C A eine Jordan-Nullmenge, und es sei f: R™ — R beschrinkt und
auf A\ N stetig, dann ist f iber A Riemann-integrierbar.

BEWEIS. Wir setzen f als 14f auf den Abschluss A fort, so dass f(z) =0
fiir alle x € A\ A. Dann ist . die neue Funktion nach wie vor beschrénkt. Es sei
also —C' < f < C auf ganz A. Auflerdem gilt

Af@ﬂ%:iLLﬁﬂm.

Da A Jordan-messbar ist, ist A nach Proposition [1.6] eine Nullmenge. Da
A\ (NUdA)=A\N C A\ N,

ist die neue Funktion auBerhalb der Nullmenge N U JA stetig. Indem wir A
durch A und N durch NUOQJA ersetzen, diirfen wir also annehmen, dass 0A C N
gilt.

Da N eine Nullmenge ist, finden wir zu jedem ¢ > 0 ein k; € N so,
dass m*1(N) < 37" ¢. Die Menge M*'(N) iiberdeckt N. Indem wir zu jedem
Wiirfel W € M*1(N) noch alle 3" benachbarten Wiirfel (inklusive W) hinzu-
nehmen, erhalten wir eine Menge M. (N) von maximal 3"# M1 (N) Wiirfeln,
und es gilt

Z 9—nki (supf —inf f) < 3k (N)-2C < 2Ce .
WeM. W v

Es sei jetzt M, = |JMc(N), dann iiberdeckt die offene Menge M. die
Nullmenge N. Die Menge A, = A\ M., ist kompakt, und da A, C A \ N,
ist f|a. stetig. Also ist f|a. sogar gleichmdfSig stetig, das heifit, zu jedem € > 0
existiert ein § > 0, so dass |f(y) — f(x)| < e fiir alle z, y € A. mit ||y — x| < 4.
Sei also § > 0 wie oben gewihlt, dann existiert ke mit 27%2,/n < §, insbesondere
ist 0 groBer als der maximale Abstand zweier Punkte in einem Wiirfel W € W' .
Somit folgt

1 — inf(1 = —inf f <
Syvp( af) —inf(1af) s;lvpf inff<e
fiir alle k > ko und alle W € My(A.).
Fiir alle k£ > max(kq, ko) gilt
k —nk :
s (Laf) —sk(1af) <2 Z (S‘levpf - 151Vf f)
WeMk(M,)

427k Z (sup f —inf f) < (2C + vol™(4)) € .
wekay WY

Da wir € > 0 beliebig klein wahlen kénnen, ist f integrierbar. U
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In Proposition hatten wir bereits gesehen, dass das Riemann-Integral
einer gleichméflig konvergenten Folge integrierbarer Funktionen gegen das Inte-
gral der Grenzfunktion konvergiert. In der Praxis ist gleichméfBige Konvergenz
oft nicht erfiillt, daher ist der folgende, etwas schwierigere Satz sehr hilfreich.

2.7. SATZ (Arzela, [2, 7.11]). Sei A C R™ Jordan-messbar und seien f
und fi: A — R fiir i € N Riemann-integrierbar. Wenn ein C existiert, so

dass | fi| < C und lim;_, fi(z) = f(z) fir alle z € A, dann gilt auch
lim fZ "r = / f(x
1—00

Die Voraussetzung, dass die Grenzfunktion f Riemann-integrierbar ist, ist
notwendig; sie folgt nicht aus den anderen Annahmen.

*BEWEIS. Da f intergrierbar ist, diirfen wir f; durch f; — f ersetzen und
daher f = 0 annehmen. Die Funktionen f; — f sind nach wie vor beschrankt,
und zwar durch 2C.

Als néchstes definieren wir den Positivteil f1 und den Negativteil f— von f
durch

f+(z) = max(f(z),0) und f-(z) = max(—f(x),0) .

Insbesondere sind fy und f_ nichtnegativ, und es gilt f = fi — f_ und |f| =
f+ + f—. Man kann leicht iiberpriifen, dass

s(fig) — sk(fir) < s(f) — si(f)
und  sF(fio) = se(fi) < $F(f) = se(f)

fiir alle k. Also sind mit f; auch f; + und f; — Riemann-integrierbar fiir alle .
Auflerdem gilt

/ﬁ cﬂui/ﬁ+ x—Aﬁ;@M%

und lim fi4(x) = lim f;_(2) =0

fiir alle z € A. Es reicht also, den Satz fiir die Folgen (f; +); und (f; —); zeigen.
Daher diirfen wir f; > 0 fiir alle ¢ annehmen.

Da alle f; Riemann-integrierbar sind, reicht es zu zeigen, dass

lim [ fi(x)d"z=0.
LA

1—00
Fiir e > 0 und j € N sei
Ajc={acAll|fi(z)|>cfireni>j}.

Wir wissen nicht, ob diese Mengen Jordan-messbar sind. Es folgt aber

se(f) <27 Y 20+27 > e,

WeMy(Aie) WeME(AN\M,(A; 2)
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im Grenziibergang ¢ — oo ergibt sich daraus
/fz(a:) d"x < 2C m, (Ai,s) + e vol"(A) .
ZA

Nach Konstruktion gilt
Are D Age D -,
die Folge (m.(A;.)); der inneren Volumina féllt daher monoton. Also reicht es,
fiir alle € > 0 zu zeigen, dass
ae = lim my (Ai,s) =0.

1—00

Wir nehmen im Gegensatz dazu an, dass a. > 0. Dann finden wir fiir
alle 1 > 1 eine kompakte Jordan-messbare Teilmenge B; C A; . mit

vol"(B;) > mu(Aie) — 27 a.

Fiir jede Jordan-messbare Teilmenge

7
B C Ak,a \ ﬂ Bj
j=1

folgt

vol(B) < ZZ:VOI”(B \ Bj) < Z ma(Aje\ Bj) <> a7l <

J=1 Jj=1 J=1

[VRIS]

Daraus folgt aber insbesondere, dass

: a
1" B | >m.(Aie) — = ,
VO <jq ])_m( e) 2>0

also sind die kompakten Mengen ﬂ;zl Bj alle nicht leer. Nach dem Prinzip der
Intervallschachtelung finden wir einen Punkt

) 0
T € ﬂBjC ﬂAj7€.
j=1 j=1

Nach Konstruktion der A;. gilt f;j(z) > e > 0 fiir alle j, im Widerspruch zur
Annahme, dass

lim fj(xz) = f(z) =0. O

j—00

Wir werden erst im néchsten Abschnitt lernen, wie man manche Riemann-
Integrale explizit bestimmen kann. Wir konnen aber bereits ein paar geometri-
sche und stochastische Anwendungen geben.

2.8. BEMERKUNG (siehe [2] 7.25]). Es sei p integrierbar tiber die beschrénkte
Menge K C R? mit p(z) > 0 fiir alle 2 € K. Wir interpretieren p als ,, Dichte“
des Korpers K. Es sei W € Wg’, dann geben die Summanden

273% inf (1 f) und 273% sup(1x f)
w w
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jeweils eine untere und eine obere Schranke fiir die Masse von W N K. Daher
erwarten wir, dass das Integral iiber p die Gesamtmasse angibt, also

Mz/Kp(p)d?’p-

Wir nehmen an, dass M > 0. Dann konnen wir den Schwerpunkt py als
gewichtetes Mittel iiber die Ortsvektoren von K bestimmen, also

= |m M/Kp(p) (v) d* M/Kp(p) pd’p

Dabei ist p = <§), und es wird komponentenweise integriert, das heifit, die

z-Komponente xg der Schwerpunkts ist das Integral {iber %) -z, und so weiter.

Fiir die ndchste Rechnung nehmen wir an, dass der Schwerpunkt im Null-
punkt liegt, anderfalls ersetzen wir unten p durch p — pg. Wenn wir K um die
Achse durch 0 in Richtung v € R3\ {0} mit Winkelgeschwindigkeit |v| drehen,
wird die Geschwindigkeit im Punkt p € R? durch ein Vektorfeld X: R? — R3
mit

X(p)=vxp
beschrieben, dabei bezeichnet , x“ das Kreuzprodukt im R3. Ein Punkt der
Masse m in p liefert dann den Drehimpuls

L=mpx X(p)=mp X (UXP)Zm(<P7P>U_<U7P>P)

y* 4 22 -2y —xz
=m —zy 2?4222 —yz v eR3,
—xz —Yyz 2 + y2
wobei ,,-“ hier das Produkt einer Matrix mit einem Vektor und ( , ) das

Standardskalarprodukt bezeichnet. Wir erhalten den Gesamtdrehimpuls des
Korpers K durch komponentenweise Integration iiber p, also

y2+22 —-Ty —xz
L—/ p(p)pxX(p)d3p—/ p(p) < —zy a+2% —yz ) dPp-v=1I-v.
K K —zz  —yz x4y
Die durch obiges Integral definierte Matrix I € M3(R) heifit der Trdgheitsten-
sor des Korpers, sie ist stets symmetrisch und positiv definit. Der Satz von
der Drehimpulserhaltung besagt, dass sich der Drehimpuls L = I - v bei einer
Drehung um den Schwerpunkt ohne Einwirkung duferer Krifte nicht dndert.
Da sich aber die Matrix I mit dem Korper mitdreht, kénnen sich Drehach-
se v = I~!'- L und Winkelgeschwindigkeit im Laufe der Drehung durchaus
mitbewegen; der Kérper scheint zu taumeln. Nur wenn sich der Kérper entlang
eines Figenvektors von I dreht, bleibt die Drehachse erhalten. Diese Achsen
heilen Hauptachsen, daher auch der Begriff ,,Hauptachsentransformation® in
der linearen Algebra.

2.9. BEMERKUNG. Wir kommen zu einer stochastischen Anwendung. Es sei-
en jetzt X4, ..., X, Zufallsvariablen, die ihre Werte nur in einem beschréankten
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Bereich K C R™ annehmen. Wir wollen annehmen, dass die Wahrscheinlich-
keiten, mit der die Zufallsvariablen gewisse Werte annehmen, von einer Dich-
te p: R™ — R mit p(z) > 0 fiir alle z € K erzeugt wird. In einfachen stocha-
stischen Modellen ist die Dichte stetig. Das heifit, sei A C K Jordan-messbar,
dann gilt

P(A)=P((X1,...,X,) € A) = /Ap(x) d"x .

Solche Wahrscheinlichkeiten sind additiv, denn seien A, B messbar und dis-
junkt, dann folgt

P(AUB)=P(A)+ P(B) .
Da die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 sein soll, erhalten wir die Bedingung

/Kp(x) d"z=1.

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale (siehe néchster Abschnitt) kénnen wir auch
unbeschriankte Bereiche, zum Beispiel K = R"™, zulassen.

Dem obigen Schwerpunkt entspricht hier der Erwartungswert
E(X1,...,X,) = (E(X1),...,E(Xy)) :/ p(z)xd "z,
K

wobei das Integral wieder komponentenweise gebildet wird. Wenn man das zu-
grundeliegende Zufallsexperiment sehr oft wiederholt, konvergiert der Mittel-
wert der einzelnen Ergebnisse fast sicher gegen den Erwartungswert.

Fiir die néichste Rechnung nehmen wir der Einfachheit halber an, dass der
obige Erwartungswert der Nullpunkt im R" ist. Dann definieren wir die Kova-
rianzmatriz als

X2 XX,

X2 .. X1Xn
E ; : —/ p(x) : : d"z € Mp(R) .
X x X2 K XnX1 ... X2
nX1 .-

n

Die Diagonaleintriige heiflen die Varianzen Var(X;) der Zufallsvariablen X, ihre
Wurzeln sind die Streuungen o(X;). Je kleiner o(X;), desto stirker konzentrie-
ren sich die Werte von X; um den Erwartungswert F(X;) = 0. Die anderen
Eintrége heiflen Kovarianzen. Wenn zwei Zufallsvariablen X;, X; mit ¢ # j
stochastisch unabhdngig sind, wenn also
P{(X1,....,X) | X, € ,X;€J})
fir alle Intervalle I, J C R gilt, dann ist die Kovarianz Cov(X;, X;) = 0. Aus
der Kovarianzmatrix ergibt sich der Korrelationskoeffizient
COV(XZ', X j)
X, X)) =———7—2€[-1,1].
p( ? ]) O'(XZ)O'(X]) [ ]
Ist er positiv, so tendieren X; und X; in dieselbe Richtung, ist er negativ, so

tendieren X; und X, in entgegengesetzte Richtung. Wenn X;, X; stochastisch
unabhéngig sind, verschwindet der Korrelationskoeffizient.
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3. Parameterintegrale, uneigentliche Integrale

In diesem Abschnitt beweisen wir weitere Eigenschaften des Riemann-
Integrals, verallgemeinern es auf unbeschrinkte Funktionen und Integrations-
bereiche, und fithren vor, wie man manche Riemann-Integrale sogar ausrechnen
kann.

Unter einem Parameterintegral verstehen wir einen Ausdruck der Form

yH+Aﬂamw%

wobei A C R” und B C R™ sei, und f: R" x B — R eine Funktion. Die Existenz
und der Wert des Integrals hingt von der Wahl des Parameters y € B ab.

3.1. PROPOSITION (siehe [2] 7.14]). Es sei A C R" beschrinkt und Jordan-
messbar, B C R™ beliebig und f: A x B — R beschrinkt und stetig. Dann ist
auch die Funktion g: B — R stetig, die gegeben wird durch

mw:Aﬂaww%

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass g an jedem Punkt y € B stetig ist. Das
ist wiederum &dquivalent dazu, dass g bei y folgenstetig ist, das heif3t, es gilt

lim g(y;) = g(y) fiir alle Folgen (y;)ien in B mit lim y; =y .
1—r 00 1— 00
Wir betrachten die Funktionen h; und h: A — R mit

hi(z) = f(z,y;)  und  h(z) = f(z,y).
Nach Proposition sind A und alle h; integrierbar. Sei f beschriankt durch C,

so dass —C < f(x,z) < C fur alle (z,2) € A x B, dann sind auch h und alle h;
durch C beschrénkt. Da f stetig ist, gilt

lim h;(z) = h(x) fiir alle x € A .
1—00
Aus dem Satz 2.7 von Arzela folgt

lim g(y;) = lim [ hi(x)d"z = /Ah(ac) d"zx = g(y) . O

1—00 1—00 J 4

Wenn wir im Beweis die Proposition anstelle des Satzes von
Arzela benutzen wollen, miissen wir sicherstellen, dass die h; gleichméfig ge-
gen h konvergieren. Dazu reicht es, dass f gleichméfig stetig ist. Wir kénnen
beispielsweise verlangen, dass A kompakt und B offen ist, um das auf A x K
zu erzwingen, wobei K C B eine kompakte Umgebung von y sei.

3.2. PROPOSITION (siehe [2], 7.14]). Es seien A, B, f und g wie in Pro-
position und B sei offen. Wenn f stetig differenzierbar und die Ableitung
von [ beschrdankt ist, dann ist g stetig differenzierbar mit

dg , . [ Of

—(y)= | =—(z,y)d"x.
Iy; Aayj( )
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BEWEIS. Es sei e; der j-te Einheitsvektor im R™. Nach Definition der par-

tiellen Ableitung und wegen Linearitit des Integrals gilt

@(y):hmg(yﬂ“eg‘) /f:cy+7“eg — (@)
83/]‘ r—0 r 7“—)0

x .

Wir betrachten den Integranden fiir den Moment als Funktion von 7, dann folgt
aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, dass

f(.T,y—FT’e])—f(J?,y) _g
r - or

fir ein ¢, 5, € (0,7), das von r, x und y abhéngt.

of
(x,y+rej) = E (T, Y+ trzy€j)
T=Tz,y Y;

Wir betrachten eine Folge r; # 0 mit r; — 0 und setzen

(,y + by ej)

und h(z) = g; (z,y) .
j

Da f und h stetig sind, sind h und alle h; integrierbar nach Proposition [2.6] Da
die Ableitung von f beschriankt ist, sind h und alle h; gleichméBig beschrénkt.
Da f stetig differenzierbar ist, konvergiert h;(z) gegen h(x) fiir i — oo und fiir
alle z. Wir fahren fort wie im obigen Beweis und erhalten schliellich

dg af /
T, Y+t ayes)dic = z,y)d"z

— = lim
Oyj (y) 1—00 ayj

Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen von g folgt aus Proposition
angewandt auf % anstelle von f. O
J

Wenn wir im Beweis lieber Proposition verwenden mochten, gehen
wir dhnlich vor wie oben bei Proposition

3.3. SATz (Fubini, siehe [2], 7.14]). Es seien A C R™ und B C R™ Jordan-
messbar und f: R"™™ — R diber A x B Riemann-integrierbar. Dann gilt

| r@aa= | ( /A f(@,y) d%) = | ( / f(x,y>d"w) an

In der obigen Gleichung steht z also fiir das Paar (x,y). Die Funktion f
wird zunéchst nur in Richtung von z € A integriert, das Ergebnis hidngt von y
ab und wird {iber B integriert. Da wir nicht wissen, ob das Riemann-Integral
iiber A fiir alle y € R™ existiert, benutzen wir das untere beziehungsweise
obere Darboux-Integral. Der Satz besagt unter anderem, das fiir beide Darboux-
Integrale das anschlieffende Integral iiber B existiert und beidesmal das gleiche
Ergebnis herauskommt.

BEWEIS. Wir betrachten anstelle von f die Funktion f-14xp, so dass wir
iiber R, R™ beziehungsweise R™"" anstelle von A, B und A x B integrieren
diirfen.
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Es sei W € W,?er dann existieren Wiirfel W’ € W und W € W
mit W =W’ x W”, so dass W™ = W} x Wi, Sei nun yo € W”, dann gilt

inf  f(z,y) < mf ,f (@ y0) < sup f(z,y0) < sup f(z,y) -
(w,y) ew zeW ( 7y)€W

Daraus erhalten wir die folgende Kette von Ungleichungen

s(f)=Y, Y 2tk inf f(a,y)

W”GW"” W’EW" ,y)GW/XW"

< 2"k inf 27mk inf f(z
B W’Z m yew” Z n zeW’ f( y)
ewr W/eWwr

:sk(yHSk(f('ay))) = Sk<y'_>

*) s’f(y e
Hom [ eea) <),

Da f integrierbar ist, konverg1eren die linke und die rechte Seite fiir & — oo
gegen denselben Wert. Also konvergieren auch die mittleren Ausdriicke. Ins-
besondere ist AW f(z,y) d"z iiber R™ integrierbar. Genauso ist [, f(x,y)d"x

f(z,y) d"ﬂ?)

JRn

| /\

iiber R™ integierbar, indem wir in @ die Ober- durch die Untersumme und das
Unter- durch das Oberintegral ersetzen. Beide Integrale stimmen wie behauptet

mit dem Integral von f iiber R™™ {iberein. O
3.4. FOLGERUNG (aus dem Satzvon Fubini). Es seiena; < by, ..., an <

by, gegeben, und f: R™ — R sei stetig und beschrankt auf (ai,b1) X -« X (an, by).
Dann gilt

bl n
/ x—/ fxl,...,xn)dxn-'-dazl.
(al,b1)><---><(an,bn

Da hier mehrfach nacheinander integriert werden muss, nennt man mehr-
dimensionale Riemann-Integrale auch ,, Mehrfachintegrale*. Jedes einzelne Inte-
gral ist eindimensional und kann, wenn der Integrand entsprechend gutartig ist,
durch das Bestimmen einer Stammfunktion mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung berechnet werden. Dabei beginnt man mit dem innersten
Integral und arbeitet sich nach aulen vor.

BEwEIS. Wir definieren durch Induktion iiber £k =1, ..., n Funktionen
n—k
(") ferr: (@1, Tpg-1) / fo(@r, oo 2n—g) dzn g,

:/ f(:nl,...,xn)dk+1(mn_k,...,xn),
(an ks9n k)x X(a‘n7bn)

wobei fy = f. Dabei folgt die behauptete Gleichheit aus dem Satz von Fubini
(mit k£ und 1 anstelle von n und m), da f stetig und beschrénkt ist, und daher
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das Riemann-Integral auf der rechten Seite von @ existiert. Dann ist f, € R das
gesuchte Mehrfachintegral, und induktiv folgt die Gleichung in der Proposition.
O

Die Voraussetzung in Folgerung dass f stetig sein soll, kann abge-
schwicht werden; es reicht, wenn die rechte Seite von (]f[) stets existiert.

3.5. BEISPIEL. Wir bestimmen das Volumen eines Oktaeders
O={(z,y,2) R’ | |z| + [yl + 2| <1} .

Dazu werden wir benutzen, dass jeder der acht Bereiche ON ((£R4) x (£R4.) x
(+R4)) das gleiche Volumen hat. Es gilt

I=|z|  pl=|z-|y|
vol3(O):/ / / dz dy dz
lz|=1 J]z|+]y|-1
11—z l-z—y
—8// / dz dy dx
1—x
// 8(1 —z —y)dydx
4

= —z)? - —2)})de = - .
= [ ap a0 -0 e =

3.6. FOLGERUNG (Cavalierisches Prinzip, siehe [2 7.16]). Zwei Jordan-
messbare Teilmengen A, B C R"™ haben das gleiche Volumen, wenn fir al-
le h € R die Querschnitte AN (R"1 x {h}) und BN (R"! x {h}) ebenfalls
Jordan-messbar sind und das gleiche Volumen haben.

BEWEIS. Wir wenden den Satz von Fubini an und erhalten mit der Nor-
mierung aus Proposition , dass

vol" A = 1A(x)d”x:/ / 14(y, h)d" 'y dh
R™ —oo JR™L

_ / T o (A R x {A))) dh

—00

dabei ist x = (y,h) mit y € R"~!. Das analoge gilt fiir B. O

3.7. BEISPIEL. Wir wollen das Volumen der dreidimensionalen Einheitsku-
gel B3 C R? bestimmen. Dazu betrachten wir die obere Halbkugel H, den
umgekehrten Kegel K und den Zylinder Z mit

H:{(x,y,z)‘ngglund\/ﬂ—i—y?g\/1—22},
K={(z,9,2) | 0<2<1und Va2 +3? <z}
und Z:{(x,y,z)‘OSzglund\/aﬂ—i—y?Sl}

Als Querschnitt in der Hohe z erhalten wir Kreise mit den Radien v/1 — 22, 2
und 1, somit gilt fir die Kreisflichen

T(l-2)4+nt=m1.
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Aus dem Cavalierischen Prinzip folgt

vol*(H) + vol*(K) = vol*(Z) = /0 1 ndz=m,
und das Volumen von Kegeln berechnen wir in den Ubungen.

Wir kommen zu uneigentlichen Integralen. Das heifit, weder Integrations-
bereich A C R™ noch der Integrand f miissen beschréinkt sein. Wir betrachten

KA, f) = {B CA ’ B ist Jordan-messbar, f ist integrierbar iiber B} .
Den abgeschlossenen Ball um 0 vom Radius r bezeichnen wir mit B, (0) C R™.

3.8. DEFINITION. Es sei A C R™. so dass eine zu f passende Ausschopfung
von A existiert. Eine zu f: R®™ — R passende Ausschipfung von A ist eine
Folge (C;); von Mengen aus IC(A, f) mit C; C C;41 fiir alle 7, so dass

lim vol” (AN B,(0)\ C;) =0

1—00

fiir alle r > 0.

Wir nennen f uneigentlich (Riemann-) integrierbar iiber A mit dem unei-
gentlichen Integral
/ f(z)d"z = lim flz)d"z
A 11— 00 C;
wenn mindestens eine zu f passende Ausschopfung (C;); von A existiert und
sich fiir alle passenden Ausschopfungen (C;); der gleiche Grenzwert ergibt.

Wir nennen eine Menge A C R" lokal (Jordan-) messbar, wenn AN B, (0) fir
alle r > 0 messbar ist. Wenn 1 4 iiber R™ uneigentlich integrierbar ist, definieren
wir das uneigentliche (Jordan-) Volumen durch

vol"A:/lA(a:)d”x.
A

Anstelle iiber A zu integrieren, integrieren wir also iiber immer gréffere Men-
gen C;. Wenn dabei ein wohldefinierter Grenzwert herauskommt, soll er unser
uneigentliches Integral sein. Wenn eine zu f passende Ausschopfung (C;); exi-
stiert, folgt aus Proposition [I.6]insbesondere, dass AN B, fiir alle r > 0 messbar
ist, also ist A dann lokal Jordan-messbar. In 2| 7.20] wird das uneigentliche
Integral etwas anders definiert. Mit Proposition [3.9| und Proposition [3.10| unten
ldsst sich aber zeigen, dass beide Definitionen dquivalent sind. Auflerdem wer-
den wir unten sehen, dass nach Definition [2.2]{iber A integrierbare Funktionen f
auch uneigentlich integrierbar sind, mit gleichem Wert des Integrals.

Um ein Kriterium fiir uneigentliche Integrierbarkeit zu finden, betrachten
wir wie im Beweis von Satz den Positivteil f und den Negativteil f_ von f
mit

f+(z) = max(f(z),0) und f-(z) = max(—f(x),0) .
Es sei K € K(A, f). Da die Funktion y +— max(y,0) stetig und f iiber K
integrierbar ist, folgt aus einer Ubung, dass fy und f_ iiber K integrierbar
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sind. Daher gilt (A4, f) C K(A, f+) und (A4, f) C K(A, f-), insbesondere
passt jede zu f passende Ausschopfung auch zu fi und f_.

3.9. PROPOSITION. Es seien A C R™ und f: R™ — R gegeben. Dann sind
dquivalent

ir eine zu assende Ausschopfun )i und eine zu f_ passende
1) Fiir ei + P de A hdopfung C;r d et D d
Ausschiopfung (C;); existieren

lim fr(x)d"x < 00 und lim fo(x)d"x < 0.
i—>00 C+ i—00 cr

(2) Es existiert eine zu f passende Ausschopfung von A und eine Kon-
stante C, so dass fir alle K € K(A, f) gilt

/Kf+(fv)d”z§0 un /f e

Wenn eine dieser dquivalenten Bedingungen gilt, ist f uneigentlich dber A in-
tegrierbar.

Wenn A Jordan-messbar und f iiber A Riemann-integrierbar ist, dann
sind A und f insbesondere beschriankt. Als zu f passende Ausschopfung wihlen
wir die konstante Folge C; = A. Gelte —D < f(z) < D fiir alle x € A, dann
wihlen wir C' = D - vol™"(A) als Konstante in (2)).

BEWEIS, siehe auch [2] 7.20]. Aus folgt (2), denn zunichst ist (C;" N
C; )i eine zu f passende Ausschopfung von A, wie man leicht iiberpriift.

Sei jetzt K € K(A, f+), und sei f; auf K beschrinkt durch M > 0. Da K
beschrankt ist, existiert ein iy mit
€
vol"(K \ C;") < i
fiir alle ¢ > 7o, und es folgt

/f+(ff)d”§/ f+(x)d”:c+s§/ fi@)diz+e .
K Ciink c;

Indem wir € beliebig klein wihlen, sehen wir, dass

*) | s@ar < fim RACLES

1—00

Die analoge Aussage gilt fiir f_.
Umgekehrt folgt . aus ([2)). Dazu sei zun#chst

= sup / fr(x)d"x und = sup / f=(
KeK(A,f) KeK(A,f)

Fiir jede zu f passende Ausschopfung (C;); sind die Folgen

(/ a0 d:z:) wd ([ e dac)
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monoton und durch Sy beschriankt, also existieren ihre Grenzwerte I1 mit I, <
Sy und I- < 5;. Damit ist die Aquivalenz der beiden Aussagen bewiesen.

Wir nehmen jetzt an, dass und gelten. Sei (C};); eine zu f passende
Aussschopfung, dann passt (C;); auch zu fi und f_. Nach dem obigen Argu-
ment gilt I < Sy, aus (ED folgt andererseits Si < I.. Unabhéngig von der
Wahl der Aussschopfung (C;); gilt daher

lim fle)d"z =1, —1_ =5, —-S5_,
C;
also ist f uneigentlich integrierbar iiber A. O

Der Vollstandigkeit halber geben wir auch die Riickrichtung an.
3.10. PROPOSITION. Wenn f tiber eine lokal Jordan-messbare Menge A un-
etgentlich integrierbar ist, gelten und i Proposition .

*BEWEIS. Die Existenz einer zu f passenden Ausschopfung von A haben
wir in Definition bereits gefordert. Wir definieren fiir jede Menge K &
K(A, f) und fir alle k je drei Jordan-messbare Teilmengen

Py(K) = {:L‘EK‘esgibt W e Wy mit x € W und lAf\WEO},
Nip(K)={z €K |esgibt W e W mit € W und 14f|lw <0},

Es folgt Py(K), Ni(K), Ri(K) € K(A, f). Fir K, L € K(A,f) mit K C L
gilt Py(K) C Py(L) und Ni(K) C Ny(L) wenn k < ¢. Auf dem Durch-
schnitt Py (K) N Ni(K) verschwindet f.

Auf jedem Wiirfel W € W} mit W N Ri(K) # 0 nimmt f sowohl positive

als auch negative Werte an. Es folgt

/ fil@) d'z + / fo(z) da
Ry (K) Ry (K)

< " (Lpyr) ) — sk(Lpu iy f) < s"(Ak f) — su(1kc f) -
Da f iiber K integrierbar ist, verschwindet die rechte Seite im Limes & — oc.
Wir haben also K in Abhéngigkeit von k in drei Bereiche zerlegt: auf Py(K)
ist f >0, auf Ni(K) ist f <0, und fiir den Rest Ry (K) gilt

lim fr(x)d"x = lim f-(x)d"x=0.

Sei jetzt verletzt, etwa existiere zu jedem m € N ein K € K(A, f) mit
/ fr(z)d"z >m.
K

Dann starten wir mit einer passenden Ausschépfung (C;);. Nach Ubergang zu
einer Teilfolge mit Cy = () diirfen wir annehmen, dass

/ fr(x)d"x > 1.
C;
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Wir finden eine schwach monoton wachsende Folge (j;); in N mit lim; o j; =

o0, so dass 7; < 7 und
/ f=( :L'<f.

schlieflich wéhlen wir eine monoton wachsende Folge (k;); so, dass

/ (o + /) (@) dz <1
Ry, (C)

fiir alle 4. Dann betrachten wir die Folge (D;); in IC(A4, f) mit
D; = Pkl(C,) U Cji .

Da j; — oo fiir i — oo, und da Py, (C;) C Py, ,(Cit1), ist das eine Ausschépfung.
Es folgt

/ F ) de > / fi) de - /R PGS /C RIS

somit existiert der Grenzwert in Definition |3.8] fiir die Auschépfung (D;); nicht.
Wenn auflerdem auch das Integral von f_ iiber K € (A, f) unbeschrinkt ist,
dann kann man das obige Verfahren — analog zum Gegenbeispiel zum Um-
ordnungssatz fiir Reihen, basierend auf einer nicht absolut konvergenten Reihe
— so variieren, dass fDi f(x)d"x gegen jeden beliebigen Wert in R U {£o00}
konvergiert. O

3.11. BEMERKUNG. Definition [3.8]ist strenger als die iibliche Definition des
uneigentlichen Integrals im Eindimensionalen. Beispielsweise ist die Funktion

fz) =

mit f(1) =1 in unserem Sinne nicht uneigentlich integrierbar, denn sei

sin x

)
U 2jm, (25 + 1 ]
dann lésst sich aus der Dlvergenz der harmonischen Reihe folgern, dass

sinx
sup > sup / dx = 00 .
KeK(A,f) inoJK; T

Im Eindimensionalen wiirden wir solche Mengen K; jedoch nicht betrachten,
sondern nur zusammenhéngende Intervalle. Und dann besagt eine Variante des
Leibniz-Kriteriums, dass das Integral von f iiber alle Intervalle beschrankt ist
und das uneigentliche Integral existiert.

Das uneigentliche Integral erfiillt die Eigenschaften f und aus Pro-
position Stetigkeit bei gleichméfiger oder gar punktweiser Konvergenz gilt
jedoch nur noch unter Zusatzvoraussetzungen. Auch der Satz von Fubini gilt
nur unter Zusatzvoraussetzungen.
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4. Die Transformationsformel

Zur Erinnerung: sei A C R” und F': R” — R™ eine Abbildung, dann heifit F’
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, wenn

(1) [1F(y) = Fz)| < Llly—=|  firallex, ycA.

Es sei jetzt A sei im Punkt zq € A differenzierbar. Dann existiert eine lineare
Abbildung dF'(zg) € My, »(R) mit

(2) F(x) = F(x9) + dF (x0) - (x — o) + R(x) fiir alle x € A,

wobei zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

(3) |R(z)| < e |lx— ol fir alle z € A mit ||l — zo|| <9 .

Wenn F' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L und in xq differenzierbar
ist, dann folgt

(4) ldf (zo) - v|| < L|v]| fiir alle v € R™ .

Wir betrachten die Linearisierung Fy von F' bei zg mit
(5) Fo(x) = F(zo) + dF(20) - (x — o) -

Sei jetzt W C R"™ ein Wiirfel. Dann erinnern wir uns, dass nach Konstruktion
der Determinante gilt, dass

(6) vol™ (Fo(W)) = vol™ (dF (zo) - W) = |det dF ()| vol” W .

Auflerdem erinnern wir uns an das auflere Volumen m™* aus Definiti-

4.1. LEMMA (Sard, siehe [2], 7.17]). Es sei A C R" beschrdnkt und Jordan-
messbar, und es sei F': A — R™ Lipschitz-stetig und F|i stetig differenzierbar.
Dann gilt

m* (F(A)) < /A (det dF (z)] d"z

Der Ausdruck |det dF(x)| heifit auch Jacobi-Determinante. Er gibt den Fak-
tor an, um den die Abbildung F' nahe x Volumina verzerrt.

BEwEIs. Wir beweisen eine analoge Aussage zunéchst fiir den Fall eines
Wiirfels W € W} mit W C A, und zwar durch Widerspruch. Dazu nehmen wir
an, dass ein Wy, € W' und eine Zahl ¢ > 0 existiert, so dass

*) m* (F(Wy)) > / (et dF(2)] d"z + ¢ vol* (W) .
Wi

Da dF: A — M, (R) nach Voraussetzung stetig und wegen auch be-

schrénkt ist, existiert das Integral nach Proposition Wir zerlegen Wj

in 2" Wiirfel Wiy € Wy . Wéhrend die Groflen auf der rechten Seite
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strikt additiv sind, kénnen sich die Bilder der einzelnen Wy, iiberschneiden.
Da F(Wi) € Uw,,,cw, F(Wi41), folgt

> m* (F(Wg41))
Wiy1EMp 1 (W)

>m* (F(Wy)) > /W. |det dF'(z)| d"x + ¢ vol™ (W)

= Z (/Wk+1 |det dF'(z)| d"x + ¢ VOln(Wk+1)) .

Wit1EMpy1(Wy)

Mindestens einer dieser Wiirfel W1 hat dann wieder die Eigenschaft (ED In-
dem wir k immer weiter vergréfiern, erhalten wir eine Folge von Wiirfeln Wy, O
Wii1 D ... mit der Eigenschaft @ Nach dem Prinzip der Intervallschachte-
lung gibt es einen eindeutigen Punkt zo € R™, der im Abschluss W; aller W;
mit 7 > k enthalten ist.

Wir wihlen € > 0 und erhalten § > 0 wie in . Der Durchmesser eines
Wiirfels W, € W} ist 27%\/n, und wir wihlen £y € N so, dass 27%./n < §. Es
sei £ > Lo und W, € Wi mit zg € W, C /i, und Fj sei die Linearisierung von F
bei zg aus . Dann folgt aus und , dass

F(W,) C {y+z‘y€Fo(Wg) und z < 27¢ ne} .

Das bedeutet, dass die Abweichung zwischen den Mengen F(W,) und Fy(Wy)
im Verhéltnis zur Gréfle von Wy durch ¢ begrenzt wird. Da wir € > 0 beliebig
klein wihlen konnen, folgt mit @, dass
_omM(F(Wy)) L vol" (Fo(Wy))

lim —————= = lim —————— = |det dF .

Mmoo A oy et dE (o)
Da det und dF stetig sind, existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit ||det dF ()| —
|det dF (o)|| < € fiir alle z € A mit ||z — zo|| < . Also gilt

1
lim ———— F "y = F .
lin i /W \det dF ()| d"z = |det dF ()|

Insgesamt erhalten wir fiir die obigen Wiirfel Wi, D Wyi1 D ... einen Wider-
spruch, da

. m*(F(W))
det dF(z0)| = lim 2 0)
[det dF (z0)| = lim =" W)

(
1
> lim ——————— det dF d" = |det dF .
> lim s /Wz det dF (2)] d"a + ¢ = |det dF (zo)| + ¢
Da wir ¢ > 0 beliebig klein wéhlen kénnen, folgt fiir alle k£ und alle W € Wy

mit W C /ol, dass

vol" (F(W)) < /W |det dF'(x)| d"x .
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Fiir jedes k betrachten wir
Re={WeW} | WNA£Dund W ¢ A}
und Rk:URk:{meRn‘esgibtWGkaitmEW}.

Es sei W € Ry, dann enthilt W einen Randpunkt von A. Also gilt W' €
MPF(A) \ My(A) fiir mindestens einen der 3" benachbarten Wiirfel (W selbst
eingeschlossen). Da A messbar ist, folgt

lim vol™(Ry) < lim 3" vol™(M*(A)\ My(A)) =0.
k—o0 k—o0

Da jeder Wiirfel W € W7 Durchmesser 27*/n hat, liegt F'(WNA) komplett
in einem Wiirfel der Seitenlinge 27%\/n L wegen der Lipschitz-Bedingung .
Das Volumen dieses Wiirfels ist das n2 L"-fache von vol™ W, es folgt

lim vol™ (F(Rx N A)) <n2 L™ lim vol*(Ry) = 0.
k—o00 k—o0

Da A\ Ry eine Vereinigung von Wiirfeln ist, deren Abschliisse ganz in A liegen,
folgt
vol" (F(A)) = lim vol"(F(A\ Ry))

k—o0

< lim det dF (z)] d"z < / et dF (z)| d"z . O
k—o00 A\Ry, A

Es folgt zunichst eine einfache Version der Transformationsformel. Eine
allgemeinere Fassung folgt in Satz unten oder in [2] 7.18].

4.2. PROPOSITION. Es seien U, V. C R" offen und F: U — V ein C'-
Diffeomorphismus. Es sei A C R"™ Jordan-messbar mit A C U, dann ist
auch F(A) C R™ Jordan-messbar. Dann ist f: V — R genau dann tiber F(A)
integrierbar, wennn (f o F') - |detdF|: U — R dber A integrierbar ist, und es
gilt

J(roP)@) Wetar@aa = [ gy

F(A)

BEWEIS. Als erstes zeigen wir, dass F' Jordan-messbare Teilmengen von U
auf Jordan-messbare Teilmengen von V' abbildet. Die Abbildung F ist ein Dif-
feomorphismus, also auch ein Homéomorphismus. Insbesondere bildet F' den
topologischen Rand von A auf den topologischen Rand F(A)\ F(A)° = F(A\ A)
von F(A) ab. Aulerdem ist A C U kompakt und F ist stetig differenzierbar, da-
her ist F' auf A Lipschitz-stetig, siehe [2, 3.11(c)]. Andernfalls giéibe es niimlich
Folgen (x;);, (yi); in A mit z; # y; und

i @) = Flll _

S e — vl
Da A kompakt ist, wiren die Zihler beschrinkt, folglich bildeten die Nenner
eine Nullfolge. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilte also

lim z; = limy; =20 € A,
1—00 1—00
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aber in einer Umgebung von xg ist F' Lipschitz-stetig wegen , (3), und wir
erhielten einen Widerspruch zur obigen Annahme. Also ist F'|; Lipschitz-stetig.

Wir diirfen also Lemma anwenden und erhalten

m* (FA) \ F(A)°) < /A | JetdP@) ae =0,

wenn die Menge A Jordan-messbar ist, denn ihr topologischer Rand A \ A
ist nach Proposition eine Nullmenge. Aber dann ist der topologische
Rand F(A) \ F(A)° von F(A) ebenfalls eine Nullmenge, also ist F'(A) nach
Proposition ebenfalls Jordan-messbar.

Das folgende Argument werden wir zweimal in leicht abgewandelter Form
durchfiihren. Im ersten Durchgang sei f: V — R eine nicht notwendig inte-
grierbare Funktion mit f(x) > 0 fiir alle € V. Fiir alle k definieren wir eine
yuntere Treppenfunktion® f: R™ — R durch

fe= > Jnf f-Lwna = > inf(1pa) - f) - wna
WeMFk(F(A)) wewp
so dass fy < 1p(a) - f. Da A kompakt ist, ist auch das Bild F(A) unter der

stetigen Abbildung F kompakt. Insbesondere ist F((4) C F(A) beschrinkt, und
die obige Summe ist endlich. Solange wir f > 0 annehmen, gilt fi|w = 0 fiir
alle Wiirfel W € MF(F(A)) \ My(F(A)).

Es sei G = F~1: V — U die Umkehrabbildung von F. Dann ist G auch
ein Diffeomorphismus, und nach dem obigen Argument ist F~1{(W) = G(W)
messbar fir alle W € My(F(A)) C Mg(V). Wegen Additivitdt und Monotonie
des unteren Darboux-Integrals und Lemma folgt

sc(lpay )= > inf(1p(a) - f) - vol" (W)
WeMF(F(A))

< inf(1pa) - f) |det dF'(z)| d"x
WeMzk(:F(A)) W F=1(Wna)

_ /A(fkoF)(x) et dF(z)| d"«
g/A(foF)(x) \det dF(z)] d"z .

Dabei haben wir f > 0 nur in der ersten der zwei obigen Ungleichungen benutzt.
Im Grenzwert k — oo erhalten wir die Ungleichung

* d"y = lim si(1 < o F)(z) |detdF(x)| d"x .
) /F(A)f(y) v=Jim slleon ) < [ (7o P)@) et dr (o)

Es sei f nicht-negativ wie oben, dann ist auch g = (fo F')-|detdF|: U — R
nicht-negativ. Aus der Multiplikativitéit der Determinante und der Kettenregel
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fiir die totale Ableitung folgt

(g0 G)(y )'Ideth( )= fF ( ( ))) IdetdF( ()] - |det dG(y)|
= f(y) - |det (dF(G(y )| = f(y) - |detd(F o G)(y)| = f(y),
da F oG = idy und detdldv = det En = 1. Wir wenden die Ungleichung (]f[}

zweimal an und erhalten

dy < o F)(x) |detdF(z)| d"x = z)d"x
/F(A)f(y) y_/A(f )(z) |det dF (z)| /G(F(A))gu

< oG det dG d"y = d
_/F(A)@ )(y) |det dG(y)| dvy /F(A)f(y) y

also gilt sogar Gleichheit in (ED Speziell fiir f =1 folgt
(1) vol"(F'(A)) :/ d"z :/ |det dF'(z)| d"x
F(A) A

da 1 und |det dF'| stetig und daher nach Proposition iiber die messbaren
Mengen F'(A) beziehungsweise A integrierbar sind.

Mit konnen wir den Beweis von @ nun fiir beliebige f wiederholen und
erhalten

sk(Lpay f) = 1nff/ |detdF x)| d"x

WeMk(F(A
< /(foF)(:c) et dF(z)| d"z
A

Im Limes k£ — oo erhalten wir (ED fiir alle Funktionen f: V' — R. Indem wir (EI)
auf die obige Funktion g = (foF)-|det dF'| : U — R anwenden, folgt Gleichheit.
Fiir die oberen Darboux-Integrale gilt

/F(A)f (y)d"y =~ /F (A)(ff)(y) d"y =~ /A (—g)(z)d"z = /A (@) d"s .

Aus den beiden Gleichungen
[ep)@) etdr@) aa= [ fwdy
ZA

LR(A)

und / (fo F)@) [detdF(z)| d"z = | f(y)d"y
A F(A)
folgt schlieBlich, dass f genau dann iiber F'(A) integrierbar ist, wenn g iiber A
integrierbar ist, und dass dann die Transformationsformel gilt. ([l

Wir formulieren jetzt eine allgemeine Variante der Transformationsformel,
die insbesondere auch fiir uneigentliche Integrale gilt. Wir erinnern uns an die lo-
kale Jordan-Messbarkeit aus Definition AuBerdem benutzen wir die Propo-
sitionen [3.9 und um uneigentliche Integrierbarkeit zu charakterisieren. Das
Hauptproblem besteht darin, dass Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen
nicht notwendig Lipschitz-stetig sind.
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4.3. SATZ (Transformationsformel). FEs seien U, V' C R™ offen und lokal
Jordan-messbar und F: U — V ein Diffeomorphismus. Dann st f: V — R
genau dann dber F(A) C V uneigentlich integrierbar, wenn (f o F) - |det dF|
tber A C U uneigentlich integrierbar ist; in diesem Fall gilt

/ (f o F)(x) |det dF (z)| d"z = / )y .
A

F(A)

*BEWEIS. Wir beweisen die Richtung ,=—=“. Die Gegenrichtung erhalten
wir, indem wir die Rollen von U und V vertauschen. Nach den Propositio-
nen und reicht es, die nicht-negativen Funktionen f; und f_ zu
betrachten, und fiir je eine zu f1 passende Ausschopfung von F'(A) und je eine
zu (f1oF")-|det dF| passende Ausschdpfung von A zu zeigen, dass der Grenzwert
der Integrale endlich ist.

Als erstes bendtigen wir eine aufsteigende Folge Ky C Ky C --- C U Jordan-
messbarer Kompakta, deren Vereinigung ganz U ergibt. Da U offen ist, existiert
zu jedem Punkt z € U ein e > 0 mit B.(x) C U. Wihle k so, dass v/n27% < ¢,
dann gibt es einen Wiirfel W € W} mit « € W C B.(z) C U. Die Menge | J,, W}
ist abzéhlbar; sei (W;); eine Aufzdhlung. Setze

Ki:U{Wj‘0§j<iundeCU},

dann ist jedes K; als endliche Vereinigung kompakter Wiirfel kompakt und
Jordan-messbar, die Folge der K; ist aufsteigend, und nach obiger Voriiberle-
gung gilt |J, K; = U. Das bedeutet, dass die Folge 1k, punktweise gegen 1y
konvergiert. Sei schliellich » > 0 beliebig. Da U lokal Jordan-messbar ist, folgt
aus dem Satz von Arzela, dass

lim vol" (U N B,(0) \ K;) = lim (1y — 1g,)(z)d"z =0

1—>00 1—00 B (0)

Die Mengen F(K;) sind ebenfalls kompakt und Jordan-messbar nach Proposi-
tion Wie oben folgt mit | J, F/(K;) =V fiir alle r > 0, dass

lim vol"(V N B(0) \ F(K;)) =0.

i—+00

Wir wihlen eine zu f; passende Ausschopfung (C;"); von F(A), dann
ist (C;' N F(K;)); ebenfalls eine zu f; passende Ausschépfung von F(A), denn
ANB(0)\(C" NF(K;)) = (AN B.(0)\ F(K;)) U (AN B, (0)NF(K;)\ C;")

C (VNB(0)\ F(K;)) U (AN B,.(0)\ C)
fiir alle r > 0, somit
il_i)rglovol”(A N B.(0)\ (C}f N F(K;)))
< lim vol™(V N B,(0) \ F(K;)) + iliglovol”(A NB.(0)\C;") =0.

1—>00
Wir betrachten jetzt die Urbilder unter F', ndmlich
FYCHNF(K;) =GCHNEK,.
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Da G(CH)NK,; C K; C U kompakt ist, ist G(C;") N K; Jordan-messbar
und (fy o F) - |det dF| iiber G(C;") N K; integrierbar nach Proposition

Zu r > 0 und € > 0 wihlen wir zunéchst j so, dass
vol" (U N B,(0) \ K;) < % .
Da F(K;) C V kompakt ist, finden wir einen Radius R > 0, so dass F/(K;) C
Bpr(0). Aulerdem ist |det dG| stetig und daher auf F'(K;) beschrinkt, etwa
durch eine Konstante C'. Also existiert i > j, so dass
vol™ (F(A) N B(0) \ C}Y) < % .
Daraus folgt mit der Transformationsformel dass

vol" (AN K; \ G(C;")) = / d"z
G(F(ANK;)\C;")

et dG (y)| dy < / Cdy < g .

/F(Aij)\C;L F(A)NBR(O\C;

Indem wir € > 0 gegen 0 gehen lassen, erhalten wir insgesamt
lim vol" (AN B,(0) \ (G(C;") N K;))
1—00
< lim vol" (U N B,(0) \ K;) + lim vol" (AN K; \ G(C;")) =0
1—00

1—00

fiir alle r > 0, also ist G(C;")NK; = F~YC;"NF(K;)) eine zu (f1 o F)-|det dF|
passende Ausschopfung von A.

Da G(C;") N K; C U fiir alle i kompakt ist, folgt aus der Transformations-
formel dass

lim (f+ o F)(x) |detdF(z)| d"z
100 JFP-1(CHNK;
= lim fe@)dy=|  fily)d'y <oo.
1200 JornF(K;) F(A)

Entsprechend verfahren wir mit f_. Somit erfiillen die Funktionen
(f+ o F)-|detdF| = ((foF)-|detdF]),
und (f-oF)-|detdF| = ((foF)-|detdF|)_

die Bedingung in Proposition Also ist (f o F') - |det dF’| uneigentlich
integrierbar iiber A, und die angegebene Formel gilt. ([l

4.4. BEISPIEL. Wir betrachten ebene Polarkoordinaten
F:(0,00) x (0,21) — R?\ ([0,00) x {0}) mit F(r,¢) = (rcosp,rsin p)

und bestimmen die Jacobi-Determinante von F' als

|det dF(r, @)| = ‘det <CQSSD —rel SO)’ =r
sing rcose



4. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL 31

Als Beispiel sei a > —2, und Br(0) C R? bezeichne den abgeschlossenen
Ball vom Radius R um 0, dann berechnen wir

/ 2| d?z = / (wz—i-yz)%dxdy
Br Br\([0,R]x{0})
2m

R
—/ r“-rdcpdr—%r/ rotldr = == Rot2
(0,R] % (0,21) 0 a+2

Im ersten Schritt haben wir nur eine Nullmenge im Integrationsbereich wegge-
lassen, was nach einer Ubung den Wert des Integrals nicht veréndert. Im letzten
Schritt haben wir die Folgerung [3.4] aus dem Satz von Fubini benutzt, um das
Integral auszurechnen. Fiir a < 0 ist das linke Integral uneigentlich, aber es
existiert fiir alle a > —2. Das rechte Integral hingegen ist nur fiir a < —1
uneigentlich. Fiir a = 0 erhalten wir das Volumen

vol?(Bg) = m R? .

4.5. BEISPIEL. Wir wollen jetzt das Integral iiber die (noch unnormierte)
Gaufische Glockenkurve
o
/ e da
—00

ausrechnen. Dazu betrachten wir zunichst auf R? die Funktion
flaz,y) = e~ @+

In den Polarkoordinaten aus Beispiel [£.4] erhalten wir

oo 21
/ (foF)(r,go)rdgodr:/ / e_rzrdcpdr.
(0,00) x(0,2) 0 0

Da der Integrand positiv ist, diirfen wir eine passende Ausschopfung wéihlen
und erhalten

oo 2w ) 1 2 R % )
/ / e " rdpdr = lim / / e " rdedr=1lim [ 2me™" rdr
0 0 1—00 Jo 0 1—00 Jo
td

= lim T d—(—e*’ﬂ) dr = lim 7 (1 — e*’a) =1.

i—00 J ‘s 1—00

Also ist f iiber R? uneigentlich integrierbar mit Integral 7. Wir wihlen eine
andere passende Ausschpfung und erhalten mit Folgerung [3.4] und Satz [4.3]
dass

1—00 [71-71-]2 1—00

i ) 2 00 )
= lim (/ e dCL') = </ e d:n)
71— 00 —q — 0

Also gilt zu guter Letzt

7= lim f(z,y)drdy = lim / / e eV da dy
2

/ e dr = /7 .

—00
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5. Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel lernen wir, iiber n-dimensionale Untermannigfaltigkei-
ten M C R™ zu integrieren. Dazu ben6tigen wir einen neuen Integrationsbegriff,
denn wir hatten in den Ubungen bereits gesehen, dass vol™(M) = 0 falls n < m
(einen Spezialfall erhalten wir, indem wir f = g in Proposition setzen). Das
m-~dimensionale Integral iiber die Nullmenge M verschwindet, hilft uns also
nicht weiter. Stattdessen werden wir einen n-dimensionalen Integrationsbegriff
definieren. Zur Motivation beginnen wir mit Kurven- und Oberflichenintegralen
und ihren Anwendungen. Hier gibt es je zwei Typen, die wir kurz beschreiben
wollen.

Es sei also v € C! ((a, b), R”) eine parametrisierte Kurve. Wir nehmen der
Einfachheit halber an, dass 7 injektiv ist. Um eine Funktion iiber die Kur-
ve C = im~ C R"™ zu integrieren, miissen wir genau wie in der Transfor-
mationsformel die Volumenverzerrung durch « korrigieren. Die absolute
Jacobi-Determinante |det dF(x)| in Satz beschreibt gerade das Volumen
des Bildes des Einheitswiirfels unter dF(z). Das Bild des Einheitsvektors un-
ter dy(t): R — R™ ist der Geschwindigkeitsvektor 4(t), und sein eindimensio-
nales Volumen ist gerade die Léange ||§(¢)||. Wir definieren daher das Kurvenin-
tegral einer Funktion f: C' — R durch

(1) /f ) dvoll (p /f )dL(p /f ) 58] dt

sofern die rechte Seite existiert. Wir nennen dL das Ldngenelement oder auch
Bogenelement der Kurve C'. Wir sehen spéter, dass dieses Integral nicht von
der gewihlten Parametrisierung ~ abhéngt.

Wenn wir die konstante Funktion 1 integrieren, erhalten wir die Bogenlinge

b
LWbmﬁmszwwt

Indem man C' durch immer feinere Polygonziige approximiert, kann man zeigen,
dass L(C) tatsiichlich ein sinnvoller Langenbegriff ist. Wenn ||4(¢)|| = 1 fiir alle ¢
gilt, nennen wir v nach Bogenlinge parametrisiert, denn dann gilt

b
L(C):/ dt=b—a.
a
Jede regulire Kurve, das heifit jede Kurve v € C* ((a, b), R”) mit
d
A(t) = CTZ £0  fiiralle t € (a,b)
lasst sich nach Bogenldnge umparametrisieren.

Sei v: (a,b) — R™ nach Bogenlinge parametrisiert, dann definieren wir die
Kriimmung von C' bei y(t) durch

mmmzwwzj

>0

- )

dt?

d*y(t) H
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und die Totalkrimmung von C' durch

b
/C w(p) dL(p) = / 1@l dt

Fiir nach Bogenlidnge parametrisierte Kurven in der Ebene (n = 2) kénnen wir
eine gerichtete Krimmung definieren durch

Yo(t)  Fa(t)

Ihr Vorzeichen ist positiv in ,Linkskurven® und negativ in , Rechtskurven®.
Wenn 7: [a,b] — R? einfach geschlossen ist, das heiBt, wenn ~v(a) = ~(b)
und “(a) = 4(b) gilt, und nicht notwendig injektiv, dann besagt der Hopfsche
Umlaufsatz, dass

R(v(1) = det(4(£), 4(t)) = det (Mt) 51 (t)> ‘R

K(C) = /Cli(p) dL(p) € 21 Z .

Wenn +v injektiv ist, ist der Wert +27 je nach Umlaufrichtung. Fiir einfach
geschlossene Kurven im Raum gilt immerhin die Fenchelsche Ungleichung

K(C) = [ wtp)dLip) = 2.

Fiir das Kurvenintegral vom zweiten Typ sei 7: [a,b] — R™ eine parametri-
sierte Kurve und X : R® — R" ein stetiges Vektorfeld. Dann definieren wir
b
) | X0 -z = [ (x50
a
sofern die rechte Seite existiert. Wir nennen - dL das tangentiale Léingen- oder
Bogenelement, wobei - und (, ) beide das Standardskalarprodukt bezeichnen.
Dieses Integral ist unabhéngig unter richtungserhaltenden Umparametrisierun-
gen, das heifit, fir ¢: [c,d] — [a,b] mit ¢(s) > 0 fur alle s € [¢,d] und § = yop
gilt

nach der eindimensionalen Substitutionsregel. Eine typische physikalische An-
wendung ist die Berechnung der Energie, die man braucht, um ein Teilchen in
einem Kraftfeld X ldngs eines gerichteten Weges C' zu bewegen.

Dieses Kurvenintegral ist unabhéngig unter stetigen Deformationen von ~y
bei festem Anfangs- und Endpunkt, wenn X geschlossen ist, das heifit, wenn

8XZ~ (a;) _ 8Xj (ac)

fiir alle x € R"
9z, oz, iir alle
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gilt. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn X ein Potential v: R® — R
besitzt, das heifit, wenn

Ov.
o0x1

X =gradv = : =dv';

v
Ozn,

das ist eine Konsequenz aus dem Satz von Schwarz. In diesem Fall folgt aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass

o g [PAwo®
| x@-izw) = [T acmema = [ T2 6= o) <)

Es sei jetzt U C R?2 und F € CY(U,R?) eine regulir parametrisierte Fliche,
das heiBt, das totale Differential dF(x): R? — R? ist injektiv fiir alle z € U.
AuBerdem sei F' wieder injektiv mit Bild M = im F'. In diesem Fall bildet dF'(z)
das Einheitsquadrat auf das von den partiellen Ableitungen aufgespannte Par-
allelogramm ab Dessen Flidche wird gegeben durch die Norm des Kreuzpro-
dukts H OF (% H Fiir eine Funktion f: M — R definieren wir daher

0 [ swaam = [ seravre)= [ #ore |22

sofern die rechte Seite existiert. Dabei heift dA = dvol® das Flichenelement.
Mit diesem Oberflachenintegral lassen sich zum Beispiel Fldche und verschie-
dene Totalkriimmungen von M definieren und berechnen.

d*z

Es sei wieder X : R? — R? ein stetiges Vektorfeld, dann definieren wir das
normale Oberflichenintegral durch

(@ | xw - wt) = [ (x(F@). 57 < 57 ) dia

sofern die rechte Seite existiert. Das Spatprodukt <X oF, gf f; > sieht nur

den Anteil von X, der senkrecht auf der Fliche M steht. Daher heifit - dv das
normale Fldchenelement. Dieses Integral ist invariant unter orientierungserhal-
tenden Umparametrisierungen. Es sei X das Geschwindigkeitsfeld eines Flusses,
dann gibt das normale Oberflachenintegral an, wieviel Volumen pro Zeit durch
die Flache M von der einen Seite zur anderen hindurchfliefit.

Als néchstes betrachten wir den Spezialfall von Hyperflichen, das heifit, von
n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten im R™*!. Die folgende Proposition
verallgemeinert das Kreuzprodukt zu einem Produkt von n Vektoren im R"+!,

5.1. PROPOSITION (siehe [1], 11.2, (9)—(10)]). Es sei n > 0, dann existiert
eine eindeutige alternierende multilineare Abbildung

A: (R 5 R mit (V1y.e oy Un) P UL A Ay,
so dass fiir alle vy, ..., v, € R"! gilt, dass

(1) (w,v1 A+ ANoy) = det(w,vi,...,0,) fiir alle w € R
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Dariiber hinaus gilt

(2) (Vi A+ Ao, v) =0 firallei=1,...,n,
3) o A= Al = det(((o5, 03))i5) -

Sei schliefilich B = (b;j) € My (R) und uj = > | v; bj, dann gilt
(4) UL A Au, =det B-v1 A--- Ay, .

Wir nennen vy A - -+ A v, das duflere Produkt der Vektoren v1, ..., v,. Fir
kleine n kann man es leicht bestimmen. Fiir n = 1 gilt

(i D ()~ 2()-(2)

was einer Drehung um —% = —90° entspricht.Fiir n = 2 gilt

det(w, v1,v2) = (v X v, w) = V1 A Vg =1 X Uy .
Der Ausdruck auf der rechten Seite von heifit die Gramsche Determi-
nante der Vektoren vy, ..., v, € R™. Hierbei darf m > n beliebig grof sein.

Schreibt man die Vektoren als Spalten in eine Matrix A € My, »(R), dann wird
die Gramsche Determinante also gegeben durch

. (v1,v1) ... (v, vp)
(5) Vdet(AtA) = det?2 :

(Un,v1) <o (Up,Up)
BEWEIS. Die Abbildung R"*! — R mit

w — det(w, vy, ...,vp)

ist linear, also existiert nach dem Lemma von Riesz ein Vektor vq1 A--- Awv, €
R™t1 5o dass gilt.

Wir erhalten eine explizite Formel fiir v; A - - - A v, indem wir die Determi-

nante det(w, vy, ..., v,) nach der ersten Spalte w entwickeln. Insbesondere sind
die Koordinaten von v1 A - - - A v,, Determinanten von n x n-Untermatrizen der
(n + 1) x n-Matrix aus den Koordinaten der Vektoren vy, ..., v,, so dass die
Abbildung A multilinear und alternierend ist.

Fir w = v; fiir ¢ = 1, ..., n verschwindet die Determinante in , also
gilt .

Sei w senkrecht auf vy, ..., v, mit [|jw| = 1, und sei A die Matrix mit den

Spalten w, v1, ..., v, dann folgt aus und , da
oL A Avp|? = (w, o1 A Avg)? = det(A)? = det(APA)

0 (vy,v1) -+ (vi,vn
P CRCH R R
0 (vp,v1) -+ (vn,vp)

= det (({vi, v;))i;j) -
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Fiir alle w € R™™! und A wie oben beschreibt A (} %) die Matrix mit den
Spalten w, u1, ..., u,. Somit folgt aus , da

1 0
(ul/\-~~/\un,w>—det<A-<0 B))
=detA-det B=(det B-vi A+ Avp,w) . O

Es seien vy, ..., v, € R™ Vektoren, und es sei

P:P(vl,...,vn) = {Zti’ui
=1

das von ihnen aufgespannte Parallelotop. Die Norm des dufleren Produktes
(fir m = n + 1) und die Wurzel der Gramschen Determinante (fiir m > n
beliebig) beschreiben das n-dimensionale Volumen

Vol (P) = f[ur A+ Ava| = y/det(((vi,v7)):) -

Am einfachsten ist das einzusehen, indem man sich iiberlegt, dass die Gramsche
Determinante genau wie das Volumen nur von den Léngen der Vektoren v; und
den Winkeln zwischen ihnen abhéngt, und dass fiir m = n fiir die quadratische
Matrix A aus den obigen Vektoren offensichtlich gilt

\/det((<vi,vj>)i,j) = /det(ATA) = \/det(A)? = |det A| = vol™(P) .

t1,...,ln € [0,1}}

Als nachstes betrachten wir n-dimensionale Flichenstiicke im R™.

5.2. DEFINITION ([} 11.1]). Es sei U C R™ offen. Eine Immersion ist eine
Abbildung F: U — R™ mit injektivem Differential dF'(z): R™ — R™ fiir al-
le x € U. Eine Finbettung ist eine Immersion F': U — R™,sodass F': U — imU
ein Hom6omorphismus ist, wobei M = imU C R die Unterraumtopologie
trigt. In diesem Fall nennen wir das Paar (M, F') eine parametrisierte Unter-
mannigfaltigkeit und F' eine Parametrisierung von M.

Es sei V. C R" offen und G: V — R eine Einbettung mit imG = im F,
dann heifit der eindeutig bestimmte Diffeomorphismus H: V — U mit G =
F o H der Parametrisierungswechsel von F' nach G.

Eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist eine Teilmenge M C R™,
so dass zu jedem Punkt p € M eine Umgebung W C R™ von p und eine
Parametrisierung F': U — R™ mit im F' = W N M existiert.

In der Analysis II ist moglicherweise eine andere, aber dquivalente Defi-
nition von Untermannigfaltigkeiten eingefiihrt worden. Der Parametrisierungs-
wechsel H in der obigen Definition existiert als Abbildung und ist eindeutig
bestimmt, da F' und G injektiv sind mit im F' = im G. Mit Hilfe des Satzes
iiber implizite Funktionen lasst sich zeigen, dass H differenzierbar und differen-
zierbar umkehrbar, also ein Diffeomorphismus ist.

In der Transformationsformel [£.3]haben wir die zuriickgeholte Funktion foF'
mit der Jacobi-Determinanten det dF' multipliziert, um die Volumenverzerrung
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durch die Abbildung F' zu kompensieren. Deshalb liegt es nahe, bei der Integra-
tion iiber eine Parametrisierung F' mit der Wurzel der Gramschen Determinante
der Ableitung zu multiplizieren, um die Volumenverzerrung durch F' auszuglei-
chen. Wie in 1} 11.3, (12)] setzen wir

(6) g (z) = det (dF(z)'dF (z)) .

5.3. ProposITION ([1, 11.3, Lemma]). Es seien F: U — M C R”
und G: V. — M Parametrisierungen und H:V — U der zugehorige Para-
metrisierungswechsel mit G = F o H. Fiir alle Funktionen f: M — R und alle
lokal Jordan-messbaren Teilmengen A C V' ezxistiert das Integral

/ (foF)(y) Vgl (y)dy
H(A)

genau dann, wenn das Integral

/A (f 0 O)(z) Vo%(w) '

existiert, und in diesem Fall haben beide Integrale den gleichen Wert.

Wir haben in Beispiel [1.4] bereits gesehen, dass ein Diffeomorphismus ein
eigentliches Integral in ein uneigentliches iiberfithren kann und umgekehrt. Da-
her wollen wir ab jetzt nicht mehr zwischen eigentlichen und uneigentlichen
Integralen unterscheiden.

BEWwWEIS. Wir wenden die Transformationsformel aus Satz .3l an. Dazu
tiberpriifen wir zunéchst mit Hilfe der Kettenregel, dass

V(@) = /et (dG(x)!dG(x)) = \/det (d(F o H)(x)td(F o H)(x))
= \/det (dH (z)!) det(dF(H(z))* - dF(H(x))) det(dH (z))
= |det dH (z)| (/g7 o H)(x) .

Jetzt folgen alle obigen Behauptungen, da

[ e VEE s = [ (((FoF)- Vo) o ) (@) det dti (@) d"s
A A
=/ (f o F)(y) Vg"(y)d™y . O
H(A)

Aufgrund dieses Resultats ist die folgende Definition sinnvoll.

5.4. DEFINITION ([1, 11.3], [2, 8.9]). Es sei F: U — R™ eine Parame-
trisierung von M = imF, und es sei A C U lokal Jordan-messbar. Eine
Funktion f: M — R heifit integrierbar iiber F(A) C M, wenn das folgende
Untermannigfaltigkeits-Integral existiert:

| twavre) = [ (o)) Vo) '
F(A)

A
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Anstelle von dvol” schreibt man gern auch dL, dA und dV, falls n = 1, 2
beziehungsweise 3 ist. Nach den Uberlegungen nach Proposition erhalten
wir fiir n = 1 das Kurvenintegral , da

191l = V{3, %) = Va7,
und fiir n = 2 und m = 3 das Oberflachenintegral , da
dF dF dF dF
R - — A —|| = / A F
‘ dxy % da dxq do g
nach Proposition . Insbesondere folgt aus Proposition dass diese

Integrale nur von C beziehungsweise M abhéngen, aber nicht von der konkreten
Wahl einer Parametrisierung, wie oben behauptet.

Wenn m = n ist, ist eine Einbettung gerade ein Diffeomorphismus, und es
gilt \/g¥ = |det dF|, das heifit, wir erhalten wieder genau den Integranden aus
der Transformationsformel. Wenn m = n + 1 ist, gilt nach Proposition ,

dass
oF oF

F(A)f(p)dVOVL(p)Z/A(foF)(:c) e NN

In manchen Situationen ist dieser Korrekturfaktor leichter zu handhaben.

d"x

5.5. BEMERKUNG. Wir haben bisher nur gezeigt, dass das Integral iiber
Untermannigfaltigkeiten wohldefiniert ist. Um zu zeigen, dass die Definition
auch sinnvoll ist, konnte man zum Beispiel die Untermannigfaltigkeit M durch
kleine, flache Stiickchen, etwa durch Simplizes, approximieren, deren Volumen
man bereits kennt, und iiber die man f integrieren kann. Wenn man dabei
vorsichtig genug vorgeht, erhilt man im Grenzwert gerade das oben definierte
Integral. Der Beweis ist fiir n > 2 schwieriger als fiir die Bogenlénge (n = 1),
fiir die Sie vielleicht bereits eine Herleitung gesehen haben.

5.6. BEMERKUNG. Um eine Funktion iiber eine ganze Untermannigfaltig-
keit M zu integrieren, gibt es verschiedene Moglichkeiten.

(1) Wenn es eine Parametrisierung F': U — M C R™ gibt, so dass die
Menge M \ F(U) eine endliche Vereinigung von Untermannigfaltigkei-
ten kleinerer Dimension ist, bildet M \ F(U) in M eine Nullmenge. In
diesem Fall gilt

| f@avore) = [ fw)dvorp) = [ (70 ) Vi) d.
M F(U) U
(2) Andernfalls nehmen wir an, dass M von endlich vielen Parametrisie-

rungen F;: U; — M fiir i = 1, ..., k iberdeckt wird, und wihlen lokal
Jordan-messbare Teilmengen A; C U, so dass

M\ (F(A) U---UF(Ay))

eine endliche Vereinigung von Untermannigfaltigkeiten kleinerer Di-
mension ist. Dann setzen wir

k
/M )l (p) =3 /A (0 ) Vo)
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(3) In der obigen Situation kann man allgemeiner auch die Funktion f als
Summe f = f1+- -+ fx von Funktionen f; mit Tréger supp f; C F(U;)
schreiben (fiir wiéhle f; = 1p(4,) f). Nach [1], 11.4, 11.5] gilt

k
/M Fip) vl ) =3 /U (0 F)) Vo)

In und iiberpriift man mit Proposition dass der Wert des Inte-
grals nicht von der Wahl der Zerlegung von M beziehungsweise von f abhéngt.
Insbesondere setzen wir

vol" (M) = /Mdvoln(p) .

Fiir das folgende Beispiel erinnern wir uns an die I'-Funktion. Fiir ¢ > 0
(sogar fiir alle a € C mit Re(a) > 0) ist sie definiert als

I'(a) = / tv e tat .
0

Partielle Integration liefert die Funktionalgleichung

INa+1)= —/ ta%e_t dt = a/ tr et dt — (¢ e_t)’;io =al(a).
0 0

Fiir a = 1 erhalten wir den speziellen Wert

I‘(l):/Ooale_tdt:(e_t)’OO =1.
o dt =0

Zusammen mit der Funktionalgleichung folgt durch vollstédndige Induktion,
dass I' die Fakultdt interpoliert, genauer

(7) F'n+1)=mn! fir allen € N .

Mit Beispiel rechnen wir einen weiteren speziellen Wert durch Substituti-
on t = 22 aus, namlich

1 ° dt ° 2 © 2
(- :/ et — = e " de:/ e dr =7
(2> 0 \/i 0 —00

Wieder mit vollstdndiger Induktion erhalten wir
I 2n—-1 (2n)!

(8) F(n—i—l)_ﬁ ..... Jr

5 5 5 = 1l fiir alle n € N .

5.7. BEISPIEL. Wir fiihren die Rechnungen aus Beispiel jetzt im R™t!
aus. Dazu sei U C R" eine Jordan-messbare Teilmenge und ®: U — S™ C R**!
sei eine Parametrisierung. mit injektivem Differential d®(z): R® — R"*!. Wir
nehmen wie in Bemerkung an, dass S™ \ im ® eine endliche Vereinigung
von Untermannigfaltigkeiten der Dimension < n — 1 ist. Ein Beispiel lernen Sie
in den Ubungen kennen.

Dann ist die Abbildung
F:(0,00) x U — R*! mit F(r,a) =r®(a)
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ein Diffeomorphismus auf ihr Bild, und
R™ N\ imF = {0} U {rz € R"" | r >0und 2 € 5™\ ®(U) }

ist eine endliche Vereinigung von Untermannigfaltigkeiten der Dimension < n
und daher eine uneigentliche Jordan-Nullmenge.

Es gilt
oF n oF 0P
e O(x)e S und 9z T@xi .
Aus ||®(z)||? =1 fiir alle 2 € U folgt
0P OF 10
H und <agjz7ar> 28xl<¢(x)7(p($)> =0 )
insbesondere zeigt a—f in die gleiche Richtung wie 8 L AA 3‘9%. Aus Propo-
sition [5.1] folgt
oF OF OF
F = e, —
|det dF(r,x)| = det(@r e ,&%)‘
oF 09 0P
Z = | = . @
'<8r 8:31/\ AT 8$n>‘ : 97 (@)

Wir bezeichnen wie iiblich das Sphérenvolumen mit w, = vol™(S™). Jetzt
berechnen wir mit dem Satz von Fubini und der Transformationsformel

wie in Beispiel [4.5 dass

n+l a2
T2 = e 12| dn+12§
Rn+1

// e~ IF2)l |detdF( z)| dr d"x

= g (x)

©1 n=1 n+1
= vol™(S" / ft 2 e ldt = I‘( )
CRM A 2 2

Im letzten Schritt haben wir 72 = ¢t substituiert. Mit , folgt

2ms fall de, und
n+1 —_—
o "L (nTl)' alls n ungerade, un
wTL = =
F(nTH) ontloy (%)'
— falls n gerade ist.
n!

Fir n =0, 1, 2 erhalten wir die vertrauten Werte

2-0! 2 8w - 1!
WOZT:27 w1:1:27l’ und w9 = T

= aT .

0! 2!

Da SY aus genau zwei Punkten besteht, ist wg = 2 sinnvoll.
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6. Der Divergenzsatz von Gauf

In diesem Kapitel lernen wir den Divergenzsatz von Gaufl kennen. Als erstes
benétigen wir die Divergenz eines Vektorfeldes; sie beschreibt die Volumenénde-
rung des zugehorigen Flusses. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung.

Wir erinnern uns an die Spur einer quadratischen Matrix A = (a;j)i; €
M, (R), gegeben durch

(1) tr(A) = ai €R.

Mit Hilfe der Spur kénnen wir die Ableitung der Determinante einer Familie
invertierbarer Matrizen A: (—¢,e) — M, (R) beschreiben als
d dA(t
®) A_l(t)> -det(A(t)) .

- det(A(1)) :tr< —

Speziell fiir den Fall A(0) = E,, ist diese Formel leicht nachzurechnen: Seien by,
, b, die Spalten von B = %]tzg und eq, ..., e, die Spalten der Einheitsma-
trix E,, dann folgt aus der Multilinearitat der Determinante, dass

d
— | det(A(t) =) det(er,...,€j-1,bj, €541, n)

dt lt=0 <
& (dA®) )
_;b“_tr< oy A0 1) w.

=Fn =

Im allgemeinen schreiben wir A(t) = C(t)- A(to), so dass C(tp) = Ej, und erhal-
ten die gleiche Formel. Indem wir noch mit dem Vorzeichen der Determinante
multiplizieren, finden wir

(2) % |det(A(t))] = tr<di1iit) -A—l(t)> - |det(A(1)] -

6.1. DEFINITION ([1} 12.3]). Es sei U C R”™ offen, und es sei V: U — R”
ein Vektorfeld. Dann ist die Divergenz von V die Funktion

divV = tr(dV) v ei):U—R.
Zax, Z ox;’

)

6.2. BEMERKUNG. Es sei U C R” eine offene Teilmenge und ¢ > 0. Wir
betrachten eine Cl-Abbildung F: U x (—&,¢) — R™, die wir uns als einen
Fluss, also als Bewegung einer Fliissigkeit oder eines Gases vorstellen. Dazu
betrachten wir fiir alle ¢ € (—¢,¢) die Abbildung

F.:U—R" mit Fy(x) = F(x,t)
und nehmen an, dass F; fiir alle t € (—¢, ¢) ein Diffeomorphismus auf sein Bild

ist. Das Geschwindigkeitsfeld von F' zur Zeit t ist ein zeitabhdingiges Vektor-
feld V mit Vi(z): im(F}) — R", so dass

®) D) Vi)
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Nach dem Satz von Picard-Lindeloff wird F; durch das Vektorfeld V; und die
Vorgabe von Fp: U — R"™ bereits eindeutig festgelegt, wenn V; wenigstens
Lipschitz-stetig ist.

Sei jetzt A C U kompakt und Jordan-messbar. Wir wollen herausfinden,
wie sich das Volumen der Teilmenge im(F;|4) im Laufe der Zeit dndert. Aus
der Transformationsformel [£.3] Proposition B:2] dem Satz von Schwarz aus der
Analysis und den Gleichungen (2| . 3)) folgt

%Vol (im(Fi|a)) dt/ |det dFy(z)] d”x—/ 5 |det dFy(x)| d"x
= r OdFi z) - dF7(x e )| d"x
[ (%) ar @) letarigo)]

/ <d8£t( )-dFt_l(x)> \det dFy(z)] d"a

/Atr(d(Vt o Fy)(x) - dthl(x)) |det dFy(z)| d"x

/Atr(th(Ft(x))) |det dFy(x)| d"x

— / te(dVi(y)) "y — / (div Vi) (y) d" .
F:(A) im(Ftla)

Somit misst die Divergenz von V; genau die lokale Volumenédnderung durch den
Fluss F; zum Vektorfeld V;.

Eine Hyperfliche ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1, also
beispielsweise eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Wenn
wir von einer orientierten Hyperfliche sprechen, meinen wir eine Hyperfliche
mit Parametrisierungen F;: U; — M, so dass

(4) M= Uim(Fi) 7

und so, dass zu Fj, F; mit § # M;; = imF; Nim F; C M der zugehorige
Parametrisierungswechsel
Hij: Fy'(Mig) — F7H(Myg) - mit Fyo Hyj = Fjlpyy, )
orientierungserhaltend ist, das heifit, dass det dH;; > 0 auf dem gesamten De-
finitionsbereich.
M;; Cc M CR"

/\

RnlDUDF . Mij)CUjCRnfl

Fiir eine solche orientierte Hyperﬂache lassen wir dann auch nur diejenigen an-
deren Parametrisierungen G: U — M zu, fiir die die Parametrisierungswechsel
zu den obigen F; allesamt orientierungserhaltend sind. Man beachte, dass wir
in ganz M {iiberdecken und nicht wie in Bemerkung eine Vereinigung
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niederdimensionaler Untermannigfaltigkeiten weglassen, entlang derer die Ori-
entierungen eventuell nicht zusammenpassen wiirden.

6.3. DEFINITION ([1, 12.1]). Es sei U C R"! offen, F: U — R" ei-
ne Parametrisierung einer orientierten Hyperfliche M und A C U lokal
Jordan-messbar. Dann heifit ein Vektorfeld V: R™ — R™ normal integrierbar
tiber F'(A), wenn das folgende normale Hyperflichenintegral existiert:

OF OF
Vi(p)-d :/dt<V F> d" .
[ @ e = [ ae(ver gt S Jm et

Dabei unterscheiden wir nicht zwischen eigentlichen und uneigentlichen In-
tegralen. Wir nennen -dv(p) das normale Hyperflichenelement. Die obige De-
finition verallgemeinert das normale Oberfldchenintegral aus Abschnitt 5 Glei-
chung . In den Ubungen haben Sie gesehen, dass es unabhingig von der
Parametrisierung F' von M ist, sofern der Parametrisierungswechsel orientie-
rungserhaltend ist. Daher ist die obige Definition auch nur fiir orientierte Hy-
perflachen sinnvoll. Wir kénnen diese Integrale wie in Bemerkung [5.6| skizziert
auf kompliziertere orientierte Hyperflichen ausdehnen, fiir die eine Parametri-
sierung nicht ausreicht.

6.4. BEMERKUNG. Es sei B C R" eine beschriankte Teilmenge mit nicht-
leerem Inneren B # 0, so dass der Rand M = 9B = B\ B eine C'-Unter-
mannigfaltigkeit von R™ ist. Dann nennen wir B einen Bereich mit glattem
Rand. Der Rand M ist dann automatisch eine Hyperfliche. Fiir jede Parame-
trisierung F': U — M steht der Vektor

oF (z OF (x
(= 2, 0Pt

nach Proposition senkrecht auf dem sogenannten Tangentialraum

TF(:;:)M =im dF(CC) CR™.

Wir kénnen M dadurch orientieren, dass wir nur Parametrisierungen zulassen,
fiir die AdF (z) von B weg weist. In diesem Fall nennen wir

NdF(x)
v(F(z)) = m—m= 0
N dF ()]
den duferen FEinheitsnormalenvektor im Punkt p = F(z), und wir sagen,

dass M die Randorientierung tragt. Diese Annahme wollen wir im Folgenden
immer machen.

Nach Proposition und gilt

det <w, OF (z) aF(w)) = (w, AdF ()

81‘1 B 81‘n_1

und  [AdE(2)]| = Vo' (2)
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also kénnen wir das normale Hyperflichenintegral aus Definition [6.3] fiir A C U
wie folgt umschreiben:

[y V@ = [ V). Adre) e

A

=Awwmwmm¢f@W%=/ V() v(p)) dvol™ L (p) |

F(A)
Den Ausdruck rechts kénnen wir wie in Bemerkung [5.6] auf ganz M ausdehnen.

Wie nehmen wieder an, dass B ein beschrinkter Bereich mit glattem
Rand M = 0B ist, und dass M die Randorientierung trégt. Es sei V: R — R"
ein Vektorfeld mit Fluss F' wie in Bemerkung[6.2]oben. Dann misst das normale
Hyperflichenintegral

/V@dmn
M

anschaulich gesprochen, wieviel Volumen der Fluss F' pro Zeit vom Inneren
von A nach auen transportiert. Dieses Volumen sollte aber wegen ,,Erhaltung
der Materie“ genau der Volumenausdehnung pro Zeit im Inneren von A ent-
sprechen, und diese wird nach Bemerkung durch das Riemann-Integral

/;«hvvq(x)dnm

beschrieben. Also sollten diese zwei Integrale den gleichen Wert haben. Das ist
der Inhalt des Divergenzsatzes von GauB.

Wir beweisen den Divergenzsatz zunéchst fiir Normalbereiche, die wir hier
rekursiv definieren.

6.5. DEFINITION. Die einpunktige Menge R? = {()} ist ein 0-dimensionaler
Normalbereich. Fiir n > 1 ist eine abgeschlossene Teilmenge A C R"™ ein n-
dimensionaler Normalbereich, wenn ein i € {1,...,n}, ein (n—1)-dimensionaler
Normalbereich B mit einer offenen Umgebung U C R™ ! und zwei C'-
Funktionen f, g: U — R mit f < g auf ganz B existieren, so dass

1 T
A=qa=|[: [eR"|a'= |35 | € Bund f(2') < a; < g(a)
Tn T

Ein eindimensionaler Normalbereich ist also beispielsweise ein abgeschlosse-
nes Intervall, und ein zweidimensionaler Normalbereich ist die Flidche zwischen
zwel Funktionsgraphen iiber einem vorgegebenen Intervall. Aus den Propositio-
nen und folgt induktiv, dass Normalbereiche Jordan-messbar sind.

6.6. BEMERKUNG. Es sei A C R” ein Normalbereich mit ¢ € {1,...,n},
B Cc R" ! und f, g wie in der Definition. Fiir alle z € R™ definieren wir 2’ €
R"~! wie oben.



6. DER DIVERGENZSATZ VON GAUSS 45
(1) Fiir den Rand A = A\ A gilt dann

8A:{:UER”]:U'GBundei:g(fL’,)}
U{zeR"|2' € Bund z; = f(2') }
U{xER”‘:L"E@Bundf(:n')ﬁiviﬁg(%)}-

Wir nennen diese drei Teilmengen den oberen Rand, den unteren Rand
und die Seiten von A. Durch Induktion kdnnen wir zeigen, dass die
Seiten selbst aus 2n—2 Untermannigfaltigkeiten bestehen, der gesamte
Rand also aus 2n. Ein Normalbereich sieht also in etwa so aus wie ein
deformierter Quader.

(2) Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass i = 1. Wir betrachten als
erstes den oberen Rand, den wir durch die Abbildung

T2

/
F:B—+R" mit =1 : »—><g(f,)>
In
als Graph von g parametrisieren. Wir erhalten
dg(2') 9g(z’)
ox1 OTpn_1 1
1 0 _ 3(%@’) )
= 0 o . = b =
S I R z (-t
: 9g(z')
0 1 - Ozp

Dieser Vektor weif3t nach auflen, da seine letzte Komponente positiv
ist. Fiir den unteren Rand erhalten wir einen entsprechenden Vektor,
aber mit umgekehrtem Vorzeichen.

(3) Betrachten wir noch die Seiten von A. Sie sind enthalten in Zylindern
der Form C x R, wobei C C OB C R™ ! eine Hyperfliche ist. Es
sei V/(2') € R"~! der #ufere Normaleneinheitsvektor im Punkt 2’ € C.

Dann ist
0 n
v(z) = (V’(I/)> eR
der duBere Normaleneinheitsvektor im Punkt z € 9A N (C x R).

Im folgenden Beweis miissen wir eindimensionale Integrale auch nach ihren

Intervallgrenzen ableiten. Dazu sei h: R?> — R eine C'-Funktion. Wir finden
eine Stammfunktion in y-Richtung als unbestimmtes Integral, etwa

H(z,y) :/Ozh(a:,t)dt.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und Proposition [3.2
ist auch F' eine C'-Funktion mit

0H ¥ oh OH
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Seien f, g: R — R differenzierbar mit f(x) < g(z) fur alle z, dann folgt mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel, dass

d 9@ d
i, Pt dt= o (H@g(@) - Ha. f(a)
0H o0H 0H OH

= r @ 9@) + 5w 9(@)) 9'(@) = (@ f(2)) - By & @) f'(@)

9(z) gp,
— [ Sh et d+ bl g(@) @) ~ o S(0) o).
fl@) 9*

6.7. SATZ (Divergenz- von GauB, [1, 12.4]). Es sei A C R" ein n-
dimensionaler Normalbereich mit Umgebung U C R™, und es sei V: U — R"
ein C1-Vektorfeld. Dann gilt

/A (div V)(z) d"z = / Vip) - dv(p) .

0A
BEWwEIS. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber n. Im Fall n = 1
sei A =[a,bl und V = f-e;: U — R'. Die Normaleneinheitsvektoren sind
v(b) =e; = (1) und v(a) = —e; = (1) €R' .
Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

J @i i@ da - / F@)de=fb) - f@) = [ V(p)-du(p).

0A

Wir setzen den Divergenzsatz fiir (n — 1)-dimensionale Normalbereiche vor-
aus. Es sei A ein n-dimensionaler Normalbereich, und ohne Einschrinkung sei
wieder ¢ = 1 in Definition [6.5l Wir definieren

Va
vi— | |iuoret
Va

Seien B, f, g wie oben. Mit dem Satz [3.3] von Fubini, Proposition [3.2] und der
obigen Voriiberlegung berechnen wir

/(dlvV 1:—// (8‘/1 m/)dx d 1z
A fzh (91‘1 = a{E]
/ /
) e
n g9(z")
S ()
B4\ 925 Jp(ar) z
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o))
L C2) L))
L9 (i

Die beiden letzten Terme entsprechen nach Bemerkung gerade dem
normalen Hyperflachenintegral von V iiber den oberen und unteren Rand von A.

~ 8

Auf den ersten Term auf der rechten Seite oben kénnen wir den Divergenz-
satz fiir (n—1)-dimensionale Normalbereiche anwenden. Mit Bemerkung
erhalten wir

g(z") g(z")
/ div( / V(z) da:n> g1y = / < / V'(z) dxn> L (&)
5 \Jsa) o5 \J s

— / Vi(z) - du(x) |
HAN(OBXR)

und das ist gerade das normale Hyperflichenintegral von V iiber die Seiten
von A. Nach Bemerkung haben wir jetzt auf der rechten Seite von (ED
das normale Hyperflichenintegral von V' iiber den gesamten Rand von A, und
der Satz ist bewiesen. O

6.8. BEMERKUNG. Man kann den Divergenzsatz auf eine grofiere Klasse von
Integrationsbereichen verallgemeinern.

(1) Wenn man einen Bereich A durch Zerschneiden entlang von Hyper-
flichen in Normalbereiche (mit verschiedenen i) zerlegen kann, ad-
diert man die Gleichungen aus Satz fiir alle Normalbereiche zu-
sammen. Dabei verschwinden die Beitréige der kiinstlich eingefiihrten
Schnittflichen, da die dufleren Normaleneinheitsvektoren von den an-
grenzenden Normalbereichen in entgegengesetzte Richtungen zeigen.
Wenn nétig, kann A auch als Mengendifferenz von Vereinigungen von
Normalbereichen dargestellt werden.

(2) Allgemeiner kann man A durch offene Quader @ so iiberdecken, dass al-
le Durchschnitt ANQ Normalbereiche sind. Da A kompakt ist, reichen
endlich viele Quader aus. Anschliefend schreibt man V' als Summe von
Vektorfeldern, die jeweils Trager in einem Quader haben. Dann kann
man wieder den Divergenzsatz auf jedes einzelne Vektorfeld anwen-
den und dann zusammenaddieren. Auf diese Weise beweist man den
Divergenzsatz zum Beispiel fiir den Fall, dass dA eine glatte Unter-
mannigfaltigkeit ist.

(3) Wenn 0A Ecken und Kanten hat, kann man e-Umgebungen dieser
Singularitdten aussparen und erhélt mit im Grenziibergang eine
recht allgemeine Form des Divergenzsatzes.
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(4) Man kann den Divergenzsatz sogar auf n-dimensionale Untermannig-
faltigkeiten M des R™ mit Rand verallgemeinern, dazu muss man nur
Parametrisierungen F': U — M angeben und das Vektorfeld V an M
durch ein geeignetes Vektorfeld auf U ersetzen, auf das man dann
Satz [6.7] anwenden kann. In dieser Form ist der Divergenzsatz dquiva-
lent zum allgemeinen Satz von Stokes aus der Analysis III.

6.9. BEISPIEL. Wir betrachten das Vektorfeld V: R2 — R? mit

x x . ) dr 00
V<y><0> mit dlvV—%—i-afyfl.
Es sei A C R? eine Fliche, deren Rand durch eine parametrisierte Kurve
~v: [a,b] — R? mit ~(t) = <a:(t)>

beschrieben wird, so dass A ,links* von ~ liegt. Dann wird der duflere Norma-
leneinheitsvektor gegeben durch

L (M
Mm‘mwu@ﬂﬁ‘

Man kann zeigen, dass der Satz von Gauf fiir A gilt, und es folgt

vol?(A) = /A(div V)(z) d*x = /8A V(p) - dv(p)
b b
=/@wwmmwmmmw=/x@WML

Also kann man den Flicheninhalt von A durch ein Kurvenintegral ausdriicken.
Auf diesem Prinzip beruhen ,,Planimeter”, das sind mechanische Gerite, die den
Inhalt einer Fléche ausrechnen, die man (zum Beispiel auf einer Landkarte) mit
einem Stift umfahrt.

6.10. BEISPIEL. Analog betrachten wir V: R” — R" mit

o . 1 (0 Orn\
V(z) = - und divV(z) = - (6961 : axn> =1.

Wir bezeichnen mit §2,, das Volumen der Vollkugel
D":{xER” ‘ llz|| gl}

im R™ vom Radius 1 mit Rand S" 1. Der duBere Normaleneinheitsvektor an
die S"~! im Punkt p € S"~! ist gerade

v(p)=p€eR".
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Wir berechnen mit Beispiel also

Q,, = vol(D") = / (divV)(@)d"x =

o,V (P) - dv(p)
_ /Sn_l<i,p> dvol1(p) = ¥n1

n
- o - 3 B (7;;)' falls n gerade, und
Cnl(E) TR+ | 2t ()

' falls n ungerade ist.
n!
Fiir n =1, 2, 3 erhalten wir die vertrauten Werte

4
=2, Qo= und ngi

3
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Notation

Jf(@)d"z, [f(z)d">,
Juf(@)d e,

f+7 f—7

K(A, f) .

B, ,

dL ,

L(C),
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