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Differentialgleichungen fiir Periodenintegrale

29. Die elliptische Kurve in Hesse-Form und ihre j—Invariante.

a) (2 Punkte) Bringen Sie die Familie von elliptische Kurven
(a) ( g P
E={(x:y:2)€Pt |2’ +y*+2° —3azyz =0,a € C\ {1}}

in Weierstrassform.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die j—Invariante der elliptischen Kurve aus Aufgabe

(a).

30. Hypergeometrische Funktion.
Es sei

oF1(a,bye;\) = Z W)\n

die hypergeometrische Reihe. Hierbei ist (a), = F%G(ZT’ ) das Pochhammer-Symbol

fir a € C und I'(z) die Gamma-Funktion.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass gilt:

1 n
t" dt 1 3 5 1
1 ....... <n—>7 neN

o Jidl—t) nl 222

(b) (1 Punkt) Leiten Sie folgende Formel her:

11y [ dt
(2’2’“)_/0 VT =) (1 - Ap)

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die hypergeometrische Reihe F'(\) = o F(a, b; c; A)
die Differentialgleichung A(1 — \)F"(A) + (¢ — (1 + a + b)A\)F'(A) — abF(\) =0
erfillt.



31. Perioden elliptischer Kurven als hypergeometrische Funktionen
(4 Punkte) Nehmen Sie an, dass ey, e, eg reelle Nullstellen von 423 — go — g3 sind,
und dass e; < e3 < ea. Sei A = (ez3—eq)/(e2—e1) € (0, 1). Beniitzen Sie die Aufgaben
7 und 30 um folgende Formeln fiir die Perioden wy,ws des Gitters L abzuleiten:
;1)
;11— )\)

1
Wy = 71'(62 — 61)7§2F1 (

)

i

= N
N— N[

1
w1 = 7T(62 — 61)_52F1 (

32. Hypergeometrische Gleichung in Weierstrass—Form
Sei E eine Familie von elliptischen Kurven gegeben durch 3? = 423 — go(a)x — g3(a)
parametrisiert durch a € C. Sei v C E eine nicht-triviale geschlossene Kurve auf
E, die nicht von a abhéngt. Definieren Sie die Periodenintegrale wi(a) = f,y %x und
— [ zdz
WQ(CL) =)y
(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass gilt:

d2wi dwl
da? + Pla) da

+ Q(a)w; =0 i=1,2,

wobei P(a) und Q(a) zu bestimmende Funktionen in gs(a),gs3(a) und ihren
Ableitungen sind. Driicken Sie dazu die Ableitungen nach a durch Ableitungen
nach g, (a), @ = 2,3, aus. Zeigen Sie damit in zwei Schritten, dass

awl-
=Y Cajla)m;

090 ;

a(z)
p(z), q(z) Polynome sind, in dem Sie die Diskriminante § = g5 — 27¢3 als § =

p(x)
3

gilt. Im ersten Schritt reduzieren Sie Ausdriicke der Form zu , wobei

Ay?+ B(y?)" schreiben. Lassen Sie dabei totale Ableitungen weg, weil Sie unter

dem Integral nichts beitragen. Im zweiten Schritt reduzieren Sie Ausdriicke

T 2

n . . . .
der Form g den Integranden von w;, i = 1,2, indem Sie sukzessive z

durch ' und go(a) ausdriicken, partiell integrieren und danach y durch %2 =

4% —gs(a)z—g3(a)
y

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie P(a), Q(a) fur die ellptische Kurve in Hesse—Form aus
Aufgabe 29. Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung nach Multiplikation mit

ausdriicken. Lassen Sie dabei wieder totale Ableitungen weg.

einer geeigneten Potenz von a mit der hypergeometrischen Differentialgleichung
aus Aufgabe 30(c) ibereinstimmt und bestimmen Sie die Werte von a, b, c.

Abgabetermin: Dienstag, 19.12.2017 um 10:00 Uhr.



