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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei Q C R™ offen und beschréinkt sowie a € L>*(Q, M,,(R)) elliptisch. Betrachten
Sie G=ToL ol :L*Q) — L*(Q) mit L: W,*(Q) — W,*(Q) definiert als

Lo(u) = /Q (Du, aDv)

und I : Wy*(Q) — L*(Q) definiert als Jv = v und I' : L*(Q) — W, *(Q)’ definiert
als

It = [ fu

Beweisen Sie zundchst LG f = f. Nehmen Sie nun an, dass a symmetrisch und zeigen

Sie G = G* beziiglich des L? Skalarproduktes. G* : L? — L? ist definiert iiber die
Identitat

/(Gu)v = / uw(G*v)  fiir alle u,v € L*(9).
Q Q
Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei I = (0,00) und A # 0. Betrachten Sie Ay : Wy*(I) — L*(I) definiert als
Ayu = v + \u. Beweisen Sie

L Jllze < 1Axullze und flullze < bl Axalle.
2. A, ist injektiv und hat abgeschlossenes Bild.

3. (BildAy)* = {0} und ind(A4,) = 0 fiir A > 0, (BildA,)* = Span{e**} und
ind(A4,) = —1 fir A <0.

4. Der Operator Ag(u) = u’, d. h. A = 0, ist injektiv, jedoch ist Bild Ay dicht und
nicht abgeschlossen.

(Hinweis: Verwenden Sie die Vertauschbarkeit von Glittung und schwacher Ablei-
tung.)

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass das unendliche Gleichungssystem

xi—i_zaijxj:bi (1§Z<OO)
=1



fiir jedes b € I*(R) eine eindeutig bestimmte Losung x € [?(R) besitzt, falls fiir jedes

N € Ndie N x N Matrix (ax,k;)1<i,j<n positiv semidefinit ist und Z;X;:l a;j < 0.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei © C R™ beschrinktes C*-Gebiet, a € L>*(Q, M,,(R)) und ¢ € L>(Q). Sei L :
Wh2(Q) — W2(Q)" schwach definert iiber

Lv = —div(aDv) + qu.

AuBlerdem sei a symmetrisch und elliptisch mit g > 0, d.h. es gelte a;;§& > 1> 0
fiir alle £ € R™. Zeigen Sie

1. L ist ein Isomorphismus, falls ¢(x) > A > 0 fiir alle z € Q.
2. L ist Fredholmsch mit Index Null.

3. Fiir die Existenz einer schwachen Losung von

—div(aDv) = f in L
Dv - an = 0 auf 0f).

ist die Bedingung fQ f = 0 notwendig und hinreichend. Hier ist n das &uflere
Normalenvektorfeld an 02 und (an); = >, a;;n; in lokalen Koordinaten.

(Hinweis: die einbettung WH(Q) C L*(Q) ist fiir solche Q kompakt nach dem Satz
von Rellich, benutzen Sie dies als black boz.)
(v € WH2(Q) ist eine schwache Losung von obiger Differentialgleichung, falls gilt

/(Dv,aDu> = fu, fiir alle u € W'*(Q).
Q

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt. Abgabe ist am Montag, den 8.7, im
Ho6rsaal 2, vor der Vorlesung.



