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������� ��
� � ������� ���� p > ω1 	
� WPID�

0�
 �� ��
� 
�
 ���
�	 p > ω1 ��	 WPID ����� �	� ��1����
 �� ��.
�	�� ��2� �� �
 ��� ��
�� �� ���� $� -  �� �
	��� L.�$���� 	����� �� �� ���

��	���� ��
������� V P ��� 
�
 P �� 
� 3���
�	 $	�$�	
4� ��� �����

�
 ��	 ��4 A ∈ [P]ω1 
�	� ����
� � ���
	�� ��5������
��� B ∈ [A]ω1 � ��	�
�� � 3���
�	 ��	���� ���	������ p� WPID �� ������
��
 ��
 CH� ��� ����	
CH 
�	� �	� ���4 ����
	��
���� �� 	�����	 
�$�������� �$���� X ��� �� ����
6��
� $���	� �	� L.�$���� ����� ����
 L���	���#�

7� 
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� 	���
����
5�
���� MAω1 ��� 
� ���)���
��� �� p > ω1 ��� WPID� ���	�� ��8 5����
����	�5��� ��� 	���
���� �� 
� ���� 	����
 �� 
�� $�$�	�

������� ���� ��� �������
 �� ��
�����
�� PID (ω1��
��	���) 	
�
p > ω1� �� 	
� ����� �� 	 
�
�����	� ���
��	�
 ����� ���������� PID (ω1�
�
��	���) 	
� p > ω1 ���� 
�� ����� (K)�

�� �� 	����� ��� ������
�� �� 	 ���������	�� �	���
	� ���
 ��� �	�� ��
���� 	���� ��� �����  �����
 ��! PID�

��� ���	�� ��2 ���� ��	� ����� �� ���$�	�� ��
 ����	�����&� ��.
�	�� ��-� 7� 
� �
�	 ��	��
��� �� ��� 
� ��������� ����������� �� ��9�
���	�� !�� ���� ���������� 	����5��� WPID (ω1.����	�
��)�

������� ���� MAω1 ������� ��	� ��� � ��� ���	� I �
 	
 �
���
�	���
��� S ���� ω1��	
� �
��	����� ������ ����� ������ T ∈ [S]ω1 ���	��� �
 I� ��
����� ������ J ∈ [I]ω1 ���� ��	�

⋃J ′ �∈ I ��� 	
� �
"
��� J ′ ⊂ J �

:�����	� 
� ��������� ����
��� 	������ �$���

������� ���� #�� P �� �
� �� ��� ��	����
�� MAω1 	
� (K)� 	
� Q
�� �
� �� WPID (ω1��
��	���)� WPID� PID (ω1��
��	���)� PIDω1 � $��� P
����� Q%

/���� MAω1 ���� ��
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������� ���� ������ ��
� (p > ω1 
�� WPID) �� MAω1� ���� �����
L��
�� �� �	�� ω1 �
� 
 �����	������ ��	�� �����

#�� �� ����� ��� ���$��� ���%�������� ����������
& ������ J �� ��'���� ��%���� �� ω �� �������� �� ��� ����������� �� ���

'���� ��%������ �� J �� ��'����� (� ��������� ������ %� p ��� �������� ��)�
�� � ������ ��%������ �� [ω]ω ������� ��'���� ������ ������������

���������� ����� *�� S %� �� ��������%�� ��� ��� ��� [S]<ω = K0 ∪K1

%� � ��������� 
��� ���� �� ������ � ������ 
��	�	�� �� ��� ���������� �� �� K0

��� K0 �� ������ ���� ��%���� ��� �$�� ��������%�� ��%��� �� K0 ��� ���
�������� ����� ����� �� �� K0�

���������� ����� 
�� �������� (K) ���� ��+� ,�� -�	 ����" .� ��� ������

�������� (S,K0,K1) ���� �� �� ��������%�� H � S ���� ���� [H]2 � K0� /�
�� ������ � %� ��� '���� ���%� m �� ��� ��������� ������ ����������� ����
��� ����	 �� ��� (Km)�

/� �� ���� �� ��� ���� (K) ������� ���� p > ω1" 0�$�� � ������� ��%��� F
�� [ω]ω �� ��)� ω1� ��1� PF ��� 2������ � ��� �������� [PF ]<ω = K0 ∪ K1�
{p0, p1, . . . , pn} ∈ K0 �� ���� �� �� ���� %���� �� ���� ���� 
��� �� � ������ �� 
������ ��� ��� ��������%�� ����������� ��� ���� ��$� � ������ �����������
�� �� ��������%�� ��� �� F � ��� ������ ����� F ��� ������� �� %� �∗ 
����������� �� ��� �� F �

&� ����� I �� � ��� S �� � P �	��
�� �� �� �$�� ������%�� J ⊂ I ����
������ I ∈ I ���� ���� J ⊂∗ I �� ��� J ∈ J � (� ��� ���� T ⊂ S �� ���
��� 	�

����� ��������
� ��	 ��� ����� I� �� [T ]ω ⊂ I ����� P(T ) ∩ I = [T ]<ω	� (�
������� ��� ������ ���������� ��� ����������� (� ����� ��� ��� ��������� ���
����������"

WPID" .� �$�� P  ����� �� �� ��������%�� ��� S� ����� S �������� ��
��������%�� ��%��� ������� �� I� � �� ��������%�� ��%��� ��������� �� I�

PID" .� �$�� P  ����� �� �� ��������%�� ��� S� ����� S �������� ��
��������%�� ��%��� ������� �� I� � S ��� %� ���������� ���� ������%�� ����
������ ��������� �� I�


�� �������� PID ��%%�$����� ��� P �	��
� �	�������	 ��� ���������
�� ��-�� (� ���� PIDκ �� ��� ��������� �� PID �� ���� S �� ��)� �� ���� κ
��� �� ���� PID (ω1 ��������) �� ��� ��� ��������� �� PID �� P  ������
I ���� �� ���� ω1 ��������� 2������� ���� WPID ���� 3(4 ������ ��
3���14	� %�� WPIDκ �� �%$������ �5��$����� �� WPIDω1 �� �$�� �������
κ� 
�� WPID (ω1 ��������) ��� ���� �� �+� �� ������� �� S ������� 
��
�������� PID ������� ��� PFA ��� �� ���������� ���� CH� ��� ��-�� PIDω2

���������� ��� ��������� �� 6�����7� �5��� ��5����� �� ω2 ����� �ω1	� ���

���� ��������	�� 
����	��� ����
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���� ��� �	 
�� ����
������ ���	 ���� 
������ ����� ����
����� ��� ���� � �����
�����	��� MA ���� ��� 
��� PIDω2 �

�
������ �� ������ ��� ���	 �	 ������� ����  � 
� � �
���� �����!�����
�	 "����� ���� ��� ���# $����� "���� ���� 
� �������� �	��� ��� ������
������� �	 ����� ��
�� ��� ���	 �	 "���� ���# ��� $� 	���� 
� �%� � �����
��� ��� ������&� ������
���� �� �
�� � ������� ���	 �	 "���� ����� ��
��
����� ��� �� $� ���
��$�� ���������� '
��� � �����
�� R �� ω ��� x, y ∈ ωω�
�� ������ ��� ���

{
n ∈ ω : x(n)R y(n)

}
$� [xRy]�

"�� κ� λ $� ������� ����
����� ( (κ, λ)�������
〈{fα}α<κ, {gβ}β<λ

〉

� �

�
� �	 �����)�
�� ��!������ 〈fα : α < κ〉 ��� 〈gβ : β < λ〉 �	 ����������
��
��!������ fα, gβ �	 ������� ���$��� ���� ���� fα1 �∗ fα2 �∗ gβ2 �∗ gβ1 	��
��� α1 � α2 < κ ��� β1 � β2 < λ� (� ������ f �∗ g ����� ���� ��� ��� [f > g]

� )�
��� ( (κ, λ)*���� 
� ������ � (κ, λ)����� 
	 ����� 
� �� h ∈ ωω ���� ����
fα �∗ h �∗ gβ 	�� ��� α� β�

����� ����� ����	
� ���� ����� ��
�
 � (κ,λ)���� 
��� ���� κ �
 ��������

b > κ > ω1� ��� λ � ω1� ���� PIDλ ����
�

�	

�� (����� ���� ���� � ��
〈{fα}α<κ,{gβ}β<λ

〉
�+
��� ���� ��������

�� ��� ���
�� PIDλ ������ ,��

I =
{

A ∈ [λ]ω : ∃α ∈ κ∀γ � α ∀n ∈ ω
(
|{β ∈ A : [fγ > gβ] ⊂ n

} | < ω
)}

.

-� ���
� ���� I 
� � P *
�����  ������ ��� {Ai : i ∈ ω} $� � ��!����� �	
�������� �
�.�
�� �������� �	 I� αi $� � �
����� 	�� Ai ∈ I� ��� α = sup {αi :
i ∈ ω}� �
+ γ � α� "�� Bi(γ) =

{
β ∈ Ai : [fγ > gβ] ⊂ i

}
� ���� Bi(γ) 
� �

)�
�� ��$��� �	 Ai $� ��� ��)�
�
�� �	 I� ,
��� κ < b� ����� �+
��� � ��!�����
〈Bi : i ∈ ω〉 ���� ���� ���� Bi 
� � )�
�� ��$��� �	 Ai ��� 	�� ����� γ � α�
Bi(γ) ⊂ Bi 	�� ��� $�� )�
���� ���� i�

,�� A =
⋃

i∈ω Ai \ Bi ��� )+ n ∈ ω ��� γ � α�  	 β ∈ Ai 
� ���� ����

[fγ > gβ ] ⊂ n ��� i � n� ���� β ∈ Bi(γ)� "�� jγ � n $� ���� ���� Bi ⊃ Bi(γ)
	�� ��� i � jγ � ���� 	�� ����� i � jγ ��� ���

{
β ∈ Ai : [fγ > gβ] ⊂ n

}

� �

��$��� �	 Bi� ��� �����

{
β ∈ A : [fγ > gβ] ⊂ n

} ⊂
{

β ∈
⋃

i<jγ

Ai : [fγ > gβ] ⊂ n

}
.

,
��� γ � α = supi∈ω αi� ��� ������ ��� 
� )�
���
(��
�� PIDλ �� I �� �������� ���� ��� �	 ��� 	�����
�� ��������
��� 
�

����/
�� ����� �+
��� S ∈ [λ]ω1 ���� ���� [S]ω ⊂ I� 0���
�� �� �� ��������$��

��$��� �	 S 
	 ���������� �� ��� ������ ���� S = {βξ : ξ < ω1} ��� βξ < βη

	�� ��� ξ < η < ω1� ��� ����� ξ �� ������ $� Sξ ��� ��� {βζ : ζ < ξ}�

���� ��������	�� 
����	��� ����



L������� ��� 	
� P ������ ���
	�� �

�� ��� ����	�	
� 
� I �
� ���� ξ ����� ��	��� αξ ∈ κ �	�����	�� �
� Sξ ∈ I�

��� α = sup{αξ : ξ < ω1}� ����� ��	��� n ∈ ω ���� ���� ��� ��� C =
{

ξ < ω1 :
[fα > gβξ

] ⊂ n
}

	� ���
�������� ��� ξ0 �� ��� ω��� ������� 
� C� ����

α � αξ0 ��� �
� ��� ξ ∈ C ∩ ξ0 �� ��� [fα > gβξ
] ⊂ n� �� ��� 
���� �����

Sξ0 ∈ I� ��� ����� ����� ��
��� �� 
��� ��	���� ���� ���� ξ ∈ ξ0� � �
�����
�	��	
��

�� λ =
⋃

m∈ω Sm ���� ���� Sm 	� 
���
�
��� �
 I �
� ��� m ∈ ω� ��	�
����� ���� �
� ���� m ∈ ω ��� α ∈ κ ����� ��	��� γα > α ��� nm,α ∈ ω ����
���� [fγα > gβ ] ⊂ nm,α �
� ��� β ∈ Sm� ����� 	� �
 (κ, ω)���� �
� κ < b  ���
��� ��

� 
� ���
��� �!�" 
� ���� #$" 	� %!&'� ��� ����� �� ������ ����
cf (λ) > ω� ������
�� ����� ��	��� m ∈ ω ���� ���� Sm 	� �
���� 	� λ� ���

n ∈ ω �� ���� ���� ��� ��� J =
{

α ∈ κ : nm,α = n
}

	� �
���� 	� κ� (
� ����

k ��� h(k) = max
{

fγα(k) : α ∈ J
}
� (�
� ��� ��
� 	� �
��
�� ���� [gβ < h]

⊂ n �
� ��� β ∈ Sm� ��� ����� h �
�����	��� ��� ���� ����
〈{fα}α<κ,{gβ}β<λ

〉
	� � ���� �

����� ����� �� b > ω2 ���� ����� �	 
� (ω2, λ)��
 ��� 	��� ��������

��� λ�

�� ����� �� ��	��	
 ���

)� ������ ���� � ���	�� V 
� ������� 
� � ��� X 	� ����������� 	� �
� ����
x ∈ X ��� ��� {V ∈ V : x ∈ V } 	� ��	��� ��� �
��
�	�� ��������� �
��� ��
�����	��� �� �
�*�
���

����� ���� �� 
 ��������
� 	
�� T �
	 
� �������
��� ���������� �
��
��� �� ��� 	��	��	� ���� �� �	 ��� �������
���� ���������

	
���� +����� ���� T 	� �����	���	�� �	����,� ��� ����� ��	��� �� ���
�
������� �
	�����	�� ���	�� V = {Vα : α < ω1} 
� 
��� �
������ �������

� T � ���� �� ��� �
������� � �������	�� ��-����� (αβ)β<ω1


� �
�������


��	���� ���� ���� �
� ��� β < ω1�⋃
α�sup {αξ: ξ<β}

Vα =
⋃

αβ>α�sup {αξ: ξ<β}
Vα.

��� ζ = sup{αn : n ∈ ω}� (�
� ��� ��
� 	� �
��
�� ���� Vζ ⊂ ⋃
αn+1>α�αn

Vα

�
� ��� n ∈ ω� ��� ����� ��� �
	�� t ∈ Vζ 	� � �	����� �
� ��� ���	�� {Vα :
α < ω1} ��	�� �
� �
	�����	��� � �
�����	��	
�� �

��� �� ������ �
�� ����	�	
��� + ���	�� U 
� ������� 
� � ��� X 	� �� ω�
�����  ����� γ������' 
� X %$&� 	� X �∈ U ��� �
� ���� ��	�� F ⊂ X ��� ��� {U
∈ U : F ⊂ U} 	� �
������  ����� �
� ���� x ∈ X ��� ��� {U ∈ U : x �∈ U}

���� ��������	�� 
����	��� ����



� �� ������	�
��
 �� �� ��������

�� ������� 	� �� 
��� ���� U �� � γ�
��� �� X �� ��� ���� �� V = {X \ U :
U ∈ U} �� ������������ � ��������
�� ���
� X �� 
����� �� ε������ ����� �
γ������� ���� �� ��� ���� ω�
��� �� X 
������� � 
�������� ω����
��� �����
γ����
����� 	� �� ���� �� 
��
� ��� ���� X �� �� ε����
� � ��� ����� ��!��
�� X �� "�����#�� $� �
��� ��% �&� ���� � Σ����	
�� �� � ��%��� {Xα :
α ∈ A} �� ��������
�� ���
�� !��� ���������� (pα)α∈A �� ��� ����� ������
�

Σ ��
∏

α∈A Xα 
��������� �� ����� ������ x �� !��
� xα = pα �� ��� ���

�������� %��� α'�� 	� !��� �����!� !� ����� �� ��������� �� ��� Σ�����
�
�� ω1�%��� ���� �������� !��� ��� ���������� (0)� ��� !� ������ ���� ���
�
�� Σω1 � (�� ���
� Σω1 ��� 
�������� ��������� �&��

"�� B �� ��� ������� ���� �� ��� �������� �� [0, 1]ω1 
��������� �� ����
�
��

∏
α∈ω1

Uα� !��� ��
� Uα �� �� ���� ������� !��� ������� �����������

��� Uα = [0, 1] �� ��� ��� ������� %��� α�
)���� ��� ��������
�� ���
� X !��� � ���� C� ��� �� ������ �� IX,C ���

��� �� ��� �� %��� 
�������� ����������� �����%����� �� C�
����� ���� ��� V0 V1 V2 �� ����� ��	��� �� ZFC �
�� ���� ωV0

1 = ωV1
1

= ωV2
1  V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ��	 ωω ∩ V0 = ωω ∩ V1� ���� ����� �� �� ε��
������

X ∈ V2 �� Σω1 ���������� � 	���� �
������ Y ∈ V0 ���� ��� ��������� �����
�������

��� Y �� �� L��
������ �� V2 ���	 ����� �� V0 ��	 V1��
���� V0 � �IY,B|Y �� � P ��	�����

����� V1 � �WPID �� ��
� ��� IV0

Y,B|Y ��

���� V0 � �� ��! ��
������ ω��� �� �� Y �! �������� �� B|Y �������� �
γ��
��� ���� ��	

��� ��� � ��! α ����� �"���� x ∈ Y �
�� ���� xα = 1�

��		
� ����%� ���� ��
� X ��� Y �*���� "�� �� ���� ���� BV0 = BV1 ���
(B|Y )V0 = (B|Y )V1 = (B|Y )V2 � !��� B|Y = {B ∩ Y : B ∈ B}� 	������ ���
��� �+������ �����!� ��% ��� ��
� ���� ���� �� �� ��! ���� �� V1� !���� ���
��
��� �� � 
����+���
� �� Y ∈ V0� (������ !� 
�� ��%��� !��� B|Y �� !���

�����!�� ,� ���� α ∈ ω1 ��� Uα = pr−1
α (1/2, 1] ∩ Y ��� Oα = pr−1

α [0, 1/2)

∩ X� �������� ��� V1� WPID �� ��� P ������ (IY,B|Y )
V0

����
��� �� ���

��%��� {Uα : α ∈ ω1}� !� 
��
���� ���� ��� �� ��� �����+���� �����������
������

-� (��� �� �� ��
�������� ��%��� W ∈ V1 �� {Uα : α ∈ ω1} ��
� ����

��
� 
�������� ������ U ∈ V0 �� W ������� �� (IY,B|Y )
V0
� .��
� V1 ��� V0

���� ��� ��%� ����� ���� %���� ���� �� V1� W �� � ����������� ��%��� �� ����
������� �� Y �� ��/� ω1� �������� "�%%� 0�-� !� 
��
���� ���� Y �� ��� ��
L� ���
� �� V1� � 
������
�����

���� ��������	�� 
����	��� ����



L������� ��� 	
� P ������ ���
	�� �

�� ����� ���	
	 A ∈ [ω1]
ω1 ∩ V1 	��� 
�
 �� �����
� 	��	�
 �� {Uα :

α ∈ A} ������	 
� (IY,B|Y )
V0

� {Oα : α ∈ A} �	 � ω������ �� X� �� �����


���� ���	
	  ����
��� I ⊂ A� I ∈ V2� 	��� 
�
 {Oα : α ∈ I} �	 � ω������

�� X� ����� A ∈ V1 �� ωV1
1 = ωV2

1 � 
���� ���	
	  ����
��� 	��	�
 I ′ ∈ V1 ��
A ���
����� I� �� 
�������� I ′ ∈ V0� ���	�����
��� {Oα ∩ Y : α ∈ I ′} �	 
����
��� ω������ �� Y �� V0� �� ����� �
 ���
��	  ����
��� γ�	��������
���	 ���	 
�
 
���� ���	
	  ����
��� 	��	�
 I ′′ ∈ V0 �� I ′ 	��� 
�


{Oα ∩ Y : α ∈ I ′′} �	  γ������ �� Y � �� ����� {Uα : α ∈ I ′′} ∈ (IY,B|Y )
V0

�

����� ���
����
	 
�� ������ �� A� �
��������� ��	� ������ ���� WPID �	
��� ��� ����� �� �	 ε������

X ���� �	�����
� ��������� �	�������� �� L��������� Y ���� ��� �	

	����
��	��������

�� IY,τ �� � P �����
� ����� τ �� ��� �	�	
	�� 	� Y � ���

��� Y �� � γ�������


����� !		��� 
�
 
�
 
���� �� 	��� X �� Y � "�
���
 ��		 ��
�������
� #$%&� Y = {yα : α ∈ ω1}� Yβ := {yα : α < β} �	 ���	�� �� Y ��� ��
β < ω1� �� Y �	 ���	� �� X� ��
 Fβ = clX(Yβ)� '��� 
�� ���� �
 ������	

�
 Fβ ∩ Y = Yβ� ����� X �	 ����
��� 
���
��		� X =

⋃
β<ω1

Fβ �

'�� ����� α < ω1 
���� ���	
	 � �(�� ������������� Uα �� yα 	��� 
�

clX(Uα)∩Fα = ∅� )�
 fα : X → [0,1] ��  ���
�����	 ����
��� 	��� 
�
 f |Fα

= 0 �� f(yα) = 1� �� f : X → [0, 1]ω1 �� 
�� ������ (�����
 �� fα*	� ����
f(x)α = fα(x)� ���� f(X) �� f(Y ) ����� �� 
�� �����
���	 �� )��� ���
��
� V = V0 = V1 = V2�  ���
����
���� �

"� ����� 
�
 b �	 
�� ������ �������
� �� � ��������� 	��	�
 �� ωω

��
� ��	(��
 
� �∗� +
 �	 �����,���� ��� �	� 
�
 p � b�


���� �� ������ ��	� '�����	 ���� �������� ��- �� 
�� ���������
�����,���� ��	���
���	�

����� ���� ��� |T | < b� F � ����
� 	� ������� 	� T � ��� V ��� ����
�
	� �

 �� �	�� �	�����
� �	��������� �������
��� 	� F � ��� V �� � P �����

	� F �


����� )�
 �	 �� �� {Vn : n ∈ ω} ⊂ V� ����� �	 �� ��		 �� �������
� 
�
		��� 
�
 ��� Vn �	 �����
�� )�
 Vn = {Vn,m : m ∈ ω} ��  ��.��
��� ����
���
��� �� Vn� /	��� 
�� (���
����
���		 �� Vn*	� ��� ����� t ∈ T ���  ����
��� 	�������

(
mt(n)

)
n∈ω

	��� 
�
 t �∈ Vn,m ��� �� n ∈ ω �� m � mt(n)�
����� |T | < b� 
���� ���	
	  ������ 	�������

(
m(n)

)
n∈ω

	��� 
�
 ��� ���

��� t ∈ T 
�� �������
� mt(n) � m(n) ����	 ��� �� ��
 ���
��� ��� n ∈ ω�

! �����
 ������
��� 	���	 
�
 V =
{

Vn,m : m � m(n)
} ∈ V �� Vn ⊂∗ V

��� �� n ∈ ω� ����� ���	��	 ��� (����� �
����� ���� ����� �	�����
� ω��	��� V 	� � ��� T 	� �� � |T | < p �	������

� γ�����	����

���� ��������	�� 
����	��� ����



� �� ������	�
��
 �� �� ��������

������ ����� V �� �� ω��	
��� �� ������
{{V ∈ V : z ∈ V } : z ∈ T

}
�� � ������ ������ 	� ������ ������ 	� V 	� ���� < p� ��� ����� � ��� �
�����	���������	� V ′� ���� V ′ �� � γ��	
�� 	� T � �

����� �� ��������	 
��� �	��	�� ��	� ���	��� ��� ��� �� �	��	��
��� ��� �	� �
��� L������ T 	� ���� ω1 ���� �!��� � �	����	�� ���"���	�
f : T → Z 	�	 �	�� L������ Z 	� �	������ �������� ��� ���� ��� ��
��	
�� ����� �� ���� �������� �� �� �� ���	�� ��������� 	� #	�	����� $���
�

�� ����� �� ��	��	
 ���

�	�	�%�
�&'� ������ �� (K) ������� �� ��� (�	����"� ���� ��� ��������
��
�� �� ���	�� ��� 	� �� ��	���� �	� �� ��		� 	� �� ��� ���� �� �����
	� � ���� �	�) �� *�����	�� +,- ��� 	� � ������
��	� ��	��� �� (������
+�- ��� "�� ��� �� �����	� 	 ��

��� �	��	���� �	�	� ��� ���	����� �� ������ �	� ��� ��		� +�$� #�� ./-
�� �� �	���!������ 	� �	����� ���� �	�� �	 ����� �� ��� (�	����"� ����
��� ��������

��������� ��
 +�$� 0�����	� ./�1�2-� 3� ���� � �	����� �	�	� P (T,S)�
���������	 �� �� �	��	���� �	��� T �� �� (�	����"� ���� S � ω1� ��� �	� �
�

��� λ > (2|P|+ℵ1)
+

��� �	������ N ≺ (
H(λ),∈)

���� �� P, T, S ∈ N ���

δ = N ∩ ω1 �∈ S� ��� �
��� p ∈ N ∩ P ���� �� �	�� q � p 4������ �	����	��
��� ��	����5 ���� ��

4�5 q �� (N, P) �������6 ���

4$5 �	� �
��� x ∈ Tδ� ��
(
x ∈ A → (∃y <T x)y ∈ A

)
�	� ��� A ∈ P(T )∩N �

��� q �P

(
x ∈ Ȧ → (∃y < x)y ∈ Ȧ

)
�	� �
��� P����� Ȧ ∈ N ���� �� �P Ȧ

⊂ T �

7� F �� � ������ ������ 	� ������ ������ 	� ω 	� ���� |F| = ω1� �	� ����

�� F �� �� PF = (P,�P ) �� ������ �� P =
{

(s,F ) : F ∈ [F ]<ω� s ∈ [ω]<ω}
�

(t, G) �P (s, F ) �� t 	 s� t � s �
⋂

F ��� G 	 F �

���� ���� 
�� T �� � �������� ����� S = ∅� �� F ��  ������� ����
����� �� [ω]ω �� ���� ω1� ���� ��� ������	 PF �� (T, S)����������	�

������ 7� F = {aα : α < ω1} ��� ḡ = 〈gα : α < ω1〉 �� � ��8����� 	�
������ ������ 	� ω ���� �� gα �� � �����	���������	� 	� aβ � β < α� ��!
�� N ≺ (H(λ),∈) ��� T � S� P � ḡ� p = (s, F ) ∈ N � 7� δ = N ∩ ω1� 3� �)�

δ∗ = sup
{

ϕ(δ) + 1 : ϕ ∈ N � ϕ(δ) �� �� 	������ < ω1

}
�

3� ��	� �� q = p �� �� �������� 7� q1 � q� q1 ∈ PF � 3� ��	� ��

���� �� �	�� q2 � q1 ���� �� q2 � x �∈ Ȧ 	� q2 � (∃y <T x)(y ∈ Ȧ)� .�

q1 � x �∈ Ȧ� ��� �� ��� ��		�� q2 = q1� 9������� ���� �� q3 � q1�

���� ��������	�� 
����	��� ����



L������� ��� 	
� P ������ ���
	�� �

q3 � x ∈ Ȧ� �� ���� ��� q4 =
(
s(q4), F (q4)

)
� q3 ��	 
�� ���� q4 ��� ��

�����	�	 �� � ���	����� ���� �����
 y ∈ Ȧ ��� 
��� y <T x� ���� �� 	��
���

�� �����
 ���� q3 �����
 (x ∈ Ȧ → (∃y <T x)y ∈ A)�
��� ����� �
 �� �	������ �� ��� 
���
 ����� �� ��� ������� �� � !"� ��

	�#�� � �$������ f : T → ω1 ∪ {ω1} �
 �����
%

f(y) = sup{α ∈ ω1 : ����� ��� �����
� 	�
&���� �������� #���� ti' i ∈ ω,

ti ⊂ gα 
$�� ���� ∀i∃F1,i

(
ti ∪ s(q4), F1,i

)
� y ∈ Ȧ)}.

f ∈ N ' �
 �� �
 	�#��	 �� � #�
� ��	�� ����$�� �� (H(λ),∈) ��� ���������

�� N � (��

A∗ =
{

y ∈ T : f(y) = ω1

}
.

A∗ ∈ N �
 � 
��' ��� &$
� � ���� ��� � 
���
(�� f∗ : ω1 → ω1 �� 	�#��	 ��

f∗(α) = sup
{

f(y) + 1 : y ∈ Tα, f(y) < ω1

}
.

)� ��� 	�#������ �� δ∗' f∗(δ) < δ∗� ��� ���	����� q4 �������#�
 ����
f(x) � δ∗' 
���� � ��� ���� ����

�
 ti ���� ��� &$
� �����
� 	�
&����
�������� #���� 
$�
��
 ��

⋂
F (q4) ∩ gξ' ���� ξ > δ∗ �
 ��� ��$������ ��	�*

��� ����� ��� η 
$�� ���� aη ∈ F (q4)� +� f(x) = ω1 ��	 x ∈ A∗� ,� � $
�
��� �������
�
 ��	 ��� 
��� y <T x' y ∈ A∗� +�� ��� �����
� ��	�� �� ���
�� ��� ������
 �� F (q4) �
 α0� ���� 
���� f(y) = ω1 ����� ��� α1 > α0 ��	
�����
� 	�
&���� �������� #���� ti' i ∈ ω' ��� 
$�
��
 �� gα1 ' 
$�� ���� ���
����� i ��� 
��� F1,i (

ti ∪ s(q4), F1,i

)
� y ∈ Ȧ.

)$� ���� 
��� �� ��� ti �
 ��� ���� � 
$�
�� �� ��� �
�$	�*�����
������
gα1 �∗ ⋂

F (q4) �$� ������ � 
$�
�� ��
⋂

F (q4) ��	 ����� ��� ���
 ti � ����(
ti ∪ s(q4), F1,i ∪ F (q4)

)
� y ∈ Ȧ ��	

(
ti ∪ s(q4), F1,i ∪ F (q4)

)
� q4� �

,� � ����� �������  ��� -

$�� ���� GCH ���	
 �� ��� ���$�	

��	��� �� ��� $
� �� �������	 ������� ���
��$����� 〈Pβ, Q̇α : β � ω2, α < ω2〉
���� ����
 ���� ���$� ��� ��
��
 �� ��� ���� PF 	�#��	 ������ (���� .�!'
����� ��� �		 α/
� ���
 �� � 
���� �$������� p > ω1 �� V Pω2 � 0������*

��� ���� α/
 1���
� �� ��� ���� 2 · β2' Q̇α �
 ��� Pα ���� �� ��� -�������
��	��3���4 ������� QIα 1����� �!' ��  �!"2 �����
���	��� �� �� ω1*��������	

P *�	��� Iα �� V Pα � ���
 �
 � ������ ω2*���� ������� �� 
�5� ω2 1�����	�	 607
���	
 �� ��� ���$�	 ��	��2 ���� 	��
 ��� �		 ����
 ��	 
$�� ���� ��� P *
�	��� 	�������� ��� Iα ���	
 �� ��� �����
��� �!"� ���
 ������� 
���
#�
 ���

���� ��������	�� 
����	��� ����



�� �� ������	�
��
 �� �� ��������

ω2����������� ���	���
��	 �������� �� ��� ��		� ����� ��� 
���� 
� ���
������ ���� Pω2 
�� 
� ω2������ ��� ���� �
� ��� ��	������ ��		� ��� ��


� �� ���� ������ ������ �� �������� 
� � ��� ����������� !����"�#�
��� �� V ��	���� ����������� �� V Pω2 �

������� ��� $%����
��� �&�'� ��� T �� �� ��	�
���� ���� �� ��� S = ∅�
��� ���������		������ �	����� �
 (T, S)����
�������

������� ��	 $!���
�	 ���'� �� ����� ������ Q̇α �
 �	��� �	 �� (T, S)�
���
������� ���� ��� �	 ������ 
 ��	�� �������	� �
 (T, S)����
�������

! ������� ���(�(������ �) ��� �������� ω1 �������� P ������� ������ ��
� �� PID (ω1���������) �� V Pω2 � *� ����� � �� � �� �������� �� ����
� �� � ���� �� 	��� ����)�� �
�� �� �� �� ��� ���(�(������� +� ��� ��
��,������ ��		� ��- )�� 
���

! ����� C �) �� ������� �� ������ ω1���	
� �) � �� ������ ����� ����������
��	�� �) ��.����� ω1� !� ω1��� � !�� ω2" �� �� ��������� ����� $�) ω2'

� �� ω1�������� ! �� �� ������ ω1�
����	���� �) � �������� � ��� ω1������


���� ���� ��� 〈Pβ, Q̇α : β � ω2, α < ω2〉 �� � �	 ������ 
 ��	�� �����

���	� 	� ��	��� ������
 
 �� ���� CH �	�
 �� V Pβ �	� ��� β < ω2� p > ω1

�	�
 �� V Pω2 � Pω2 ��
 ��� ω2������ �� ��� ������
 �� ���� 
����
 �	��� ���
P ����� ���	�	�� �	� ����
 #��� ω1 �������	�
�

��� β < ω2 �� ��� X ∈ V Pβ �� � 
 �
���� 	� Σω1 	� 
��� ω1� ��� ψ(X)
= $IX,B|X �
 � P ������ �� ���� �	 ������ ω��	��� 	� X �	�����
 � γ�


 ��	���%� ���� ��� 
�� 	� ��� ��	
� α < ω2 
 �� ���� V Pα � ψ(X) �
 ω1���	
�
��  ��	 �� �� ω2�

����� /
� ������� ����� ���������� ω1���0������ �� ��� �� �� �� 	����

����� 1�� ��� 
� 
��� ��� �� ��� ��	�� )�� �������� ω��� ��� �� 
�
��	� 	����� 2�� )�� 
� �������������3 �� α0 �� �� ��� +� �
���� �

����������� ���������� ��0����� αi� i < ω1� ���
 
� �� V Pαi+1 � PX,B|X ��

� P ������ ��� ���
 �������� ω��� �� �) X �� V Pαi $�� 
� �% 
��� ��� �
	�� ω1 ��(� 
���' ������� � γ������ ��� /
�� αω1 := supα<ω1

αi �� �� 
�
��� �

4� �5� ��		� -��� )�� � ��� �������� Y �) Σω1 �) ��"� ω1 �� V Pω2 
���

�,��� β < ω2 ��� � Pβ���	� Ẏ �) Y � �� Yα� α < ω2� ���	���� ��� ���


��������� �� V Pω2 ��� ����	� 
� Yα 
�� � Pβα���	� Ẏα $�
��
 �� ���� �
Pε���	� )�� ��� ε ∈ [βα, ω2]'� �� Cα �� �� ω1����� �) ξ � βα ���
 
� ψ(Yα)

���� �� V Pξ $�� �� 
� ��		� ��)���'� +� �� ���

{
α < ω2 : cof (α) = ω1

}
��� ω2 �������� ���#��� ω1��������� ��� $�� �� �6� �� 65�' 〈Sα : α < ω2〉�
2��� �) ��� ���(�(������ ��� �������� �� ���
 � ��� 
� 
� Pξ ��	�

���� ��������	�� 
����	��� ����



L������� ��� 	
� P ������ ���
	�� ��

Q̇IYα,B|Yα

� �� ���� ��� ��	� ξ = ξα ∈ Sα ∩ [βα, ω2) ∩ Cα
 ��� �������� V Pα

��� ��� �������� ����������� ������
 ����	� ���� �� V Pω2 ����� ����� �� ε�
����� X �� ��������� ��������� ��� �� L��������� Y �� X� �� ��� ��	� �����
	��� �� �� ��� ����� �� ��������� ��� �� ��� ����	� ���� X ⊂ Σω1 
 |Y | = ω1

��� ��� ����� β ∈ ω1 ����� ����� y ∈ Y ���� ���� yβ = 1�  �� α ∈ ω2 ��

���� ���� Y = Yα� !�� V0 = V Pξα 
 V1 = V Pξα+1 
 V2 = V Pω2 
 X
 ��� Y ����
"� ��� ���	���� ��  �		� ���
 � �������������� #��� "������ ��� ����� ��
#�����	 $�%� �

�� �������	�
�� �� Cp	��
��

#�� ���������� �� � ����������� ����� X ��������� �� &������ � ���� �����
�������� �	��� ��� ���������� �� Cp(X)
 ��� ����� �� ��� ���������� ���������
f : X → R ������� ���� ��� �������� �� ��������� ������������ !�	���'

• ( ������� ����� X �� � γ������ �� ��� ���� �� Cp(X) ��� ��� )�*����+
,������ ��������
 ��� -./� 0� ������ ���� � ����������� ����� Y ��� ���

)�*����+,������ �������� �� ��� ����� y ∈ Y ��� A ⊂ Y ���� ���� y ∈ A

����� ����� � �������� �� ���	���� �� A ���������� �� y�

• #�� �������� �� �� ����������� ������"���� ��	��� �� ���� ������� ��
� ����������� ����� X �� ���������� -$%/ �� ��� �������� �� � ���� �� Cp(X)
�� ��� ��������� ��	�����"������ α ω1 �� ω1 ���� ��� �������� ���������

• #�� 	������ �� -�/ �	��� ���� ��� � ��������� ���	�� 12 ����� ���� ����
��� �� Fσ3 ����� X
 ��� ����� PX,τ �� � P ������ �4 Cp(X) ��� ��� �������� α1�
15��� τ ������� ��� �������� �� X�3 6����� ���� � ����������� ����� Y ���
��� �������� α1 �� � ����� y ∈ Y 
 �� ��� ����� ��������� ��	��� A �� �������
���� �� y ��������� ��� ��� ���� A ∈ A ����� ����� BA ∈ [A]<ω ���� ����⋃

A∈A(A \BA) ��������� �� y� Y ��� ��� �������� α1
 �� �� ��� ���� ��������
�� ����� y ∈ Y �

#�������� �� ����� �� �������� �� ����� ��	� ����� ���	 �������� ��������
�� ��� ����� �� ���������� ���������� 0� ���������� ���� �� ������ � ��	����

1	����� ��� ������������ �����3 ����� �� ��������� $�7 ����� �� ��� ���������
��������������� �����������' ( ����������� ����� Y ��� ��� �������� α1 �� �
����� y ∈ Y �� ��� ���� �� ��� ��	��� �� ��� ��������� ������� �� Y ����������
�� y ����������� P �������

����� ���� (PID) ��� Y �� � ������	
��� ����� �� Y ��� ��� ��������
α1 �� � ��
�� y ∈ Y � ���� �
���� Y �����
�� � ���� Z �� α ω1 �
�� y ��
�	
��� ��
��� ����
������� ��
�� �� Z� �� Y \ {y} ��� �� ��
���� �� � ���������

����� ��� �	��
 Pξ� ������ ����� Gξ ��� ������������ Q̇
Gξ

IYα,B|Yα
�������� ���� ��� ��������

�������	�� ������ ����������� �� ��� P ������ IYα,B|Yα
���� ��� � V [Gξ]�

���� ����� ��� ��� ���������
 �� ���� ����� �� ���� ��  �� PID ����� ������ �� WPID�

���� ��������	�� 
����	��� ����



�� �� ������	�
��
 �� �� ��������

�����
⋃

n∈ω Yn ���� ���� ��	 
�
	� n ��
	
 � �� ����
	�
�� �� y �
��
��
 ��

�
�
��� �� Yn�

��� � ������� Y ��� ��
 �	���
���	����� �	��
	�� �� y� ��
� ���
 ��
Yn�� ������� y � �� �����	
� �
� Y ��� ��������
 ��
�������	���
	 �� y�
�

�������� �	

� �� �� Cp(X)� �	 ������ ��	 ���������

����������� 	
� (PID)
 �
� X �
 �  ������� ����
� �� Cp(X) ��� ��

�	��
	�� α1 ��� ��
 �	���
���	����� �	��
	��� ��
� 
��
	 Cp(X) ������� �
���� �� α ω1� �	 X � �
��	���
�

�����
 �� Cp(X) ��	� ��� ������� � ���� �� αω1� ��	� Cp(X) 
��� ���	
��������	 ��	�����������	� �� �	

� �� ��	 ����	 
	��� ���� �	 ��� ���
� �	 �	��	 (Fn, εn)n∈ω� ��	�	 Fn ∈ [X]<ω ��� εn > 0� ���� ���� � ��������

��� �������� f : X → R �������	� ���� 0 ������	�
∣∣f(x)

∣∣ < εn ��� ��� x ∈ Fn

��� n ∈ ω ���	��	� ���� �	�������� �� X ���� ��	���� �
���	� ����
⋃

n∈ω Fn

�� �	��	 �� X �
���������� ����� �� ��������� �
�
 ����
	� �� ��	 ��������� ����

X �� �� L�����	 �� ��!	 ω1 ���� �� ��������� X �� �� ε�����	 "���	 p >
ω1� Cp(X) ��� ��	 #�$��	�%&������ ����	��� '	�	�� ��	� ω����	� �������� �
��������	 ω�������	� �� ��	 �	������� �� �� ε�����	� ��� 	�	�� ��	� ω����	�
�� X �������� � γ�������	� �� (���
 )*� ��� ��	�	���	 X �� � γ�����	+ ��
��������� Cp(X) ��� ��	 ����	��� α1 �� (���
 )� ��� ,-� ��	��	
 ��. #��

��	 ����	 �� ������� ���� X ������� ��	 ��	
��	� �� /���������� �) "���	 X
�� �� L�����	� �� �� ��� �	������	� ��� �	��	 Cp(X) �������� � ���� �� α ω1
��	�	���	 ��	�	 	0���� ,��. �� ����������	 ����������	 ��
��� �� ��	� ����	��
�� X� ����� ����������� �	

� )� �

��������	
������ ��	 ������� ����� ��1	 �� ����1 ��	 2��������
����������� �	�
 ��� 
��� ���
������� ����	������� ������ ��	 #���� 3����
�	�� "	� ��	��� 4		���� �� 56��	��� /����� �� )778 "�
	 �� ��	 �	�����
�� ���� ���	�� 	����	� ���
 ����	������ �� 5��! ������� ���� �	 ����	�����
��1����	��	 ��	 ���� ������ ��� ����� �������	� �� ��	 �������� 9#����
!�� #:��	���� �	� ����	�����������	� #��������;� ����� �� /)7))<�=�- "�	
����	����� ��1����	��	� ���� ������� ��	 �	���� ������ ��� �������	� ��
��	 ��
	 ����������� ����� �� /�<><>�=�>

���� ��������	�� 
����	��� ����
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�� �����
����� �  ! �	�����

��� �� ���	
	� 	� "� #���$�%�&� '	������� ���������� �( ω1� ����� ���	�
 ��� )�**!+�
�,-.�/��

�0� 1� 234�%�45 	� �� �	��6� 7�8��	���� 97�8��	���� 	� ��%����: ����������� �������
���
 ��� )�  !+� /;/./-/�

�;� �� 2�	�� 	� "� "
��	
� #
��� �	� �� ������ Pℵ1 8 	� Pℵ2 8������ 	� �
� <3��.
=������ ������: �	� �� �9�9	� ������� ���� ���� ��� �����
 �� )�*/!+�
��0.�;0�

�-� �� �� ������� ����	���� �� �3����� �( ���3�� ��	���� ����� �� ���	�
 �� )�*-*+�
!/-.!*,�

�,� #� >��9���
� '� ���4�� 	� "� "
��	
� ?����� 4�����: S8��	���� ������ �� ���	�
 ���
)�  0+� �/*.�� �

�!� �� ?������ 	� @�� �	:�� "��� ���������� �( C(X)� A� ������� ���
 �� )�*/�+� �-�.
�,0�

�/� �� �����
���� ������	����	� 	� 
���� ���������� (�� σ8������ (	������ �( ��3��	���
���� ��3�� B����� ���� ���� ��� ����� )�� 	���	�+�

�*� #
��	� ���
� ��� �	����� #
� #
�� C������3� >������ ��%��� 	� �D�	���
"����:�� )�  0+�

�� � A� �3
E��� �������� ��������� �� �������� A� ����	���	���� 9��
 �� F�����4 	� �� "�
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 ���8
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