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Aufgabe 1. Sei T wie im Beweis des Vollstédndigkeitssatzes. Zeigen Sie, dass sich das im Vollstén-
digkeitssatz konstruierte Termmodell 2l von T™ in jedes Modell von T* elementar einbetten 1isst.
Dazu definieren wir: A <, B := 3f : A — B sodass f.a. Formeln ¢ und fa. a1,...,a, € A
Rl E plat,...,an] & B E lf(ar), -, flay)]]. Wir sagen zu A <. B “U ist elementar in B ein-
bettbar”. Falls die Einbettung die Identitat ist, schreibt man 2 < B und sagt “2 ist eine elementare
Substruktur von B”.

Aufgabe 2. Eine Struktur G = (V, E) heilt Graph, falls E eine irreflexive, symmetrische zweistellige
Relation ist. Sei X # () eine Menge, eine Abbildung ¢ : V — X heift Farbung gdw

Vr,y € V(zEy — c(x) # c(y)).

Sei k € N\ {0}, G heifst k-farbbar gdw es eine Farbung ¢ : V — {1,...,k} fiir G gibt.

i) Sei G = (V, E) ein abzdhlbarer Graph und sei jede endliche Teilmenge von V' mit der von G
induzierten Relation (auch Teilgraph genannt) ein k-farbbarer Graph. Ist dann G k-farbbar?

ii) G = (V, E) heift endlich farbbar gdw G k-farbbar ist fiir ein geeignetes k € N — {0}. Sei jeder
endliche Teilgraph von G endlich farbbar. Ist dann G endlich farbbar?

Aufgabe 3. Sei P.,(N) die Menge der endlichen Teilmengen von N und g : N — P, (N) eine
Bijektion. Definieren Sie mEgn :< m € (n) und betrachten Sie die Lyze-Struktur (N, Eg).

i) Welche Axiome von ZFC (ohne Fundierung) gelten in (N, Eg)?
ii) Fiir die Bijektion
B2M + -+ 2™) = {ny, - ,ni} (paarweise verschiedene n;)
ist (N, Eg) fundiert: es gibt keine unendliche absteigende Kette ... EgngEgnaEgni Egng.
ili) Geben sie ein § an, fiir das (N, Eg) nicht das Fundierungsaxiom erfiillt.
Aufgabe 4. Es sei (N, Eg) wie in der vorigen Aufgabe definiert.

i) Geben Sie ein § an, fiir das (N, Eg) nicht fundiert ist aber trotzdem das Fundierungsaxiom
erfiillt. (Hinweis: Ersetzen Sie N durch Z und finden Sie eine geeignete Bijektion B : 7 —
P,(Z) mit m € f(n) = m < n).

ii) (Freiwillig, fiir 4 Bonuspunkte) Zeigen Sie, dass alle fundierten (N, E) isomorph sind. ( Hinweis:
Benutzen Sie Induktion dber den Eg-Rang.)
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