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Aufgabe 1. Wir de�nieren x ist eine Kopie einer natürlichen Zahl gdw (x,∈) linear geordnet ist
und alle Elemente von x auÿer dem kleinsten einen Vorgänger haben und (x,∈) ein Maximum hat.

i) Wieviele Kopien von 3̄ gibt es?

ii) Wieviele Kopien von 0̄ gibt es?

iii) Ist jede Kopie einer natürlichen Zahl ∈-isomorph zu einer von Neumann'schen natürlichen Zahl?

Aufgabe 2. Zeigen Sie in ZFC, dass (ω,+, ·) ein unitärer kommutativer Halbring ist. Das heiÿt,
dass die Körperaxiome Nr. 1,2,4,5,6,7,8 der Seite 5 (Zieglers �Mathematische Logik�) gelten.

Aufgabe 3. Sei M ein Modell von ZFC. Ein Element a von M heiÿt nichtstandard natürliche

Zahl, wennM |= a ∈ ω, aberM |= ¬a=̇n̄ für alle n = 0, 1, . . . . Zeigen Sie:

i) Wenn ZFC konsistent ist, gibt es ein Modell mit nichtstandard natürlichen Zahlen.

ii) Es gibt inM keine kleinste nichtstandard natürliche Zahl.

Aufgabe 4. Das Induktionsschema für ω sagt: für jede LMe-Formel ϕ(x0, x1, . . . , xk) und jedes
(n1, . . . , nk) gilt (ϕ(∅, n1, . . . , nk) ∧ ∀x ∈ ω(ϕ(x, n1, . . . , nk) → ϕ(x + 1, n1, . . . , nk))) → ∀x ∈
ω ϕ(x, n1, . . . , nk).
Das Induktionssatz für ω sagt: ∀y ⊆ ω[(∅ ∈ y ∧ ∀x ∈ ω(x ∈ y → x + 1 ∈ y))→ y = ω].

i) Folgt das Induktionsschema aus dem Induktionssatz?

ii) Folgt der Induktionssatz aus dem Induktionsschema? (Hinweis: Aufgabe 3).
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