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Kapitel 1

Die Axiome von ZFC

Literatur: Biicher: Kunen [22], Levy [24], Enderton [9], Ebbinghaus [§], Jech
[16], Kanamori [18] und Halbeisen [13].
Originalartikel: [T} 2, 3, [5, &, 7, 10} 12} [T, 20, 21, 23, 27, 30, 33, 35, 36, 58]
ZFC steht als Abkiirzung fiir das Axiomensystem von Zermelo, Fraenkel
zusammen mit dem Auswahlaxiom (Choice).

Duden: Axiom: als absolut richtig anerkannter Grundsatz, giltige Wahrheit,
die keines Beweises bedarf.

Zur Formulierung der Axiome brauchen wir die Sprache der ersten Stufe
Z(1) mit 7 = {€}, einem zweistelligen Symbol €, das fiir die ,ist ein Element
von“-Relation steht.

Wiederholung: Z(7)

Die Sprache der ersten Stufe mit dem zweistelligen Pradikatssymbol €, Z(€)
wird in den folgenden Symbolen geschrieben: den Konjunktoren: A, V, —,
+, —; den Quantoren: 3, V; den Klammern: (, ), dem einzigen sogenannten
nichtlogischen Symbol €, dem Gleichheitszeichen =, den Variablen: v;, i € N.

Atomare Formeln sind: v; = v;, v; € v;.

Die Menge der Formeln, .Z(7), auch die Sprache genannt, ist die kleinste
Menge, die die atomaren Formel enthélt und fiir die folgende Abschlusseigen-
schaften zutreffen: Wenn ¢ und 1 Formeln sind, dann auch (¢ A ¢), (¢ V ),
ust., =, Jv;p, Y.

Zur Definition von fr(¢), der Menge der freien Variablen in ¢: fr(v; = / €
vj) = {vi,v;}, fr((¢ * 1)) = fr(p) U fr(y) fir jeden Boole’schen Operator ,
fr(Jvip) = fr(p) \ {vi}-

Konventionen. Wir schreiben statt Va(z € y — ¢) kurz Vo € y¢ und statt
Jz(x € y A @) nur Jx € y .

Wir schreiben 3dlzy als Abkiirzung fiir ,es gibt genau ein x so dass ¢,
Jzp AVY(e(3) =y = x)

Definition 1.1. Das Axiomensystem ZFC hat sieben Axiome und zwei Sche-
mata:
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Axiom 1: Eztensionalitit (Ext). Mengen, die dieselben Elemente enthalten,
sind gleich.
VaVy(Vz(z € x <> 2 € y) — y = ).

Axiom 2: Fundierung (Fund). Die €-Relation ist fundiert, d.h., jede nicht leere
Menge hat ein €-minimales Element,

Ve(Jy € x — Jy € x(-3z(z € y Az € x))).

Axiom 3: Aussonderungsschema (Comprehension) (Aus). Die Elemente einer
Menge z, die eine Formel ¢ erfiillen, bilden eine Menge. Formal: Fiir alle
v € Z(€) mit fr(p) C {x, z,w1,ws,...,w,} gilt folgendes

VeVwy .. NYw,dyVe(z € y <> x € 2 A p).

Die wi, ..., wy, haben hier die Funktion von Parametern der Formel (.

Axiom 4: Paarmengenaxiom (Pairing) (Paar). Fir Mengen = und y gibt es
eine Menge z, die beide enthalt.

VaVydz(x € z ANy € 2).

{z} steht von nun an (als definierte Abkiirzung) fiir die Einermenge von z.
Uberlegen Sie sich, dass die Existenz von Einermengen aus Paar folgt.

Axiom 5: Vereinigungsmengenaziom (Union) (Ver).

VFIAVYVz(x € Y AY € F — z € A).

Wir schreiben von nun an JF = {z|3Y (Y € F Az € y)}. Zusammen mit
dem Paarmengenaxiom kénnen wir weiterhin die Existenz von xUy = J{z, y}
folgern.

Axiom 6: Ersetzungsschema (Replacement) (Ers). Fiir alle ¢ € Z(€) mit
fr(p) C {x,y, A, w1, wa,...,w,} gilt folgendes:

VAYw; ... Yw,(Vz € Adlyp — FYVr € AJy € Yo).

Axiom 7: Unendlichkeitsaziom (Infinity) (Inf). Es gibt eine unendliche Menge.

Jz(D e x AVy € z(y U {y} € x)).

Axiom 8: Potenzmengenaziom (Powerset) (Pot). Zu jeder Menge gibt es die
Potenzmenge.
VedyVz(z Cx — 2z € y).

Sei  C y eine Abkiirzung fir Vz € x(z € y). Wir schreiben P(z) fiir
{yly €z}
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Axiom 9: Auswahlaziom (Axiom of Choice) (AC). Zu einer Menge A von nicht-
leeren Mengen existiert eine Auswahlfunktion f, die jedem x € A ein Element
f(z) € x zuordnet.

(VA)((Vz e A)By)(yex) » 3f: A— UA)(Vx € A)(f(z) € x)).

Die Bedeutung der Notation f: A — |JA im Kontext der Sprache .Z(€)
wird spéter noch formal eingefithrt. Da sich herausstellen wird, dass diese
Notation genau das bedeutet, was wir erwarten, konnen wir das Axiom auch
jetzt schon verstehen.

Aus der Logik (den Hilbertaxiomen) folgt die Existenz einer Menge

e FExistenz (Ex). Es gibt eine Menge.

Dieses wird in manchen Darstellungen als Axiom gezéhlt. Da unsere logischen
Schlussregeln jedoch nur fiir nicht leere Strukturen giiltig sind, folgt das Axiom
aus der Logik.

Teilsysteme

Etliche Folgerungen kénnen schon aus Teilsystemen von ZFC bewiesen wer-
den. Wichtige modelltheoretische Techniken werden fiir Teilsysteme von ZFC
angewandt. Daher kennzeichnen wir:

ZFC Axiome 1-9.

ZF Axiome 1-8, also ohne Auswahlaxiom.
ZF~ Axiome 1,3-8, also ohne Fundierung und ohne AC.
ZF~ — P Axiome 1,3-7, also ohne Fundierung und ohne Potenzmenge.

ZF — P Axiome 1-7: Mit Fundierung, ohne Potenzmenge.

Die Teilsysteme ZFC™, ZFC — P, ZF~ — P sind natiirlich entsprechend definiert.
UBUNG: Welche der genannten Teilsysteme haben mengengrofie Modelle?
Beschreiben Sie einige dieser Modelle. Finden Sie ein Modell von ZFC?

Bemerkungen

Das Existenzaxiom wird manchmal auch aus der (klassischen) Logik (der Sprache
der ersten Stufe) hergeleitet: x = x is allgemeingiiltig, und daraus wird Jxx = z
abgeleitet. Leere Strukturen sind also niemals Gegenstand der Betrachtungen.

Das Extensionalitdtsaxiom sagt, dass die Reihenfolge der Elemente in einer
Menge und das eventuelle mehrfache Auffithren desselben Elements keine Rolle
spielen. Statt der Implikation kann auch die Aquivalenz geschrieben werden, da
die Riickrichtung aus den Schlussregeln der Logik erster Stufe iiber die Gleichheit
folgt.

Definition 1.2. Eine Zusammenfassung von Mengen heifit Klasse. Eine Klasse,
die keine Menge ist, heift echte Klasse. Eine unechte Klasse ist eine Menge.
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Alle unsere Variablen laufen iiber Mengen. Wir gestatten in ZFC keine
Variablennamen, die iiber Klassen rangieren. Alle Klassen werden definierbare
Klassen des Typs {x | ¢} mit (Mengen-)Parametern in ¢ sein. Spéter werden wir
jedoch auch einige Klassen schreiben, und dies soll als Abktirzung fiir Definitionen
aufgefasst werden. Eine andere Moglichkeit ist das Axiomensysten NBG, das
durch von Neumann, Bernays und Gdédel aufgestellt wurde und das wie ZFC
aussieht, nur dass die definierbaren Klassen ¢ in den Schemata von Ers und Aus
durch Klassenvariablen ersetzt werden. NBG ist eine konservative Erweiterung
von ZFC: Aus NBG lassen sich die gleichen Folgerungen iiber Mengen ziehen
wie aus ZFC. Im Abschnitt tiber transfinite Induktion und transfinite Rekursion
werden die gerade eben gemachten kryptischen Bemerkungen naher erldutert.
Bei den Klassen weichen ZFC und NBG voneinander ab: ZFC hat keine Variablen
fiir Klassen, und spricht in den Schemata nur iiber definierbare Klassen. Wir
schreiben in der Regel grofle fette Buchstaben fiir Klassen.

Die Russell’sche Antinomie

Das Frege’sche Komprehensionsschema (das nicht zu ZFC gehort) sagt: Zu jedem
¢ mit y & fr(p):
JyvVa(z € y <> @)

Dieses Schema, angewandt auf die Formel ¢(z) = = ¢ x, fithrt zu einem
Widerspruch, der Russell’schen Antinomie: Sei y so, dass Va(x € y <> = & x).
Dann ist y € y gwd y & y. Widerspruch.

Das Aussonderungsaxiom gestattet die Bildung der Russell’schen Klasse
nicht. Man betrachte die Aussage JyVz(x € y <> x € z A x & x), fur eine Menge
z. Dann ist y € y nach der Fundierheit, und y = z ¢ 2z, und es gibt also keinen
Widerspruch.

Dass es diesen einen Widerspruch in ZFC nicht gibt, garantiert natiirlich
nicht, dass es nicht einen anderen Widerspruch gibt. Leider kann die Wider-
spuchsfreiheit von ZFC nicht garantiert werden, schlimmer noch, nach dem
zweiten Godel’schen Unvollstédndigkeitssatz kann die Widerspruchsfreiheit von
ZFC mit den Mitteln von ZFC nicht gezeigt werden.

Satz 1.3. Es gibt keine Menge, die alle Mengen enthdlt: =3xVz(z € x).

Beweis. Sonst sei Vz(z € x) Dann ist {z € x|z € 2z} = u eine Menge und es
gibt wieder den Russell’schen Widerspruch v € u <+ u & u. O

Wir schreiben V = {z |z Menge} fiir die Allklasse, die auch das Mengen-
universum genannt wird. Wir schreiben fettgedruckte Buchstaben und andere
Symbole (wie <, C, usf) fiir Klassen und quantifizieren nur in der Metasprache
iiber Klassen.

Wenn man nur die Axiome Ex, Aus, Fund und Ers hat, dann wire V = {(}
mit der leeren €-Relation ein Modell, ein recht langweiliges. Es ist also sinnvoll,
mehr Mengenexistenzaxiome dazuzunehmen.
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Paarmengen, Vereinigungsmengen, Bildmengen

Wir haben die Axiome 4 (Paar), 5 (Ver) und 6 (Ers), scheinbar schwach formuliert:
Die geforderten Mengen (z, A,Y") kénnten mehr Elemente enthalten, als in den
Axiomen explizit gefordert war. Doch mithilfe des Aussonderungsaxioms folgt aus
4,5, 6 die Existenz von Mengen, die genau die geforderten Elemente enthalten.
Dies zeigt man so:

Paarmenge: Seien z,y gegeben und sei z wie in Axiom 4. Dann ist 2’ = {u €
zlu=xVu=y}={xy}

Vereinigungsmenge: Sei F gegeben. Sei A wie in Axiom 5 zu F. Dann ist
A={zecA|lFY e FzreY}=UF.

Bildmenge: Gelte Vr € Adlyp. Sei Y wie im Ersetzungsschema gegeben.
Dann ist Y ={y € Y |3z € Ay} =rge(p | A) die Bildmenge der Operation ¢
angewandt auf die Menge A.

Geordnete Paare

Nach dem Paarmengenaxiom ist zu jeder Menge x auch die Einermenge {z} =
{z,x} eine Menge.

Definition 1.4. Die Menge (z,y) = {{z}, {z, y}} heiit das geordnete Paar von
x und y.

Hat das so definierte geordnete Paar die Eigenschaft, die wir von einem
geordneten Paar erwarten?

Behauptung 1.5.
VaVyVa'vy' ((z,y) = (z,y) & (z=2" Ay =Y))

Beweis. Wir rechnen — mithilfe des Extensionalitdtsaxioms und Logik nach.
1. Fall x = y. Dann ist (z,y) = {{z}} = {{«'}, {2/, ¢¥'}}. Also ist nach Ext
{z} = {2’} und {z} = {2/, y'}. Aus dem ersten folgt x = 2’ und aus dem zweiten
2/ =1v. Also sind x = y = 2’ = 3/ und insbesondere x = 2’ und y = ¥/.
2. Fall  # y. Dann ist (z,y) = {{z},{z,y}} = {{«'},{2/,4'}}. Dann ist
{z,y} ={2',y'} und 2/ # ¢/ und {2’} = {z}. Daher ist t =2’ und y =¢/. O

Grofle und kleine Schnitte, kleine Vereinigungen

Wir weisen die Wohldefiniertheit der genannten Operationen auf der Basis der
Axiome Aus, Paar, Ver nach.

Kleiner Schnitt: x Ny = {u € x| u € y} braucht nur das Aussonderungssche-
ma.

Kleine Vereinigung: z Uy = U{z,y} = {z € U{z,y} |z € zV z € y} benutzt
das Paarmengenaxiom und das Vereinigungsmengenaxiom.

GroBe Schnitte: Sei F # (. Sei Y € F. Dann ist NF ={y €Y |VZ € Fy €
Z} also nach dem Aussonderungsschema wohldefiniert. Fiir 7 = () hingegen ist
N F =V die Allklasse und daher keine Menge.

Differenz: A\ B = {z € A|x ¢ B} existiert nach dem Aussonderungsschema.
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Produkte endlich vieler Faktoren

Warnung: Produkte aus unendlich vielen Faktoren kénnen nur mit dem Aus-
wahlaxiom addquat behandelt werden. Wir beschranken uns auf zwei Faktoren.

Behauptung 1.6. A x B = {(z,y) |z € ANy € B} ist eine Menge.

Beweis: Sei y € B. Wir halten y zunéchst fest. Es gilt Vo € A3lz(z = (x,y)).
Aus Ers und Aus folgt, dass

prod(A,y) ={z |3z € Az = (z,y)}

eine Menge ist. AuBerdem gilt Vy € B3!z(z = prod(A, y)). Nun werden Aus und
Ers auf diese Formel angewandt und liefern die Menge

prod’(A, B) = {prod(4,y)|y € B}.

Nun verifiziert man, dass A x B = |Jprod’(4, B).

Eine andere Beweismethode ist es, A x B aus P(P(AUB)), der Potenzmenge
der Potenzmenge von A U B, auszusondern. Der erste, lingere Beweis ist jedoch
nicht umsonst, da es sehr viele niitzliche Teilbereiche des Mengenuniversums gibt,
in denen das Potenzmengenaxiom nicht gilt, das Ersetzungsschema fiir recht
einfache ¢’s (zu denen die beiden im obigen Beweis verwendeten ¢’s gehoren)
jedoch gilt. ([l

1.1 Relationen, Funktionen, lineare Ordnungen

Wir moéchten die genannten Objekte auf der Basis der Axiome 0 bis 6 begriinden.

Definition 1.7. 1.  Eine Relation ist eine Menge, deren Elemente geordnete
Paare sind.
2. Der Definitionsbereich (domain) von R ist dom(R) = {z € UU R |Jy(z,y) €
R}.

Der Bildbereich (range) von R ist rge(R) = {y € JUR|3z(z,y) € R}.
Die Umkehrrelation von R ist R~ = {{y,z) | (z,y) € R}.
R heifit Relation auf A x B, wenn dom(R) C A und rge(R) C B. Man

kann nur die kleinsten moéglichen A und B von R als Menge ablesen.

Bemerkung: Der Definitionsbereich und der Bildbereich kénnen fiir jede
Menge R gelesen werden, aber sind nur fiir Relationen R gebréduchlich.

Definition 1.8. Eine Menge f ist eine Funktion gdw f eine Relation ist und
folgendes gilt

Vz € dom(f)3Iy ((x,y) € f).

Definition 1.9. 1. Wir schreiben f: A — B, wenn folgendes gilt: f ist eine
Funktion, dom(f) = A, rge(f) C B. B heiit Zielbereich der Funktion.

2. Wir bezeichnen das y mit (z,y) € f als f(x).
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3. Fir C C dom(f) schreiben wir f[C = fN(C x B) fiir die Einschrinkung
von f auf C.

4. Wir schreiben Bildmengen wie folgt: f/C = f[C] = rge(f|C) = {f(z) |z €
C} . Falls dom(f) D CU{C}, kann f(C) # f"(C) sein.

5. f: A — B ist injektiv, wenn es zu jedem y € B hochstens ein x € A
gibt, so dass f(z) = y.

6. f: A — B ist surjektiv, wenn es zu jedem y € B mindestens ein x € A
gibt, so dass f(z) = y.

7. f: A — B ist bijektiv, wenn es zu jedem y € B genau ein x € A gibt, so
dass f(z) =vy.

8. Wir schreiben 4 B oder auch B fiir die Menge der (totalen) Funktionen
von A nach B.

Bei (zweistelligen) Relationen R schreibt man oft xRy fir (z,y) € R.

Definition 1.10. Eine lineare (auch: totale) Ordnung ist ein Paar (A, R), so
dass R die Menge A # () linear ordnet, d.h., dass R eine Relation ist, die die
folgenden Eigenschaften hat:

Transitivitat Vz,y,z € A(xrRy A yRz — zRz)
Irreflexivitiat Vo € A-zRx.
Trichotomidl] Vz,y € A(zRy V yRzx V x = y).

Irreflexive, transitive Relationen heiflen partielle Ordnungen oder Halbord-
nungen. Das Wort ,,Ordnung® wird je nach Autor und Zeit fiir lineare Ordnung
oder fiir Halbordnung gebraucht.

Beachten Sie, dass wir nicht gefordert haben, dass R C A x A. Daher gilt:
Wenn (A, R) eine lineare Ordnung ist und B C A, dann ist (B, R) eine lineare
Ordnung. Man spart sich also das ,,Herunterschneiden“ der Relation.

Nun werden wir bestimmte Ordnungen bis auf Isomorphie klassifizieren.

Definition 1.11. Wir definieren den Isomorphiebegriff fiir Strukturen mit einer
zweistelligen Relation: (A, R) ist isomorph zu (B,S), in Symbolen (A, R) =
(B,S), gdw 3f: A — B(f bijektiv AVz,y € A(xRy + f(x)Sf(y))).

1.2 Wohlordnungen

Definition 1.12. (A4, R) heiit Wohlordnung, gdw (A, R) eine lineare Ordnung
ist, in der jede nicht leere Teilmenge von A ein R-minimales Element hat.
Vy((y C AN 3Tz € y) — 3z € y(Vu € y(—uRz)))

Man iiberlege sich, dass die hier geforderten R-minimalen Elemente auch
die R-kleinsten sind, d.h, dass man (-uRz) durch (u = 2 V zRu) ersetzen kann.

Beispiele. Beispiele fiir Wohlordnungen sind (N, <), ({0, 1,2}, <), (81, <). (Die
letztgenannte Struktur wird spéter erlautert werden.) Beispiele fiir Ordnungen,
die keine Wohlordnungen sind: (Q, <), (Z, <), (R>o, <).

lauch Linearitat, Konnexitit oder Totalitdt genannt.
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Unser Ziel ist die Klassifikation aller Wohlordnungen bis auf Isomorphie. Man
denke daran, dass in der Mathematik Klassifikationsaufgaben im Allgemeinen
immense Unterfangen sind. Zum Gliick wird dies bei den Wohlordnungen nicht
der Fall sein.

Fine Isomorphieklasse ist eine Klasse isomorpher Strukturen. Jede Isomor-
phieklasse, auler die zur leeren Struktur (die meistens gar nicht als Struktur
zugelassen wird), ist eine echte Klasse. Wenn man zwischen isomorphen Struktu-
ren nicht unterscheiden mochte oder kann, tut man so, als ob sie identisch wéren,
und nennt das dann Arbeiten ,,bis auf Isomorphie“ oder ,,modulo Isomorphie®

Definition 1.13. Sei (A4, R) eine Menge mit einer zweistelligen Relation, und sei
x € A. Die Vorgingermenge von z in (A, R) ist pred(A,z, R) = {y € A|yRz}.

Diese Festsetzung wird besonders fiir Ordnungen, lineare Ordnungen und
Wohlordnungen (A, R) gebraucht.

Wir erarbeiten nun (mit einem kleinen Exkurs tiber den Wohlordnungssatz)
ein Représentantensystem fiir ((4, R)/ =) = {(B,S)|(4,R) = (B,S)} (dies
ist eine Klasse), (A, R) Wohlordnung. Wir werden sehen, dass es Klassen-viele
Isomorphieklassen gibt.

Lemma 1.14. Wenn (A, R) eine Wohlordnung ist, dann ist fir alle v € A
(4, R) # (pred(A, =, R), ).

Beweis. Angenommen, f: A — pred(A, z, R) wére ein Isomorphismus. Da x €
A\ pred(A,z, R), ist f(x) # . Die Menge {y| f(y) # y} ist also nicht leer
und hat ein kleinstes Element z. Dann ist fiir alle 2’Rz, f(2’) = 2’. Wegen der
Injektivitdt von f ist daher zRf(z). Dann gilt aber wegen der Ordnungstreue
auch fiir alle u mit zRu, dass f(z)Rf(u). Also ist z & rge(f), im Widerspruch
zur Surjektivitdt von f. O

Frage: Wo bricht der Beweis dieses Lemmas z. B. fiir (Q,<) und z € Q
zusammen?

Lemma 1.15. Wenn (A, R) und (B, S) isomorphe Wohlordnungen sind, dann
gibt es genau einen Isomorphismus von (A, R) auf (B, S).

Beweis. Seien f,g Isomorphismen von (A, R) auf (B,S). Sei z = min{u €
Al f(u) # g(u)}, o.b.d.A. sei f(2)Sg(z). Dann zeigt man wie im vorigen Lemma,
dass f(z) & rge(g). O

Satz 1.16. (Der Trichotomiesatz fiir Wohlordnungen). Seien (A, R) und (B, S)
Wohlordnungen. Dann gilt

(a) (A, R)=(B,S) oder

(b) (Fz € A){pred(A4,z,R),R) = (B, S) oder

(¢) By e B){A, R) = (pred(B,y,5),5).
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Beweis. Wir setzen
[ ={({u,v) € Ax B|(pred(4,u, R), R) = (pred(B,v, S), S)}.

Wir zeigen zunéchst, dass f eine Funktion von einem (nicht notwendig echtem)
Anfangsstiick von A auf ein Anfangsstiick von B ist.

1. Zu jedem u € dom(f) gibt es genau ein v mit (u,v) € f. Sonst: Sei
vSvV', g: (pred(A,u, R), R) = (pred(B,v,S),S), ¢': (pred(4,u, R), R) =
(pred(B,v', S),S). Dann ist g’og~(pred(B, v, S), S) = (pred(B, ', S), S),
im Widerspruch zu Lemma [1.14

2. Der Definitionsbereich von f ist unter Vorgangern abgeschlossen: Vu €
dom(f)Vu'Ru(v' € dom(f)), da man die Einschrinkung des Zeugen
g: (pred(A4,u, R), R) = (pred(B, v, S),S) auf pred(A, ', R) nehmen kann.

3. Der Bildbereich von f ist unter Vorgingern abgeschlossen: Vv € rge(f)Vv' Sv(v' €
rge(f)), da man die Einschrankung des Zeugen g: (pred(A4,u, R), R) =
(pred(B,v, S), S) auf (g~ 1)"pred(B,v’, S) nehmen kann.

4. Echte Teilmengen X von Wohlordnungen (C,T'), die gegentiber Vorgingern
abgeschlossen sind, sind von der Form pred(C,z,T) fir £ = minC'\ X,
wobei das Minimum beziiglich 7" gebildet wird.

Nun gibt es also fiir dom(f) und fir rge(f) jeweils zwei Moglichkeiten, und
wir gelangen zur folgenden Fallunterscheidung;:

1. Fall dom(f) = A, rge(f) = B. Dann rechnet man leicht nach, dass f ein
Isomorphismus von (A, R) auf (B, S) ist. Wir erhalten also Disjunktionsglied
(a) des Satzes.

2. Fall dom(f) = pred(A, z, R) fiir ein z € A, rge(f) = B. Dann rechnet man
leicht nach, dass f ein Isomorphismus von (pred(A, z, R), R) auf (B, S) ist.
Wir erhalten also Disjunktionsglied (b) des Satzes.

3. Fall dom(f) = A und rge(f) = pred(B,y,S) fir ein y € B. Dann rechnet
man leicht nach, dass f ein Isomorphismus von (A, R) auf (pred(B,y, S), S)
ist. Wir erhalten also Disjunktionsglied (c) des Satzes.

4. Fall dom(f) = pred(A,z, R) fiir ein = € A, rge(f) = pred(B,y, S) fir ein
y € B. Dann ist aber (z,y) € f, wie durch f U {(x,y)} bezeugt wird, im
Gegensatz zu = ¢ dom(f) = pred(4, z, R). Widerspruch.

O]

1.3 Ordinalzahlen

Definition 1.17. Eine Menge = heiflt transitiv gdw Vy € aVz € yz € x, d. h.
wenn jedes Element von z auch Teilmenge von x ist.

Beispiele. Transitiv sind 0, {0}, {0,{0}}, {0, {0}, {{0}}}, {0, {0},{0,{0}}}.
Nicht transitiv ist {{@}}. Ist = # 0, dann ist {z} nicht transitiv.
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Definition 1.18. Eine Menge z heifit Ordinalzahl (kurz On(z) oder z € On)
gdw x transitiv ist und (z, €) eine Wohlordnung ist.

Satz 1.19.

1.
2,
3.
4.
5

. Wenn C eine nicht leere Klasse von Ordinalzahlen ist, dann gibt es ein

Wenn x eine Ordinalzahl ist und y € x ist, dann ist auch y eine Ordinalzahl.
Wenn x und y Ordinalzahlen sind und (z,€) = (y, €) ist, dann ist v = y.
Wenn © und y Ordinalzahlen sind, dann ist (z,€) = (y,€) oder x € y
oder y € x.

Wenn x, y und z Ordinalzahlen sind und x € y und y € z, dann ist x € z.

xeC, sodassVyexy ¢ C.

Beweis.

1.

Es gilt zunachst, dass die Vorgéngermenge von y in = beziiglich € genau
y ist, denn pred(z,y,€) = {z € z|z € y} = y. Beim letzten Gleich-
heitszeichen benutzen wir, dass wegen der Transitivitdt y C x ist. Da
Anfangsabschnitte von Wohlordnungen (mit derselben Ordnungsrelati-
on) wieder Wohlordnungen sind, geniigt es somit zu zeigen, dass y auch
transitiv ist.

Sei hierzu z € y. Wir behaupten, dass z C y. Da aus der Transitivitdt von
x folgt, dass z € x, haben wir z C x. Sei nun v € z. Dann ist u € z € y
und wegen der Transitivitdt der linearen Ordnung € auf x daher u € y.
Also z C y, wie behauptet.

. Sei f: (x,€) = (y,€). Wir behaupten, dass f = id: (z,€) = (y, €).

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass fiir alle u € x gilt: f(u) = {f(v)|v € u}:
Ist v € u € x, so ist wegen der Transitivitiat auch v € x. Da weiterhin f die
€-Relation erhalten soll, gilt dann f(v) € f(u). Ist umgekehrt z € f(u), so
finden wir ein v € z mit f(v) = 2, da f surjektiv ist. Aus f(v) =z € f(u)
folgt v € w und somit z € {f(v) |v € u}.

Wir erhalten nun, dass f(u) = u fur alle u € x ist: Angenommen nicht,
dann sei u € x das €-minimale Element in x mit f(u) # u. Insbesondere
gilt f(v) = v fur alle v € u. Mit der Formel von oben erhalten wir nun
einen Widerspruch, denn f(u) = {f(v)|v € u} = {v|v € u} = u. Also ist
f die Identitdt und x = y.

. Dies folgt aus dem Trichotomiesatz fiir die Wohlordnungen und dem Punkt

2. dieses Satzes: Es gilt (x,€) = (y, €) oder (3z € = ((z,€) = (y, €))) oder
(Fz €y ({x,€) = (z,€))). (Hier benutzen wir, dass pred(z,y, €) = y ist.)
Nun ersetzen wir nach dem vorigen Punkt die Isomorphismen durch die
Gleichheiten und erhalten x = y oder y = z € x oder z = z € y.

. z ist nach Definition transitiv.

. Sei y € C. Wenn y N C # ), dann nimmt man das €-minimale Element

2 von y N C in der Wohlordnung (y, €). Dann ist Vy € z(y ¢ C). Wenn
yNC =, dann ist y selbst das gesuchte €-Minimum.
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O]

Satz 1.20. Die Antinomie von Burali-Forti 1897. {z |z Ordinalzahl} ist eine
echte Klasse.

Beweis. Sonst wire u = {z|z Ordinalzahl} eine Menge. Dann wére nach den
Punkten 3., 4. und 5. des vorigen Satzes u selbst eine Ordinalzahl. Somit wére
u € u, was dem Lemma widerspricht. O

Lemma 1.21. Eine Menge C von Ordinalzahlen ist eine Ordinalzahl genau
dann, wenn sie transitiv ist.

Beweis. —: Ordinalzahlen sind transitiv. <—: C' ist durch € wohlgeordnet, da
Teilmengen von Wohlordnungen selbst Wohlordnungen sind. C' ist nach Voraus-
setzung transitiv. O

Satz 1.22. Zu jeder Wohlordnung (A, R) gibt es genau eine Ordinalzahl z, so
dass (A, R) = (x,€).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Punkt 2. des Satzes Zum Nachweis
der Existenz bilden wir die folgende Menge:

B={a€ A|3z(x € On A (pred(4,a, R),R) = (z,€))},

und bilden eine Funktion f: B — On mit der Definition, dass f(a) das eindeutig
bestimmte x ist, fiir das (pred(A4, a, R), R) = (z, €). Nach dem Ersetzungsaxiom
ist rge(f) ein Menge. Man rechnet leicht nach, dass Vo € rge(f)Vy € z(y €
rge(f)) und dass f ordnungstreu ist. Nach dem vorigen Lemma ist rge(f)
eine Ordinalzahl. Wir behaupten dass B = A. B ist eine Teilmenge von A,
die gegen R-Vorginger abgeschlossen ist. Falls B # A, dann sei b das R-
minimale Element von A\ B. Dann ist aber f ein Zeuge fiir einen Isomorphismus
(pred(A,b, R), R) = (z, €), und somit b € B, Widerspruch. O

Bemerkung (ohne Beweis): In ZFC ohne Ers kann man Satz nicht
beweisen.

Definition 1.23. Fiir Wohlordnungen (A, R) sei otp(A, R) die Ordinalzahl
x, so dass (A, R) = (x, €). otp(A, R) steht fir Ordnungstyp von (A, R), d.h.,
fiir seinen Isomorphietyp in der Klasse aller Strukturen mit einem einzigen
zweistelligen Relationssymbol.

Konventionen. Wir schreiben kleine griechische Buchstaben fiir Ordinalzahlen.
Wir schreiben a statt (o, €), wenn dies nicht zu Missverstdndnissen fiithrt.
AuBerdem kiirzen wir Quantifizierungen iiber Ordinalzahlen wie folgt ab: Vap(«)
steht fir Vz(z € On — ¢(x)). Jap(a) steht fiir 3z(x € On A ¢(x)). Wir
schreiben manchmal o < g fiir « € g und a < g fiir a < SV a = f. Wir
beniitzen auch die umgekehrten Ordnungssymbole.

Definition 1.24. Wenn z eine Menge von Ordinalzahlen ist, dann schreiben
wir supz = [Jz und, wenn z # (), dann setzen wir minx = () z.
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Lemma 1.25.
1. Vo, B(a < B+ a C f).
2. Wenn x eine Menge von Ordinalzahlen ist, dann ist supx die kleinste
Ordinalzahl o, so dass Vy € z(y < ).
3. Wenn x eine nicht leere Menge von Ordinalzahlen ist, dann ist minx die
kleinste Ordinalzahl in x. O

Ist supx € 7 Wir werden sehen, dass es beide Moglichkeiten gibt.

Definition 1.26. Zu jeder Ordinalzahl « definieren wir ihren ordinalen Nach-
folger (successor) S(a) = aw U {a}. Allgemein setzen wir S(z) = z U {z}.
S(c) ist nach Lemma eine Ordinalzahl.

Lemma 1.27. Va(a < S(a) AVB(B < S(a) — 5 < a)). O

Definition 1.28.
1. « heifit Nachfolgerordinalzahl gdw 35(a = S(5)).
2. « heifit Limesordinalzahl gdw o keine Nachfolgerordinalzahl und nicht ()
ist. Wir schreiben lim(«) fir ,« ist eine Limesordinalzahl®.

Definition 1.29. Dies sind unendlich viele Definitionen! 0 := 0, 1 = S(0),
2 =5(1), usf.

Wir haben also 1 = {0}. 2 =1U{1} = {0} U {1} = {0,1}, 3 = {0,1, 2},
4 =1{0,1,2,3}, usf. Dies sind die sogenannten von Neumann’schen natiirlichen
Zahlen.

Definition 1.30. « ist eine natirliche Zahl gdw V3 < a8 = 0V 8 Nachfolger).

Nun berufen wir uns auf das Unendlichkeitsaxiom Inf, das sagt
Jz(0 € x AVy € z S(y) € z).
Definition 1.31. Sei x wie in Inf. Dann ist

w = {z € x|z ist eine natiirliche Zahl}

Satz 1.32. (w,S) erfillt die sogenannten Peano-Axiome, d. h.

1. 0€w,

2. Vnew(S(n) ew),

3. Vn,m e wln#m— S(n)#S(m)),

4. Yz Cw((0exAVnexz(S(n)€x)) »>wux).
Beweis. 1. 0 ist eine natiirliche Zahl und 2. fiir jede natiirliche Zahl « ist auch
S(a) eine natiirliche Zahl. 3. Sei S(n) = S(m) dann ist nU{n} =mU{m} und
daher n = sup(nU{n}) = sup(mU{m}) = m. 4. Man nimmt an, dass w \ = # 0.
Dann sei n = minw \ . n # 0, da 0 € X, daher ist n = S(m) fiir ein m. Dann

haben wir m € x, da n minimal aulerhalb war. Aber nach der Voraussetzung
ist dann auch n = S(m) € x. Widerspruch. O
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Man kann mithilfe dieser Axiome und ZFC ohne Inf die ganzen Zahlen, die
rationalen Zahlen und die reellen Zahlen aufbauen, und auf diesen Mengen
die bekannten Operationen + und - definieren. Wir werden diesen Weg nicht
weiter verfolgen, sondern + und - auf allen geordneten Paaren von Ordinalzahlen
definieren.

1.4 Transfinite Induktion und Rekursion

Definition 1.33. Sei D C V eine Klasse. Eine Klasse G von Paaren heif3t
Operation auf D gdw Vo € D3ly((x,y) € G). Wir schreiben G: D — V.

Satz 1.34. Der Satz tber die transfinite Induktion, hier in der Formulierung
mit einer Klassenvariablen X.

Sei X C On und sei 0 € X und sei fir alle « € X auch S(a) € X und sei
fiir alle Limesordinalzahlen A C X auch A € X. Dann ist X = On.

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein @« € On\X gébe. Dann gibt es ein minimales
Element § in der Menge (o + 1) N (On \ X). Nach den Voraussetzungen tiber
X ist f # 0. 8 kann auch kein Nachfolger sein, da X unter Nachfolgerbildung
abgeschlossen ist. Wenn schliefllich § eine Limesordinalzahl wére, hatten wir
£ C X und daher nach Voraussetzung g € X. Also ist X = On. O

Eine Definition, die transfinit induktiv weitergetragen wird, heifit transfinite
Rekursion. Wir begriinden, dass dies wohldefinierte Objekte (in der Regel
Klassen) gibt. Wieder arbeiten wir mit Klassenvariablen, die fiir Ausdriicke in
der Sprache der ersten Stufe stehen, so dass Vz3lyp gilt fiir geeignetes ¢, das
die Definition der Operation F ist. Kin geeignetes anderes 1), das im Beweis erst
aufgebaut wird, wird die Definition der Operation G sein.

Satz 1.35. Der Satz iber die transfinite Rekursion. Fir F: V — 'V gibt es ein
etndeutig bestimmtes G: On — V so dass

Va(G(a) = F(Gla)).

Beweis. Zunichst zeigen wir die Eindeutigkeit von G. Seien G1, G zwei Klassen,
die den Rekursionsbedingungen geniigen. Dann gilt G1(0) = F(0) = G2(0), und,
wenn Gila = Gala, dann ist Gi(a) = F(Gila) = F(Ga|a) = Ga(a). Nach
dem Satz iiber die transfinite Induktion ist daher G; = Go.

Nun zur Existenz: Wir nennen g € V eine §-Approximation wenn dom(g) =
d € On und Vo € d(g(a) = F(g[a)). Fiir eine 6-Approximation ¢g und eine ¢'-
Approximation ¢’ zeigt man durch Induktion tiber a < §Nd’, dass g[dNd’ = ¢'[dN
¢’. Danach zeigt man durch transfinite Induktion, dass Vdé(3d-Approximation g).
Zum Schluss definiert man G(a) = g(«) fiir eine beliebige J-Approximation g,
so dass § > a. O

1.5 Der Wohlordnungssatz und das Lemma von Zorn

Eine Funktion wie in AC gefordert, d.h. f: A — [JA mit f(z) € « fiir alle
x € A, heiit Auswahlfunktion fir A.
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Satz 1.36. Der Wohlordnungssatz, Zermelo 1904. Auf der Basis von ZF gilt:
AC < VAIR((A, R) Wohlordnung).

Beweis. <: Sei F eine Familie nicht-leerer Mengen. Wir finden eine Wohlordnung
R von JF. Dann ist f: F — JF mit f(Y) = ming(Y) eine Auswahlfunktion
fir F.

—: Sei A gegeben. Sei h: P(A)\{0} — A eine Auswahlfunktion auf P(A)\{0}.
Nun definieren wir durch transfinite Rekursion eine Operation G: On — AU{A}
durch

h(A\ G"a) falls G"a # A,

Gla) = {A sonst.

G[(G™1)"A ist injektiv, wie man induktiv zeigt. Es gibt daher ein 3 so dass
G”j3 = A. Sonst wire G: On — A injektiv, und daher On = (G~1)"”A nach
dem Ersetzungsaxiom eine Menge, was dem Satz von Burali-Forti widerspricht.
3 ist eindeutig. Nun setzen wir fiir a,b € A, aRb <+ G~ !(a) € G71(b) und
erhalten eine Wohlordnung R von A mit otp(4, R) = /. O

Nun méchten wir noch eine weitere Anwendung des Satzes von der transfini-
ten Rekursion vorstellen: Auch das Lemma von Zorn ist auf der Basis von ZF
zum Auswahlaxiom &quivalent.

Definition 1.37. Ein geordnetes Paar (P, <) heifit Halbordnung oder partielle
Ordnung (partial order), gdw < eine transitive, irreflexive Relation ist.

Definition 1.38.

1. Eine Halbordnung heifit fundiert, wenn jede nicht leere Teilmenge ein
Minimum hat (dies ist im Allgemeinen nicht das kleinste Element und
nicht eindeutig).

2. Eine Teilmenge K einer Halbordnung heifit Kette, gdw

Ve,ye K(x=yVz<yVy<zx).

3. Eine Halbordnung heifit induktiv, wenn jede Kette eine obere Schranke
hat.

Satz 1.39.
1. Das Lemma von Zorn. (ZFC). Jede nicht leere induktive Halbordnung
(P, <) hat ein mazimales Element.
2. Auf der Basis von ZF folgt aus dem Lemma von Zorn das Auswahlaziom.

Beweis. 1. Die Idee ist, induktiv eine Kette immer weiter zu verldngern, bis dies
nicht mehr moglich ist. Wenn wir die Kette nicht mehr verlangern kénnen, so
ist das letzte Element der Kette ein maximales Element von P. Ein Teil des
Beweises ist, die Existenz eines letzten Elements einer maximal verlangerten
Kette zu zeigen.

Sei hierzu R eine Wohlordnung auf P. Wir definieren induktiv iiber § € On
eine Funktion G: On — V durch: G(f) ist die R-kleinste obere Schranke von
G" 3, die nicht selbst in G”f3 liegt, falls eine solche Schranke existiert. Im Fall
das G” 3 keine obere Schranke in P\ G”f hat, definieren wir G(3) = P.
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Die Funktion G wéhlt also im S-ten Schritt (solange es moglich ist) ein bisher
noch nicht gewéhltes Element G(3), das grofer als alle G(«) fiir o < 8 ist. Mit
dem gleichen Argument wie im Beweis zum Wohlordnungssatz sehen wir, dass
dieser Prozess irgendwann abbrechen muss und es ein v gibt, mit G(y) = P.
Wir wéhlen v minimal mit G(vy) = P, sodass G(f) € P fiir alle 8 < v gilt. Es
gilt nun, dass 7 keine Limeszahl ist, denn sonst wire G”v eine Kette in P die
keine obere Schranke hat, im Widerspruch zur Annahme, dass P induktiv ist.
(Das G~ eine Kette ist, sehen wir leicht an der Definition von G. Hatte G~
eine obere Schranke, so konnte diese kein Element von G”+, denn fiir G(«) mit
a<vygilt Gla) < Gla+1) € G"y.)

Da P nicht leer ist, gilt auflerdem v % 0. Also ist v eine Nachfolgerzahl,
d.h. v = 5+ 1 fiir ein S. Dieses G(f) ist nun ein maximales Element von P,
denn gébe es ein Element grofer als G(3), so wiare G(5 + 1) = G(y) # P nach
Definition von G.

2. Sei A gegeben. Wir setzen P = {(B,S) | B C A, S Wohlordnung auf B},
und definieren < auf P durch

(B,S) < (B',S") +»3c e B'((B,S) = (pred(B’, ¢,5"),5").

Man rechnet nach, dass (P, <) eine induktive Halbordnung ist. Das Lemma
von Zorn liefert nun ein maximales Element (B, S) in (P, <). Falls B # A, kann
man die Wohlordnung (B, S) um einen gréBten Punkt verlangern, und hat daher
einen Widerspruch zur Maximalitdt. Daher ist B = A. O

Es gibt zahlreiche Verwandte des Auswahlaxioms, und es gibt Biicher, die
sich alleine dem Auswahlaxiom widmen: [28] gibt dquivalente Versionen an, und
[15] behandelt auch echt schwiichere Versionen. Wir stellen noch eine Aquivalenz
ohne Beweis vor:

Satz 1.40.
1. ZFC. Jeder Vektorraum hat eine Basis.
2. (Blass, 1984 [1]) Auf der Basis von ZF: Wenn jeder Vektorraum eine Basis
hat, dann gilt das Auswahlaxiom.

1.6 Fundierung und die von Neumann-Hierarchie

Definition 1.41. ZF — Fund. Wir definieren induktiv iiber a € On:
(a) Vo=0,
(b) Va1 = P(Va)a
(¢) Vs =Upes Vi fiir lim(s),
(d)  WF =Uqscon Va-
Die klassen-lange Folge (V, | @ € On) heiit die von Neumann-Hierarchie.

Definition 1.42. R heifit fundiert (auf A), wenn jede nicht leere Teilmenge
von A ein R-minimales Element hat, d. h.

(Ve C A)(z # 0 — Jy € Vz € x ~zRy).

Hier ist y ein R-minimales Element von x.
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Lemma 1.43. ZF — Fund. A € WF — (A, €) fundiert.

Lemma 1.44. ZF — Fund. Sei A transitiv. Dann gilt: Wenn (A, €) fundiert ist,
dann A € WF.

Definition 1.45. ZF — Fund. Die transitive Hille einer Menge x (auch tran-
sitiver Abschluss, transitive closure genannt), wird definiert durch th(xz) =
U™ z|n € w}, wobei UPz = z und U™ V2 = JU™ 2. Es gilt also
th(z) =zuUzuUPzuU....

Mit anderen Worten: th(z) besteht genau aus Elementen von x, Elementen
von Elementen von x, Elementen von Elementen von Elementen von z, u.s. w.

Definition 1.46. Eine Menge z hat erblich eine Eigenschaft ¢, wenn th(x) die
Eigenschaft hat.

Beispiele sind: Erblich endlich, erblich abzéhlbar, erblich < k.

Satz 1.47. ZF — Fund. Aquivalent sind:
1. x € WF.
2. th(zx) € WF.
3. (th(x), €) fundiert.

Satz 1.48. Relativierung auf fundierte Teilklassen. Wenn ZF — Fund konsistent
ist, dann ist ZF konsistent.

Beweisskizze. Wir nehmen ein (ZF — Fund)-Modell, innerhalb diesem ist WF
ein ZF-Modell. O

Wir verweisen auf eine Variation des Fundierungsaxioms

Definition 1.49. Das Fundierungsaxiom fiir Klassen. Jede nicht leere Klasse
hat ein €-minimales Element.

Falls man nur Teile von ZF hat, so dass es zum Beispiel nicht immer die
transitive Hiille gibt, dann kann da Fundierungsaxiom fiir Mengen echt schwécher
sein als das Fundierungsaxiom fiir Klassen. Ein Beispiel wird in Aufgabe 37 [37]
betrachtet.



Kapitel 2

Ordinalzahlarithmetik

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einigen Rechenoperationen auf den
Ordinalzahlen.

2.1 Ordinale Addition und Multiplikation

Definition 2.1. Wir definieren die ordinale Addition auf zwei Weisen: (a)
a+ f :=otp(a x {0} U B x {1}, R) mit der Relation

R ={{{£,0), (n,0)) |§ <n < a}u
{((&: 1), (n, 1)) [§ <n < B}U
[(a x {0}) x (B x {1})].
(b) Alternative: induktive Definition. Fiir jedes « definieren wir induktiv
iiber On:
a+;0=q,
a+; (S(P)) = S(a+i b),
a+; A =sup{(a+; B) | B € A}, fir im(A).

Die Addition zweier Ordinalzahlen stellen wir uns als das hintereinander
stellen der Ordnungen vor: « + 5 besteht aus einer a-Kopie und einer §-Kopie,
die Elemente der S-Kopie sind dabei gréfler als die der a-Kopie.

Ist die induktive Definition von +; wohldefiniert? Stimmen die beiden Defi-
nitionen tiberein?

Nach dem Rekursionssatz ist +; wohldefiniert. Wir kénnen die Operation +
mit der Operation +; vergleichen. Zuerst beweisen wir jedoch, dass + assoziativ
ist, denn dies wird auch im Induktionsschritt des Vergleiches sehr niitzlich sein.

Lemma 2.2. Das Assoziativgesetz fir +. Yo, B,v(a+ (B+7) = (o + 5) + 7).

Beweis. a+ ( + ) hat den Triger

{{,0) |’ € a}U{(0,1)[0 € B+ 7} =
{{/,0) o' € a} U{(0,1) |6 € ({(B,0)[ ' < BYUL(Y, 1) |7 <1} =
{{e/,0)[a” € 2} U{((8,0),1) | 8" < BT U{{(*, 1), 1) |+ <D}

17
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und ist in der Reihenfolge des Aufschreibens angeordnet (wir interpretieren also
mehr hinein, als das Extensionalitdtsaxiom aussagt). (a4 ) 4+ hat den Trager

{(6,0)[d ca+pU{(6,1)[d €7} =
{(6,0)[0 € ({{e/,0) [0’ <2} U{(F", 1) [ 3" < BH}U{(3,1) |6 € v} =
{{{e’,0),0) [/ € a} U{((F',1),0) | B" < BYU{{Y, 1) [7 <D}

und ist in der Reihenfolge des Aufschreibens angeordnet. Nun definieren wir
eine Funktion f vom Triger von « + (5 + 7) zum Tréger von (a + 3) + :

f({d',0)) = ({d/,0),0) firr o/ < a,
FU(B,0),1)) = ({8, 1),0) fir B < B,
f(<<’7,a 1>7 1>) = <7,a 1> fur '7/ <7.

und sehen, dass dies ein Isomorphismus ist. O

Lemma 2.3. Das in Deﬁm’tion (a) definierte + erfillt die (eindeutig bestim-
menden) Eigenschaften von +; aus der Definition (b). Die beiden Definitionen
ergeben also dieselbe definierbare Operation + auf On x On (man sagt hierzu
auch ,zweistellige Operation auf On*). Wir schreiben dann spdter nur noch +.
Wir haben also zu zeigen

1. a+0=aqa,

2. a+1=5(a),

5. a+S(8) = Sla+8),

4. lim(B) — a+ f =sup{a+£|€ < B}

Beweis.

1. «+0=a = «a+; 0 nach der Definition von + und von +;.

2. a+1=S(a) =a+;1via f mit f((8,0)) =S fiir 5 < aund f((0,1)) = a.
Man liest in der Definition der Ordnung auf a+1 nach, dass f ordnungstreu
ist.

3. Nun haben wir den Nachfolgerschritt: a+S(5) = a+(8+1) = (a+5)+1 =
(a+; B)+1=S(a+; B) = a+; S(8), da + assoziativ ist.

4. Sei lim(f). Dann ist |JS = 8 und daher a4+ f = sup{a + £|§ < B} =

sup{a+; €|E< B=a+; S
O]

Ist + kommutativ? Nein. 1 + w = w # w + 1. Das bekannte + auf den
natiirlichen Zahlen, + N (w X w), hingegen ist kommutativ.

Definition 2.4. Wir definieren die ordinale Multiplikation: (a) - := otp(f X
a, R) mit der Relation

(EmRE ) o <&V E=EAn<n)).
(b) Fiir jedes « definieren wir induktiv iiber On:
Q-5 0= O,

a- (S(B) =a-if+a
a-; A=sup{(a-; p)|p € A}, fir im(N).



Axiomatische Mengenlehre WS 2015/16 19

Wir stellen uns das Produkt « - 8 so vor, dass wir jeden Punkt von 8 durch
eine Kopie von « ersetzen. Die a-Kopien haben die gleiche Ordnung wie «, die
unterschiedlichen a-Kopien sind entsprechend ihrer Position in § geordnet.

Lemma 2.5. Das Assoziativgesetz fir -. Yo, B,y(a- (B -7) = (a- B) - 7).

Lemma 2.6. Das in Definition[2.]] (a) definierte - erfiillt die (eindeutig bestim-
menden) Eigenschaften von -; aus der Definition (b). Die beiden Definitionen
ergeben also dieselbe definierbare Operation - auf On x On. Wir schreiben nur
noch -. Wir haben also zu zeigen

1. a-0=0,

2. a-1=aq,

3. a-SB)=a-B+a,

4. lim(B) = o+ B =sup{a- | < B}

Lemma 2.7. Das Rechts-Distributivgesetz fir -. Vo, B,v(a- (B +7) = (a- ) +
(e 7).

Warnung: Auch - ist nicht kommutativ, und das Distributivgesetz gilt nur
von rechts.

2vw=wH#w - 2=w+uw,
1I+1) w=w#w+w.

Auf den natiirlichen Zahlen jedoch ist - kommutativ, und daher folgt aus
dem Lemma [2.7] auch das volle Distributivgesetz.

2.2 Die ordinale Exponentation

Raume endlicher Folgen

Definition 2.8. (a) A" ={f|f:n—> A} ={fePnxA)|f:n— A}.
(b) A< = U{A" |n € w}.

Behauptung 2.9. Die Existenz von A™ und von A<Y kann auch ohne das
Potenzmengenaxiom hergeleitet werden.

Beweis. Man fithrt Induktion {iber n und braucht n Beweisschritte fiir die
Begriindung von A”.

Wir zeigen also nun Vn € w3iyVs(s € y <> s: n — A). Wir kiirzen Vs(s €
y < s:n — A) mit p(n,y) ab. Induktion: Fiir n = 1 ist y = A. Schritt von n
nach n + 1: y = A" =2 A" x A. Die Existenz von A" und A hat man schon
nachgewiesen. Das Produkt existiert nach der Argumentation von Lemma [1.6
Wir haben sogar Vn € w3lyp(n,y). Daher konnen wir die Existenz von A<“ nun
aus dem Ersetzungsaxiom folgern. O

Definition 2.10. (zg,...,zp—1) ist die Funktion s: n — {zo,...,x,_1} mit
s(i) =x; furi <n

xo,x1), doch es erfiillt dieselben Zwecke. (zg,z1) =

(
{<O7 :L’0>, <17 $1>} = {{{O}a {07 xo}}, {{1}7 {17 xl}}}

Bemerkung 2.11. (xg,x1) #

{H{zo}, {zo, 211} (20, 21)



20 Kapitel 2. Ordinalzahlarithmetik

Definition 2.12. Fiir Funktionen s,¢ so dass dom(s) = « und dom(t) = 8
defininieren wir die Zusammenhdngung oder Konkatenation s”t von s und t wie
folgt: dom(s™t) = a+ S, (s't) | a = s und (s't)(a+ &) =t(§) fur £ € 5.

Schliefflich gibt es noch eine ordinale Exponentiation, die wie die anderen
Operationen auch, auf den natiirlichen Zahlen mit der bekannten Exponentation
iibereinstimmt. Mit Behauptung lasst sich in der Definition [2.13] auch in Teil
(a) auf das Potenzmengenaxiom verzichten. In Teil (b) beruft man sich sowieso
nur auf die Existenz von Kreuzprodukten.

Definition 2.13. (a) exp,,4(c, ) := otp({f € P(Bx a)|f: B = a, f(y) =
0 fiir alle bis auf endlich viele v}, R) mit der Relation

fRg < 3y <B(f I Iv+1L,B) =g [v+1L,BA (V) <9(7)
(b) Fiir jedes « definieren wir induktiv tiber On:

exp;(a,0) =1,
expi(a, S(ﬁ)) = eXpi(aa /3) @,
exp(, ) = sup{exps(a, B) | 8 € A}, fir lim(}).

Lemma 2.14. Das in Definition[2.15 (a) definierte exp,,q erfillt die (eindeu-
tig bestimmenden) Figenschaften von exp; aus der Definition (b). Die beiden
Definitionen ergeben also dieselbe definierbare Operation exp,,q auf On x On.
Wir schreiben nur noch exp,,,;. Wir haben also zu zeigen

1. expyq(@,0) =1,

2. eXpord<a7 1) =,

3. eXpord(a’ S(ﬁ)) = eXpord(aa B) nQ,

4- hm(/B) - expord(avﬁ) = Sup{expord(aag) |§ < ﬂ}

Beweis. Induktiv iiber 3. O

Wir schreiben nun kurz o fiir exp,,4(c, 3).

Satz 2.15. Satz von der Cantor’schen Normalform . Zu jedem v < expy,q(c, 3)
gibt es B> B, > Bp1 > -+ > By und x; < a so dass

T+ AP, 4 050 .

Beweis. Wieder induktiv iiber 5. Wir fithren den Nachfolger-Induktionsschritt
durch: Sei v < exp,,q(a, S(B)). Falls v < exp,.q(a, 8), sind wir nach Induktions-
voraussetzung fertig. Andernfalls gibt es eindeutig bestimmte d < o und 7 < o,
so dass v = af - d 4 r. r lasst sich nach Induktionsvoraussetzung schreiben als
r=Y"qa%. x; fir geeignete n, f; < B und z; < a, i < n. Wir setzen diese
Darstellung fiir r ein und erhalten eine Darstellung von - von der gewiinschten
Art.

Im Limesschritt 8 ist nichts zu zeigen, da jedes v < exp,,4(c, #) schon kleiner
exp,,q(a, B') ist fir ein B’ < 8. O
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Bemerkung 2.16. Die Abbildung, die f: f — a mit f(5;) = z; firi =0,1,...,n
und f(B") = 0 sonst, den Wert o -z, + a1 -z, 1 +- - -+ 0P - 2y zuordnet, ist
ein Isomorphismus zwischen ({f: 8 — «| f(y) = 0 bis auf endlich viele v}, R)
und (o, €).

Lemma 2.17. Va, 3,7:

1. expord(a7 6 + ’7) = expord(a’ ﬁ) : expord(av 7)'
2. eXpord(a¢ B : ’7) = expord(expord(aa /3)7 7)

Warnung

Beachten Sie, dass die ordinale Exponentiaton nicht das ist, was man gewhnlich
im Unendlichen unter Exponentiation versteht. Gewohnlich steht das Hochstellen
fiir die kardinale Exponentation. Es ist exp(2,w) = w # 2¥. Wir werden die
Ungleichung im Kapitel iiber Kardinalzahlen beweisen.

Bemerkung: Mit der Cantor’schen Normalform zu Basis o = w kann man in
ZFC beweisen, dass Goodsteinfolgen gegen 0 konvergieren. Kirby und Paris[19]
zeigten, dass diese Tatsache nicht aus der Peano-Arithmetik folgt.

2.3 Die Peano-Arithmetik

Sei nun 7 = {0,1,+,-,5,<} mit Konstanten 0,1, der einstelligen Nachfolger-
funktion .5, den zweistelligen Funktionen + und - und der zweistelligen Relation
<.

Definition 2.18. Die Robinson’schen Axiome Q sind in der Sprache .Z(r)
abgefasst und sagen folgendes:
S1. Va(Sz # 0).

S2. VaVy(Sz = Sy — =z =vy).

L1. VaVy(z < Sy <> = < y).

L2. Vz(z £ 0).

L3. VaVy(z < yVax=yVy<ux).
Al. Vz(x + 0 = z).

A2. VaVy(x + Sy = S(x + y)).
MI1. Vz(z - 0 = 0).

M2. VaVy(z - Sy = x -y + x).

Die Robinsonsche (nach Raphael Robinson) Theorie Q ist endlich axiomati-
sierbar und erblich unentscheidbar. [34]

Definition 2.19. Die Peano-Arithmetik kurz PA, erhalt man, indem man zu
Q fir jede Formel ¢, die moglicherweise zusétzlich zu x weitere freie Variablen
enthalt, das folgende Induktionsaxiom hinzufiigt:

(P(0) AVz(p(x) = (S2))) = Vap(z),

Die Peano-Axiome sind ein rekursiver Teilausschnitt von Th(N, +,-,0,1, <)
und sind eines der subsystems of second order arithmetic. In der Untersuchung
von Beweiskraft spielt die Peano-Arithmetik eine wichtige Rolle. Ein Standard-
werk zu diesem Thema ist [31].
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Kapitel 3

Kardinalzahlen und einfache
Kardinalzahlarithmetik

Nun stellen wir uns eine noch bescheidenere Klassifikationsaufgabe: Wir méchten
alle Strukturen mit keiner einzigen Relation (und keiner Funktion und keiner
Konstanten) klassifizieren. Zwei solche Strukturen sind isomorph, gdw es eine
Bijektion zwischen ihren Trégermengen gibt.

Definition 3.1. Seien A, B Mengen.
1. Wir sagen A ist schmdchtiger als B und schreiben A < B gdw es eine
Injektion von A nach B gibt.
2. Wir sagen A ist dquivalent zu B oder mit B gleichmdchtig, und schreiben
A ~ B gdw es eine Bijektion von A auf B gibt.
3. Wir sagen A ist echt schmdchtiger als B und schreiben A < B gdw A < B
und A 4 B.

Satz 3.2. (ZF~ — P). Der Satz von Cantor, Schrider, Bernstein, hier mit dem
Beweis von Dedekind 1887.

A<BANB=A— A~B.

Beweis. Dies wird mit Spiegeln gezeigt. Seien f: A — B und g: B — A beide
injektiv.

Wir setzen Cy = A\ rge(g) und Cpy1 = ¢” f"C,,. (Siehe Abbildung
[der néchsten Seite])

Nun definieren wir h: A — B durch

— f(l') T € Un w Cn?
M) = { 7 1(@) 24\ Uper Cu

Dies ist wohldefiniert, da = € rge(g), wenn x ¢ Cj.

Wir zeigen zunichst, dass h injektiv ist: Sei x # 2’ gegeben. Wenn 2’ und z
im selben Arm der Fallunterscheidung liegen, dann ist nichts zu zeigen, da f
injektiv ist, und ¢ funktional ist, also g~! immer injektiv ist.

Sei also x € Cp, and 2’ € U,,, Crn. Dann ist f(z) € f”Cy,. Andererseits ist
h(z") = g1 (a') & f"Cn, denn sonst wire 2’ € ¢" f"'Cyy = Crpi1.

23
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A B

f//CO

g'f"Co=Cr N

Abbildung 3.1: (Beweis vom Satz von Cantor, Schroder, Bernstein.) Kopien von
A sind Ellipsen, Kopien von B Rechtecke. Die schraffierten Bereiche links sind Cy
und C;. Das Muster setzt sich in der Mitte ins Unendliche fort. Elemente aus den
schraffierten Bereichen werden von A mit f, Elemente aus den nicht-schraffierten
Bereichen mit g~! abgebildet.

Nun zeigen wir, dass h auch surjektiv ist. Sei y € B. Falls y € U,,,, ["Ch, so
ist y € rge(h) als Bild eines Elements im ersten Arm der Fallunterscheidung. Falls
y & Upew f"Cray 50 ist g(y) & Uy, Cry1. AuBerdem ist g(y) & Co = A\ rge(g),
sodass h(g(y)) = g~ (g(y)) =y ist. O

Geschichte des Cantor-Schroder-Bernstein-Satzes: Vorgeschlagen wurde der
Satz von Cantor, doch Cantor verwendete AC zum Beweis. Ernst Schroder
kiindigte den Satz 1896 an, und verdffentlichte 1898 einen unvollsténdigen
Beweis. 1898 verdffentlichte Felix Bernstein in einem Buch von Borel den ersten
vollstdndigen Beweis ohne Benutzung des Auswahlaxioms.

Spéter stellte sich heraus, dass der Satz schon 1887 von Richard Dedekind
bewiesen worden war.

Definition 3.3. Wenn A wohlgeordnet werden kann, dann sei
|A| = min{a|a ~ A}
die Mdchtigkeit oder Kardinalitit (power, size, cardinality) von A.

Konvention. Wir verwenden |A| nur fiir Mengen A, die wohlgeordnet werden
konnen. Unter AC sind dies alle Mengen.

Frage: Wieviele a mit a ~ A gibt es fiir ein festes A?
Beispiel: @ ~ a + 1, indem man aus 1 + o = « eine (natiirlich nicht
ordnungserhaltende) Bijektion von o und a+1 baut. Ahnlich zeigt man o ~ a+a.

Definition 3.4. « ist eine Kardinalzahl gdw |a| = a.

Nach Definition von |« ist also V3 < |a|(8 # «).

Konvention. k, \, i, v ... werden bevorzugt fiir Kardinalzahlen genommen, «,
B, 7y ... fir Ordinalzahlen.
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Lemma 3.5. |o| < < a— || =]af.

Beweis. f C v also f 2 a. a ~ |a| C 3, daher a@ < 5. Nach dem Satz ist
also a ~ ( und somit |a| = |3]. O

Lemma 3.6.
1. Vnew (n ¢ n+1).
2. Vn € wa (o ~n — a=n).

Beweis. 1. Induktiv. 0 ¢ 1. Annahme, n ~ n + 1 mit einer Bijektion g. Dann
betrachten wir g~!(n) € n und wihlen eine Bijektion h: n — n, so dass
h=Y(g7'(n)) = n—1. Dannist goh: n — n+1 bijektiv und goh|(n—1): n—1 —n
bijektiv, im Gegensatz zur Induktionsvoraussetzung.

2. n ist nach Teil 1. eine Kardinalzahl, Also folgt aus a ~ n, dass a > n.
Doch wenn o > n + 1 wére, dann wiirde folgen a > n + 1, im Widerspruch zur
Voraussetzung o ~ n und zum Teil 1: n o n + 1. O

Lemma 3.7. Jeder Limes von Kardinalzahlen ist eine Kardinalzahl.

Beweis. Sei o = sup{«; |7 € I}, und seien die «; paarweise verschiedene Kardi-
nalzahlen. Nach einer eventuellen Umordnung seien die «; echt aufsteigend
in der kardinalen Skala < gewéhlt, und sei I selbst eine Ordinalzahl (da
{ai]i € I} € On und daher wohlgeordnet ist, braucht man hierzu AC nicht).
Sei also I = 3, und sei a; < «j fiir i < j < . « ist eine Ordinalzahl nach
Lemma [I.25] Teil 2. Da nach eben demselben Lemma « die kleinste Ordinalzahl
grofler als alle o ist, ist jedes o < a schon < q; fiir ein 7 € 8. Aber dann ist
o < a;p < a1 < a,also o # «a. Daher ist « eine Kardinalzahl. O

Korollar 3.8. w und alle n, n € w, sind Kardinalzahlen.

Definition 3.9. A heifit endlich (finite) gdw |A| < w. A heilit unendlich
(infinite) gdw |A| > w A heit abzdhlbar (countable) gdw |A| < w. A heifit
tiberabzdihlbar (uncountable) gdw |A| > w.

Bemerkung 3.10. Aus ZFC — P kann man die Existenz einer tiberabzdhlbaren
Menge nicht herleiten. Wir werden spéter sehen, dass die Menge H(w;) der
erblich abzédhlbaren Mengen (siehe hierzu und zusammen mit der
e-Relation ein Modell von ZFC — P ist.

3.1 Die kardinalen Operationen & und ®

Definition 3.11.
L. k@ A= |k x {0} UXx {1}].
2. K@= |k X Al

Lemma 3.12.
1. KEA=ADR=|k+ A
2. KQA=AQ K =|k- Al

Lemma 3.13. Vnom<wn®m=n4+m<w, mIn=m-n < w.
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Beweis. Man zeigt induktiv iiber n, dass Vm < w(m + n < w), und, dass
Vm < w(m -n < w). Dann folgt der Rest aus Lemma Teil 2. O

Lemma 3.14. Jede unendliche Kardinalzahl ist eine Limesordinalzahl.

Beweis. Sei a unendlich. Dann ist @« ~ o+ 1. Da a < a + 1, ist a + 1 keine
Kardinalzahl. O

Da Kardinalzahlen auch Ordinalzahlen sind, kann man auf der Klasse der
Kardinalzahlen Induktion iiber € fiihren. Dies wird im folgenden Satz getan.
Man beachte, dass zwischendurch nicht kardinale o vorkommen.

Satz 3.15. (Hessenberg, um 1900) ZF~ — P. Fir jede unendliche Kardinalzahl
IStk K =K.

Beweis. Induktiv iiber k. Gelte die Behauptung schon fiir alle unendlichen Kar-
dinalzahlen A < k, und sei x unendlich. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung,
bzw. fiir endliche o nach Lemma [3.13] fiir alle « < &,

la X o] = o] ® |a| < k.

Nun definieren wir eine Wohlordnung < auf x x x, mit der Eigenschaft, dass
jedes Element weniger als k viele Vorgéanger hat. Wir definieren (siehe hierzu
auch Abbildung (3.2 auf der néchsten Seite)):

max(y,0)
max(y,0) Aa <)
max(y,0) Aa=~vA B <9)

(a, B) < (v,0) gdw max(a, 3) <
V (max(c, 3)
a, B)

V (max(a,

Man tiiberlege sich, dass dies tatséichlich eine Wohlordnung definiert. Jedes
(o, B) € kX kK hat nun weniger als k viele Vorgénger: Sei dazu v = max(a, 8)+1 <
k. Es gilt nun pred(k X &, (o, 8),<) C v X 7, also auch |pred(k x &, («, 5),<)| <
|7 x 7|. Nach Induktionsannahme ist |y x | < &.

Da <« eine Wohlordnung ist, in der alle Vorgdngermengen von Méchtigkeit
echt kleiner  sind, ist otp(k X k,<) < k. Also ist |k x k| < k.

Da aber andererseits natiirlich |k x k| > & ist, folgt somit kK ® kK = k. O

Satz 3.16. Fir unendliche k, \ ist
1. K& X =Kk ® X =max(k, ).
2. |k<¥| = k.

Beweis. 1. Dies ergibt sich aus folgender Ungleichungskette:
max(k,\) < KO A < k® X < max(k, \) ® max(k, \) = max(k, A).

2. Aus Satz erhalten wir durch f({«, 8)) = otp(pred(x X &, («, 5),<),<)
eine Bijektion f: k X k — k. Fiir n = 0 sei go: {0} — & beliebig. Fiir n = 1 sei
g1: k — K die Identitét.
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(0%

Abbildung 3.2: (Wohlordnung auf k£ x k.) Auf den gewinkelten Linien ist das
Maximum jeweils gleich. Elemente aus x x x werden zunéchst nach dem Maximum
sortiert, Elemente auf weiter auflen liegenden Linien sind also grofler als die
auf den weiter innen liegenden Linien. Auf einer Linie wird entlang der Pfeile
sortiert, die Pfeile zeigen dabei in Richtung der gréferen Elemente.

Wir definieren nun induktiv iiber 2 < n < w Bijektionen g,: k™ — k durch

gnr1(ar, . any1) = f({gnlar, ... an), angr)).

Danach definieren wir eine Injektion h: |J K™ = w X Kk durch

n<w
h(ag,...,an) = (n,gn(ag, ..., an)).
Daraus folgt [x<¥| < w ® Kk = K. O

Wir sehen also, dass wir durch Vereinigung und Produkte zweier Mengen
keine Mengen bekommen, die grofier als die Ausgangsmengen. Auch die end-
lichen Folgen in einer Menge bilden keine gréfiere Menge. Wir nehmen nun
das Potenzmengenaxiom hinzu und betrachten die Gréfle der Potenzmenge
P(z) ={y|y C x} von x.

Den folgenden Satz (fiir w) zeigte Cantor am 7.12.1873, und dieser Beweis
gilt als die Geburtsstunde der Mengenlehre.

Satz 3.17. ZF~. Der Satz von Cantor. x < P(x).

Beweis. Sei f: x — P(x). Wir zeigen, dass f nicht surjektiv ist. Dies geniigt,
denn es ist x < P(z), und wenn auch P(z) < x wire, dann gébe es nach dem
Satz von Cantor Schroder Bernstein eine Bijektion, also zumindest eine
Surjektion von x auf P(x). Wir bilden

u={ycz|lyé& fy)} € Px).

Dann gibt es kein y € x, so dass f(y) = u: Denn wére f(y) = u, dann hétte
many € u+y & f(y) = u. O
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Nun folgert man (mit AC), dass [P(z)| > |z|. Es gibt also insbesondere
iiberabzéhlbare Kardinalzahlen.

Dieses kann man auch ohne AC, aber nun natiirlich mit dem Potenzmengen-
axiom herleiten. Die Idee im Beweis ist dabei, dass wir die Elemente einer
unendlichen Ordinalzahl « zu einer Ordnung der Lénge § umsortieren kénnen,
wann immer |a| = || ist. Da ,,Umsortierungen“ von « durch Elemente von
P(a x «) gegeben sind, kénnen wir mit dem Ersetzungsaxiom zeigen, dass die (3
mit |3| = |a| eine Menge bilden. Da es klassen-viele Ordinalzahlen groBer a gibt,
kann es also keine grofite Kardinalzahl geben. Wir fithren dies nun sauber aus:

Satz 3.18. (Hartogs, 1906) ZF~. Va3k(k > a A k Kardinalzahl)

Beweis. Sei a > w, denn fur endliche « gilt der Satz schon nach Lemma [3.6]
Wir bilden die Menge

W ={R € P(a x a)|{(«a, R) ist eine Wohlordnung}.
Nach dem Ersetzungsaxiom ist dann auch
S ={otp(4, R) [ (A, R) € W}

eine Menge. S ist eine Menge von Ordinalzahlen, und hat daher ein Supremum
sup(S), das eine Ordinalzahl ist.

Zunéchst ist sup(S) € S, da Vg € S(B+1 € S). Auerdem folgt aus dieser
Argumentation, dass sup(S) > .

Wir behaupten nun, dass sup .S eine Kardinalzahl ist:

Wenn sup(S) keine Kardinalzahl wére, so wéire |sup(S)| < sup(S). Es
gibt daher eine Wohlordnung R auf « so, dass |sup(9S)| < otp(a, R). Also ist
|sup(S)] < |a|. Mit a < sup(S) folgt insgesamt |a| = | sup(S)|.

Wir finden daher eine Bijektion f: o — sup(.S), und definieren damit eine
Wohlordnung Rg auf o durch yRgsy' < f(v) < f(7'). Da otp(«, Rg) = sup(S),
folgt sup(S) € S, Widerspruch zu sup(S) ¢ S. O

Definition 3.19. ZF .
1. a® = |a|T ist die kleinste Kardinalzahl > .
2. k heifit Nachfolgerkardinalzahl gdw Ja < k(k = a™).
3. k heifit Limeskardinalzahl, gdw k # w und k keine Nachfolgerkardinalzahl
ist.

Definition 3.20. N, = w, wird durch transfinite Induktion iiber « deﬁniertﬂ
1. No =Wy = W,
2. N1 = Wat1 = (Na)Jrv
3. Ry =wy = U{Ra |a < A} fiir lim(N).

Lemma 3.21.
1. Jedes N, ist eine Kardinalzahl.
2. Jede unendliche Kardinalzahl ist ein X, fir ein .
3. Ist a < 3, 50 ist N, < Ng.

IN ist der erste Buchstabe des hebraischen Alphabets und wird ,,Aleph“ gesprochen.
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4. Ny ist eine Limeskardinalzahl <> « is eine Limesordinalzahl. N, ist eine
Nachfolgerkardinalzahl <+ « is eine Nachfolgerordinalzahl.

Beweis. Man zeigt 1. und 3. zusammen durch Induktion tiber . Fiir den Limes-
schritt hat man dann schon Lemma wenn man die Induktionsvoraussetzung
von den Aussagen 1. und 3. unterhalb des Limes hat. Auflerdem liefert jenes
Lemma auch, dass die Limeskardinalzahl gréfler als alle fritheren ist.

2. Zeigt man durch transfinite Induktion entlang On. Die Aussage folgt dann
unmittelbar aus der Definition der R-Operation.

4. Die Aussage stimmt auch fiir die dritte Klasse in der Trichotomie (Limes,
Nachfolger, 0): Ry und 0 sind auf beiden Seiten die einzigen Elemente der dritten
Klasse. Induktiv folgt nun die Behauptung fiir die Nachfolgerordinalzahlen aus
(Na)+ = Ny+1. Ebenso folgt die Behauptung fiir die Limesordinalzahlen aus Teil
3. und der Rekursionsbedingung N5 = sup{®, | o < 0} fiir lim(6). O

Lemma 3.22. ZFC™. Aus Surjektionen kann man Umkehrungen auswdéhlen
(die dann, wie alle Umkehrungen, injektiv sind). Formal: 3f: x — y surjektiv,
impliziert 3g: y — x injektiv.

Beweis. Seien (z,r) eine Wohlordnung auf x. Dann definieren wir

g9(y) = min, ((f~)"{y})- O

Bemerkung 3.23. Es gilt (ohne AC) 3f: P(w) — w; surjektiv. Aber (mit Forcing
kann man dies zeigen) es gilt: Wenn ZF widerspruchsfrei ist, dann gibt es Modelle
von ZF, in denen es keine injektive Funktion von w; nach P(w) gibt. Ohne das
Auswahlaxiom l&sst sich das Lemma also nicht beweisen.

Lemma 3.24. ZFC™. Sei k > w. Gelte fir alle a < k, | Xao| < k. Dann ist
‘Ua<n Xa’ S K.

Beweis. Sei F = {{f|f: Xo — & injektiv} |a < k}. Wegen der Annahme von
AC kénnen wir uns F in der Form h = {(o,{f | f: Xoa — & injektiv})|a < k},
also wohlgeordnet vom Typ &, aufschreiben.

Nun gibt es wieder nach AC eine Auswahlfunktion auf F, also, zusammenge-
setzt mit h, ein g: kK — |JF so dass fir a < &

g(a) : X, — k injektiv.
Dann gibt es folgende Injektion:

g: UXa—>I<JX/i,

a<k

die durch
9(z) = (o, g(a)(2))

definiert ist, wobei o = min{ < x|z € X3}. Schliellich kann man nach § noch
eine Injektion h: k X kK — k (nach Satz [3.15)) anwenden. O
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Lemma [3.24) ist in der Umkehrung eine Verallgemeinerung des Schubfach-
prinzips auf unendliche Mengen: Hat die Vereinigung von k vielen Mengen
Maéchtigkeit grofler als k, so ist schon eine der Mengen der Vereinigung von
Maéchtigkeit grofier k.

Eine wichtige Anwendung des Lemmas [3.24] in der Logik, Algebra, Topologie
und Modelltheorie ist der sogenannte ,absteigende Satz von Léwenheim und
Skolem* (zweistockiger Hausbesitzer).

Hierzu definieren wir

Definition 3.25. Eine n-stellige Funktion auf A ist f: A" — A fiir n > 0 und
f e Afirn=0. BC A heiit unter f abgeschlossen gdw f”"B"™ C B fiir n > 0
und f € B fiir n = 0. Eine endlichstellige Funktion ist eine n-stellige Funktion
fiir ein n < w.

Wenn S eine Menge endlich-stelliger Funktionen auf A ist, und B C A ist,
dann ist der Abschluss von B unter S die C-kleinste (wir miissen uns in diesem
Fall iiberlegen, dass das Minimum existiert und auch das kleinste Element ist)
Obermenge von B, die unter allen f € S abgeschlossen ist.

Man mache sich klar; C = \{D|B € D C A A D S-abgeschlossen} ist
selbst S-abgeschlossen, daher existiert der Abschluss. Es wird ja, da A selbst
S-abgeschlossen ist, nicht der Durchschnitt iiber eine leere Familie gebildet.

Wie klein kénnen Abschliisse sein?

Satz 3.26. ZFC™. Sei B C A, |B| = k unendlich. Sei S eine Menge endlich-
stelliger Funktionen auf A, und sei |S| < k. Dann hat der Abschluss von B
unter S auch Mdchtigkeit < k.

Beweis. Fir f € S und D C A definieren wir

f*xD= f"D™  wenn f n-stellig, n > 0,
{f} wenn f O-stellig.

Wenn nun |D| < k, dann ist |f * D| < k, da |k"| = k nach Satz
Nun definieren wir induktiv {iber n < w Mengen C, durch

CO:B’
Cnp1 = Cn U J{f *Cn| f € S}

Induktiv iiber n folgt aus Lemma dass |Cy| < k.

Wir sehen, dass C,, := |, ¢, Cn S-abgeschlossen ist, denn fiir k-stelliges
fe€Sund (ci,...,c;) € C, gibt es ein n < w so, dass (c1,...,c,) € CFist. Es
ist dann f(cq,...,cx) € Cpt1 C C,,.

Nun zieht man noch einmal AC und das Lemma heran, um |C,| < k
herzuleiten. (Selbst wenn alle bis auf w der X,’s im Lemma leer sind,
braucht man zu dessen Beweis AC.) Da C,, eine Obermenge von B ist und
S-abgeschlossen ist, folgt das zu zeigende. O

Nun kommen wir zu einem Untergebiet, das bis heute zahlreiche ungeloste
Probleme birgt:
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3.2 Kardinale Exponentiation

Definition 3.27. ZF~. (AP =)BA = {f € P(AxB)| f: B — A} ist die Menge
aller Funktionen von B nach A.

Definition 3.28. ZFC™. k* = | /.

Der eingeklammerte Teil der ersten Definition fiihrt also zu einer doppelten
Definition von £* und manchmal zu kleinen Unstimmigkeiten. Wir werden daher
die Schreibweise A bevorzugen. Aber in der Literatur ist die andere ebenso
gebréiuchlich.

Lemma 3.29. ZF~. VA > wVk(2 < k < A = 6 ~ 22~ P(X))

Beweis. Mit charakteristischen Funktionen zeigt man *2 ~ P()).
Weiter ist 22 < 2k < X < P(A x A\) ~ P(A\) ~ *2, wobei in der Mitte
Satz [3.15 benutzt wurde. O

Lemma 3.30. ZFC™. Seien k, \,0 Kardinalzahlen. Dann ist
1. K97 = A @ K.
2. (k)7 = kA®7,

Beweis. Ohne AC ist fiir BNC =1

Z3U(714 ~ Z3[4 % (7147
C(BA>NC><BA' n

Definition 3.31. AC. 2¢ = w; ist die Kontinuumshypothese, CH (continuum
hypothesis). Va(2“* = wqy41) heift die allgemeine Kontinuumshypothese, GCH
(generalized continuum hypothesis).

Godel zeigte 1938: Wenn ZFC konsistent ist, dann auch ZFC + CH. Cohen
zeigte 1963: Wenn ZFC konsistent ist, dann auch ZFC + —CH. Die Kontinuums-
hypothese ist also unabhéngig von ZFC.

Konfinalitdten (cofinalities)

Definition 3.32. f heifit konfinale Abbildung von « nach g gdw f: a — 3

und V3’ < 30 < a f(a') > ', also wenn das Bild von f durch kein 8’ < 3
konf

beschrankt wird. Wir schreiben f: o = f.
Definition 3.33. cf(5) = min{a[< 8] |3f: a — [ konfinal} heifit die Konfina-
litdt von f.

Fir f =a+1ist f: {0} — £, mit f(0) = a konfinal. Also ist cf(f) = 1. Die
Konfinalitat ist also nur fiir Limeszahlen von Interesse.

Das folgende Lemma sagt, dass wir immer eine streng monoton wachsende
konfinale Funktion cf(8) — § finden kénnen.

Lemma 3.34. VG 3f: cf(5) kont BYE < <ctf(B)(f(&) < f(n)).
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Beweis. Sei g: cf(5) konf B eine konfinale Abbildung. Wir definieren f: cf(5) —
6 induktiv durch

f(n) =sup({g(n)} Usup{f(§) +1[& <n}) <pB.

Da cf(/) minimal ist, wird das Supremum nicht vor cf(3) den Bildbereich
ausschopfen. (Dies stimmt sogar fiir den degenerierten Fall cf(3) = 1.) O

Lemma 3.35. Seilim(«) und sei f: « konf B streng monoton (so wie im vorigen
Lemma). Dann ist cf(a) = cf(B).

Beweis. cf(8) < cf(a), da es h: cf(a) — « konfinal gibt, und foh: cf(a) — 8
ebenfalls konfinal ist. (Hier benotigt man, dass f streng monoton ist.)

Sei g: cf(8) — f konfinal. Dann ist h: cf(8) — « definiert durch h(§) =
min{n | f(n) > ¢g(§)} konfinal, da f streng monoton und konfinal ist. Also ist h
ein Zeuge fiir cf(a) < cf(f). O

Korollar 3.36. cf(cf(3)) = cf(8).

Beweis. Nach dem vorigen Lemma, da nach dem vorvorigen Lemma ein f: cf(5) —
0, das streng monoton und konfinal ist, existiert. O

Definition 3.37. Eine Limeszahl 8 heifit reguldr, wenn cf(3) = B. Ist cf(5) < 3,
so heifit 8 singuldr.

Lemma 3.38. Wenn 8 requldr ist, dann ist 8 eine Kardinalzahl.

Beweis. Wir nehmen an, § ist Limes und keine Kardinalzahl. Dann existiert
ein @ < B und eine Surjektion f: o — B. Surjektionen sind aber insbesondere
konfinal, also ist cf(5) < a <  und 3 singulér. O

Lemma 3.39. w und alle cf(B) sind reguldr.
Lemma 3.40. ZFC~. Fliir jedes unendliche r ist kT reguldr.

Beweis. Annahme: cf(k™) < k. Dann sei f: k — T konfinal. Dann ist k1 =
U{f(&) | € < k}. Da fiir alle € < &, f(&) < kT, gilt |f(€)] < &, also ist nach dem
Lemma (das AC benutzt) | U{f(€) | € < k}| < kK, also ist U{f (&) |€ < k} #

O

kT, im Widerspruch zur vorigen Zeile.

Bemerkung 3.41. Con(ZF) — Con(ZF + cf(w1) = w).
Offen: Con(ZF) — Con(ZF 4 alle Kardinalzahlen haben Konf. < w)?

Lemma 3.42. Wenn lim(a) dann ist cf(R,) = cf(a).

Bewets. Fiir Limeszahlen « ist N[a: « kont R, konfinal und streng monoton. Mit
Lemma [3:35] folgt die Aussage. O
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Gibt es reguldre Limeskardinalzahlen N,7 Fiir diese muss X, = « sein, denn
cf(Ry) = cf(a).

Man kann also mit einer Iteration probieren, zu einem Fixpunkt der N-
Operation zu gelangen:

oo = Ro,
Opn4+1 = Nana
o, =sup{R,, |n < w}.

Dann ist o, = R,_,. Aber nun ist cf(o,) = w. Pech. Da reguldre Limes-
kardinalzahlen trotz des fehlenden Existenznachweises (sie gehdren zu den
sogenannten , groflen Kardinalzahlen“ [I8]) dennoch eine ungeheuer wichtige
Rolle spielen, definiert man:

Definition 3.43.
1. k heiBt schwach unerreichbar (weakly inaccessible) gdw k eine regulire
Limeskardinalzahl ist.
2. AC. k heiit stark unerreichbar (strongly inaccessible) gdw r > w regulér
ist und

VA < k2N < k.

Nach dem Satz von Cantor ist jede stark unerreichbare Kardinalzahlen auch
schwach unerreichbar.

Lemma 3.44. ,Das Lemma von Kionig* Julius Konig, 1905. ZFC™. Sei k eine
unendliche Kardinalzahl. Sei cf(k) < . Dann ist

Ii>‘>/-$.

Beweis. Sei f: A —  konfinal. Sei g: k — *x. Wir zeigen, dass ¢ nicht surjektiv
ist. Sei h: A — k gegeben durch

h(a) = min(x\ {g(p)(@) [ < f(@)})-

Dann ist h & rge(g). Denn, angenommen h = g(u). Dann nehmen wir «, so
dass f(a) > p. Dann ist g(p)(a) # h(a), also h # g(p). O

Korollar 3.45. ZFC. VA > w(cf(2*) > \).

Beweis. (2M)* = 22, Wenn \ > cf(2}) wire, wire die rechte Seite echt grofer
als die linke. O

Lemma 3.46. ZFC™ + GCH. Seien k, A\ > 2, und sei A unendlich.
1. k <\ —= =21,
2. cf(k) <A< Kk — k) =kT.
3N < cf(k) = Pk = UPala < k) und [Pal < (max(a,\)t < k).

Insbesondere ist dann k™ = k.
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Beweis. 1. Wir haben 2* < gt < A} < (2M)* = 22, Mit 2* = AT (wegen GCH)
folgt das zu zeigende.

2. Es gilt einerseits £* < k* = 2% = k1 und andererseits mit dem Lemma
von Konig k* > k™.

3. Sei f € *k. Da A < cf(k) ist, ist sup f”A = a < k und f € *a. Wir haben
Pa| < [max(he) max(\, )| < max(\, a)t < k. Insgesamt folgt

/1/\:|)\I€|:|U{>\Oé’0é<h‘/}’§|I€X/€|:I€ O

Definition 3.47. ZFC™.

1. (ASF =)<BA—F>4 — J{*A|a < BY.
2. KA =g

Definition 3.48. AC. Durch transfinite Rekursion iiber On wird die 3-Operation
(Beth-Operation) definiert. Sei x eine unendliche Kardinalazahl:

1. Jo(k) = k.

2. Jari(k) = 270,

3. Js(k) =sup{3a(r)| o <} fiir lim(9).

GCH ist also VeVa(R, (k) = Ja(k)).



Kapitel 4

Clubs und stationare Mengen.
Satze von Fodor, Solovay und
von Silver

Fiir den folgenden Abschnitt sei k eine tiberabzahlbare Kardinalzahl mit cf(x) >
w. Alles in diesem Abschnitt wird in ZFC™ geschlossen.

Definition 4.1.
1. C C k heiBit abgeschlossen (in k) gdw Va < ksup(C Na) € C, falls
CnNna#.
2. C C k heifit unbeschrinkt (in k) gdw Vo < k35 € C(5 > «).
3. C C k heifit clubﬂ (von closed und unbounded) (in ) gdw C abgeschlossen
und unbeschrankt ist.

Die Abgeschlossenheit entspricht gerade der Abgeschlossenheit im topologi-
schen Sinn, wenn man s mit der Ordnungstopologie, erzeugt von den Intervallen
(o, B) ={y € k|a <y < S} fir a < f < kK, versieht.

Jeder Endabschnitt von x ist ein Club. Wenn A C k unbeschriankt ist, dann
ist die Menge der Hédufungspunkte von A, acc(A) = {a < k|a =sup(ANa)}
ein Club. Man zeigt die Unbeschranktheit durch eine aufsteigende w-Folge und
nutzt cf(k) > w.

Wenn & eine Limeskardinalzahl ist, dann ist {a < x|« Kardinalzahl} ein
Club nach den Lemmata und

Lemma 4.2. Der Durchschnitt zweier Clubs ist ein Club.

Beweis. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen. Seien C, D Clubs. Sei v < k. Wir wéhlen induktiv aufsteigende Folgen
()i<w und (5;)i<w von Elementen grofer v mit a; € C'und 3; € D fiir alle i < w.
Die Elemente der Folgen sollen sich dabei wie ein Reissverschluss verzahnen:

Yy<ay<fr<ar <[ <a....

Dann ist sup{e; |i < w} =sup{fi|i <w} =0 <kund 6 € CND, da C und D
abgeschlossen sind. O

"Wir verwenden ,,club“/,Club“ sowohl als Substantiv wie auch als Adjektiv.

35
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Lemma 4.3. Der Durchschnitt von weniger als cf(k) (vielen) Clubs ist ein
Club.

Beweis. Induktiv iiber p < cf(k). Fiir endliche u folgt die Behauptung aus dem
vorigen Lemma. Sei nun y unendliche Limesordinalzahl und (Cq )<, eine Familie
von Clubs in k. Das Lemma sei schon fiir alle o < p gezeigt. Da beliebige Schnitte
abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, reicht es die Unbeschréanktheit zu
zeigen. Sei dazu v < k vorgegeben. Wir definieren f: y — k durch

f(a) = min{e € ﬂ Cele > v,e >sup f"a}.
(<a

Nach Induktionsannahme ist ()¢, C¢ club, sodass hier nicht das Minimum einer
leeren Menge genommen wird. Dann ist v < sup{f(«) |a < p} =sup{f(a)|p <
a < pp € Cg (da p < cf(k)) fiir alle B < p, das Supremum liegt also in (5, Cp.

Fall u = 8 + 1, folgt der Induktionsschritt aus dem vorigen Lemma. O

Definition 4.4. Sei (A, | o < k) € "P(k). Dann heifit

A(Ad)a<k ={a<k|ae ﬂ Ag}

B<a
der Diagonalschnitt (the diagonal intersection) von (A, |a < k).

Satz 4.5. Wenn k = cf(k) > w und Cy, a < k alle club sind, dann ist A\(Cy)a<r
club.

Beweis. Sei D = A(Cy)a<x- Zuerst zeigen wir, dass D abgeschlossen ist. Sei
B < « beliebig. Sei

a =sup(D N a)
=sup(DN(B,a)Na)
=sup(D N CsN (B,a)) € Cps.

Nun liest man dies fiir alle S gemeinsam.

Nun zeigen wir, dass D unbeschrankt ist. Wegen Lemma ist Np<a Cp
club fiir jedes a < k. Sei v < k gegeben. Wir definieren durch Rekursion iiber
w, frw — K durch f(0) =7, f(n+1) =min(Ng<rq) Cp N (f(n), k). Dann ist
sup{f(n)|n € w} € D. O

Definition 4.6. Eine Teilmenge S von k, die jeden club schneidet, heifit statio-
ndr (in k).

Beispiele. Da der Schnitt zweier Clubs wieder club ist, ist jeder Club stationér.
Da Clubs unter Limiten von Folgen abgeschlossen sind, ist S = {a < k| cf(a) =
w} immer stationdr. Ist c¢f(k) > wy, ist S ein Beispiel fiir eine stationdre Menge,
die nicht club ist. Da Endabschnitte von Kardinalzahlen club sind, sind alle
stationdren Mengen unbeschrinkt. Es gibt aber auch unbeschrankte Mengen,
die nicht stationér sind, z. B. N = {& < k| a ist Nachfolgerordinalzahl}.
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4.1 Das Lemma von Fodor

Satz 4.7. Das Lemma von Fodor, oder das pressing down lemma, 1956. Sei k =
cf(k) > w. Sei S C k stationdr. Sei f: S — K regressiv, d.h., Va € S(f(a) < «).
Dann ist f auf einer stationdren Teilmenge (in k) von S konstant.

Beweis. Die Vereinigung von < cf(k) (vielen) nicht stationdren Mengen ist nicht
stationdr. Der vorige Satz sagt also aus, dass die Diagonalvereinigung nicht
stationdrer Mengen N, nicht stationéar ist, wobei die Diagonalvereinigung durch

V(Ng)a<k ={a < k|la e U Ng}
B<a

definiert ist. Wenn also jedes (Ng)¢ Obermenge eines Club ist, dann ist (V(Ng)a<k ) =

{a < kla & Upgea Ngt = {a < kla € Ng<a(Ng)°} nach dem vorigen Satz
Obermenge eines Club.

Nun ist aber S = V(Aa)a<s = {77 € Uy Aa} fiit Ay ={B € S| f(B) =
a} stationar. Also muss ein A, stationér sein. O

Der Satz von Fodor ist scharf im folgendem Sinne: Ist N C & nicht stationér,
so finden wir immer eine regressive Funktion f: N — & fiir die f~!”{a} fiir alle
a < K beschrankt ist. Sei dazu C ein Club mit C' N N = (). Dann definieren wir
f: N = k durch f(a) =sup(anC). es gilt f(a) < a, dasup(anC) e C\ N,
also < « sein muss, da o € N ist.

4.2 Disjunkte stationdre Mengen

Stationdre Mengen sind , grofle“ Mengen, da sie jeden Club schneiden. Im
Vergleich zu Clubs sind sie jedoch etwas ,kleiner“: Wahrend der Schnitt zweier
Clubs immer club ist, kénnen wir durchaus disjunkte stationire Mengen finden.
Das folgende Resultat liefert uns sogar (unter AC) « viele disjunkte stationére
Teilmengen von einem regularen :

Satz 4.8. Solovay (1971). Sei k = cf(k) > w. Dann ldsst sich k in k (viele)
disjunkte stationdre Mengen zerlegen.

Beweis. Sei S ={a € k| cf(a) = w}. S ist stationdr in &.

Nun wéhlen wir mit AC zu jedem « € S eine aufsteigende Folge (6%)i<., die
gegen a konvergiert.

Sei w < B beliebig. Dann gibt es zu aw € S\ (8 + 1) ein n(a) < w, so dass
52‘( @) > 5 ist. Nun nehmen wir den Satz von Fodor fiir die regressive Funktion,

die jedem a € S\ 8, n(a) < w zuordnet, und erhalten ein ng so dass

Rg ={a e S\ pB|n(a)=ng}

stationar ist.
Doch nun ist auch die auf Rg definierte Funktion o — 67 regressiv, und es

gibt daher ein §° und Sg C Rg, Sp stationér in x, so dass fiir o € S, 5?{[3 =68
ist.
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Da 6”7 > (3 ist, kann man diesen Prozess nun mit 5, = 6 statt 8 wiederholen
und erhilt §%1 = B > B; und so weiter. Man startet immer mit S, nicht mit
einem der Rz oder Sg. Man iteriert den Prozess fiir i < . Bei den Limesschritten
nimmt man Suprema der ;. Alle 3; bleiben dabei unterhalb x, da man ja bei
Schrittnummer ¢ < x in der Iteration ist und cf(k) = & ist.

Wir haben nun also die folgenden Objekte:

e Eine Folge (8;)i<x mit §; < B; < k fiir alle i < j.

e Fiir jedes 8 = f3; in der Folge eine stationdre Menge Sg, ein ng € w und
ein 0% € k, mit der Eigenschaft, dass fiir a € Sp gilt: 57% =67 > 3.

Man hat also mit {f;|¢ < k} = I eine Menge der Méchtigkeit k. Diese
lasst sich durch die Funktion 8+ ng in w Teile zerlegen, auf denen ng jeweils
konstant ist. Nach dem Schubfachprinzip [3.24] gibt es daher ein n < w und ein
J C I mit |J| = & so, dass fiir alle ; € J, ng, = n ist.

Wir zeigen nun, dass die Sg fiir 8 € J paarweise disjunkt sind: Seien dazu
B#[ €J. Esseiae Sgund o € Sg. Es gilt, da ng =n =ng:

on=on, =0 #8" =oy =o
Da 82 # 6%, ist auch a # o, somit ist S5 N Sz = 0.

Schliefllich vervollstdndigt man die Zerlegung durch Hinzufiigen der Menge
Srest = £\ (Uges S8) 20 Spin(s)- Dann ergibt die Vereinigung aller Sg, 8 € J,
ganz k. Also sind die stationdren Mengen paarweise disjunkt und ergeben
vereinigt ganz k, und dies sind gerade die Eigenschaften einer Zerlegung. [

Bemerkung 4.9. Man kann auch jede stationdre Teilmenge S von & ihrerseits in
 stationdre Teilmengen zerlegen unter denselben Voraussetzungen. Dies werden
wir hier nicht beweisen.

Bemerkung 4.10. Es gibt ZF-Modelle, in denen club in w; = stationér in wy, in
denen also der club-Filter {X C w;3C(C club und C' C X)} ein Ultrafilter ist.
Der Gebrauch von AC is also kein Luxus. Fiir x > w; gibt es allerdings auch
ohne AC immer disjunkte stationdre Mengen in x. Kénnen Sie welche benennen?

Korollar 4.11. Jedes k von tberabzihlbarer Konfinalitat lisst sich in cf(k)
disjunkte stationdre Mengen zerlegen.

Beweis. Sei f: cf(k) — & konfinal, stetig und monoton. Seien S,, o < K, wie
im vorigen Satz ein Zerlegung von cf(x) in disjunkte stationire Teilmengen von
cf (k). Dann ist fiir jedes a, f” S, stationér in x: Denn sei D ein Club in . Dann
ist wegen der Monotonie und der Stetigkeit von f auch f~D ein Club in cf(k).
Aber da f~1"D N S, # 0 ist, ist auch D N S, # 0. O

4.3 Der Satz von Silver

In diesem Unterabschnitt beweisen wir zum ersten Mal einen Satz, dessen Beweis
nicht ganz so kurz ist. Jack Silver verdffentlichte diesen Satz 1974, und dieses
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ZFC-Ergebnis war ein Durchbruch. Denn in jener Zeit grofier Forcing-Euphorie
war eher das Gegenteil vermutet worden: dass man im Rahmen des Lemmas
von Konig und der Monotonie die Kardinalzahlexponentiation durch Forcing
»frei einrichten“ kann. Fiir 27, k regulér, zeigt man mit FEaston-Forcing, dass
jeder Verlauf der Exponentiationsfunktion in diesem Rahmen in einem Modell
von ZFC realisiert werden kann.

Satz 4.12. Silver [30]. Sei k eine singuldre Kardinalzahl und sei cf(k) > w. Sei
E ={p < rk|2¥ = pt} stationdr in k. Dann ist 2% = k™.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir ein wenig Theorie zu fast disjunkten
Familien.

Definition 4.13. Sei S C k unbeschrankt in x. Zwei auf .S definierte Funktionen
f und g heiflen fast disjunkt (almost disjoint) wenn es ein ay < k gibt, ab dem
sich die Funktionen vollstdndig unterscheiden, d. h. fir a > ag mit a € S gilt
f(a) # g(a). Eine Familie von auf S definierten Funktionen heifit fast disjunkt,
wenn je zwei Funktionen aus der Familie fast disjunkt sind.

Bemerkung 4.14. Ist F eine Familie fast disjunkter Funktionen auf S und ist
S’ C S unbeschrankt, so ist die Abbildung f — f|U auf F injektiv und das
Bild dieser Abbildung ist eine fast disjunkte Familie. Insbesondere ist ein f € F
schon durch f[U eindeutig bestimmt.

Die Grofle fast disjunkter Funktionen ist stirker beschrinkt als nur durch
die Grofle des umgebenden Funktionenraums:

Lemma 4.15. Sei k eine singuldre Kardinalzahl mit Konfinalitit A = cf(k)
und zusdtzlich X\ < k = 2<F. Sei e: X\ — K eine normale (d. h. streng monotone,
konfinale, stetige) Funktion. Es sei weiter S C \ stationdr und fir o € S sei
By, eine Menge von Kardinalitit < ko = e(a).

Dann hat jede fast disjunkte Teilmenge von [[,cg Ba die Mdchtigkeit < k.

Beweis. Sei F fast disjunkt. Da C = {a < A| lim(a)} club in A ist, ist auch
lim(S) := SN C C S stationdr in A. Dann ist {f | im(S)|f € F} nach
Bemerkung auch fast disjunkt und gleich gro wie F. Daher bestehe ohne
Einschrankung der Allgemeinheit S nur aus Limesordinalzahlen. Auflerdem sei
B, = Kq, was man durch Bijektionen erreichen kann. Sei f € F. Dann ist
f(a) < Kq, und, da lim(a) und e normal, f(a) < kg, fiir ein B, < o. Wir
setzen g(a) = fo < a. Fodors Lemma, angewandt auf g liefert ein Sy C S, Sy
stationdr in A und ein 3, so dass fiir alle « € Sy f(a) < kg. f [ S¢: Sp = B
bestimmt f innerhalb der fast disjunkten Familie immer noch eindeutig. Wir
haben also eine injektive Abbildung von F nach J{Tu|T C A\, u < k}, gegeben
durch f — f[Sy. Es gilt fir T'C X und p < &:

|TM| — ,LL|T| < MA < Qmax(u)\) < <K — 4

und somit
FI<|UnITC A n<n <nodorn=s O
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Im Beweis von Silvers Satz bendtigen wir folgende Aussage tiber fast disjunkte
Mengen, die sich aus dem vorangegangenen Lemma ergibt:

Satz 4.16. Seiw < A = cf(k) < k = 2<% und e: A\ — Kk normal. Sei Sy C A
stationdr und sei Vo € Sp|Aq| < KL mit ko = e().

Dann hat jede fast disjunkte Teilmenge von [],eg, Aa hdchstens die Mdch-
tigkeit k.

Beweis. Wir nehmen an, dass A, = k. Sei Fj eine fast disjunkte Teilmenge
von [[,eg, Aa- Wir definieren <, auf Fy durch

f <ectub g ¢ 3C club Va € Sy N C(f(a) < g(a)).

1. <gup ist eine Halbordnung: Sie ist irreflexivm, da Sop N C # ( fiir jeden
Club C. Sie ist transitiv, da der Schnitt zweier Clubs ein Club ist.

2. Fiir jedes g € Fy gilt |{f € Fo| g £etup [} < k. Wenn g £cqup f, dann ist
{a € Sy|g(a) < f(a)} U(A\ Sp) nicht die Obermenge eines Clubs. Also
ist S ={a € Sy|f(a) < g(a)} stationdr. Da Fy fast disjunkt ist, sind
f € Fy schon durch f [ S eindeutig bestimmt. Sei Fs ={f € Fy|f [ S €

[aes g(a)}

Nach dem vorigen Lemma mit B, = g(a) ist |Fs| < k. Es ist {f|g Zclub
f}=U{Fs|S C Sy, S stationir}. Daher ist |{f|g £cub f} <22 @k = k.

Der Satz folgt nun sofort aus dem folgendem Lemma, angewandt auf die
Halbordnung (Fo, <club)- O

Lemma 4.17. Sei (P, <p) eine Halbordnung auf P mit

vp € Pl{g € Plp #£p g} <.
Dann ist |P] < k™.

Beweis. Wir schreiben P, = {q € P|p £p q}. Wir wenden Zorns Lemma an
auf die induktive Halbordnung

({f:(5,€) = (P,<p)|d € On, f streng monoton}, C)

mit der Erweiterung von Funktionen als Halbordnungsrelation C.
Wir erhalten eine maximale Einbettung fy: dg — P einer Ordinalzahl nach
P. Dann gilt wegen der Maximalitét:

Vg € Pda < (50f0(0() {p q.

Also ist P = Ugy<s, Pro(a)- Es ist fola] C Pryq) fiir o < do. Also ist [f[a]| < &
und daher auch |a| < . Dies gilt fiir alle o < dp, somit ist |dp| < xT. Insgesamt
ist

|P| < |60 @K < KT, O

Wir konnen nun den Satz von Silver beweisen:
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Beweis. Es sei k singulir mit cf(k) > w und E = {u < k|2 = '} stationér
in k. Wir wollen zeigen, dass 27 = k™ ist.
Es sei dazu e: cf(k) — k eine normale Funktion. Wir schreiben x, fiir e(a).
Wir definieren
S ={a<cf(k)| ko € E}.

Dies ist stationér als Urbild einer stationéren Menge unter einer normalen
Funktion: Wire C' C cf(k) club in cf(x) mit CNS = 0, so wiire C" = {kqo | € C}
als Bild eines Clubs unter einer normalen Funktion club in x und es wiirde
C' N E = () gelten. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass E stationar
ist.

Wir definieren nun eine fast disjunkte Familie der GroBe 2% in [],cq P(ka)-
Sei hierzu fir A C k:

fa=(Ankq|a€S) e [] Plka)

aesS

Fir A # B C k gibt es ag so, dass AN ke, # B N kg, ist. Dies gilt dann
auch fiir alle @ > agp, wir haben also fir o > «p, dass fa(a) # fp(a). Die
Familie F' = {f4| A C x} ist also eine fast disjunkte Familie von Grofie 2%. Da
|P(ka)| = K7 ist, konnen wir Satz mit A, = P(kq) anwenden und erhalten
26 = |F| < k™. O
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Kapitel 5

Das Universum L der
konstruktiblen Mengen

5.1 Definierbarkeit

Wir stellen nun das Goédel’sche Universum L der konstruktiblen Mengen vor.
Wir folgen lose Devlins Buch [6].

Definition 5.1. X C (M, €) heifit definierbar in (M, €) mit Parametern in M
gdw es eine Formel ¢(vg,v1,...,v,) € Z(€) und ay,...,a, € M gibt, so dass
v
X ={ao € MI(M, €) |5 o[ “lo<iznl}-
1
Def(M) = Def(M,€) = {X C M | X definierbar in (M, €) mit Parametern in M }.
Definition 5.2. Die Klasse L wird definiert durch:

Lo=10
Lo+1 = Def(Ly),
Ly = U{La |« < A} fir Limesordinalzahlen A,

L :U{La\a € On}.

Wir mochten zeigen, dass diese Hierarchie im folgenden Sinne absolut defi-
nierbar ist: Sei ZF* die Teiltheorie von ZF, bei der das Ersetzungsschema und
das Aussonderungsschema auf Formeln mit héchstens 1000 Zeichen beschrénkt
wirdE] Wie mochten die folgende Eigenschaft garantieren:

Wenn M und N transitive Mengen sind und sowohl (M, €) und (N, €) Mo-
delle von ZF* sind, dann soll fiir alle « € M NN, LM = LY sein. Hierbei ist LY
die Interpretation der Definition von L, in M. Diese sogenannte Relativierung
einer Definition von V auf einen kleineren Tréger (der eine definierbare Klasse
oder eine Menge sein kann) werden wir auch prézisieren.

!Das so definierte Fragment ZF* ist endlich. Nach dem Gédel’schen Unvollsténdigkeitssatz
kénnen wir nicht erwarten, Modelle von ganz ZFC zu finden. Wie wir spéter jedoch sehen werden,
finden wir von endlichen Fragmenten Modelle. Wir wéhlen nun unser endliches Fragment einfach
so grof}, dass alle Sdtze die wir benotigen gelten.

43
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Dies fiihrt uns zu den Themen Definierbarkeit und Absolutheit.
Zuerst zeigen wir, dass die Relation y = Def(z) eine spezielle syntaktische
Form hat.

5.2 Die Lévy-Hierarchie

Definition 5.3. Die Menge der Ag-Formeln ist die kleinste Formelmenge, die
die atomaren Formeln = € y und =y (« und y freie Variablen) enthélt und
unter =, A und eingeschrankter Quantifikation Vx € y abgeschlossen ist: Wenn
@ eine Ag-Formel ist, dann ist Va € yp eine Ag-Formel.

Definition 5.4. Die Lévy-Hierarchie der £ (€)-Formeln. ¥y = Iy = Ag. Eine
>n+1-Formel ist eine Formel von der Form dz; ... dx,, mit einer II,-Formel
. Eine II,;1-Formel ist eine Formel von der Form Vz;...Vx,p mit einer
Yn-Formel ¢.

II,,-Formeln sind also gerade die Negate von ¥,,-Formeln.
Proposition 5.5.

(a) Seien M,N transitive Mengen (oder Klassen), sei p(z1,...,%,) €ine
Ag-Formel und seien a1, ao,...,a, € M N N. Dann gilt

M):@(alv"’aan) gdle:SO(ala"'aan)‘

(b) Seien M C N transitive Mengen (oder Klassen), sei o(x1,...,Ty) eine
>1-Formel und seien ai,ao,...,a, € M. Dann gilt

M E p(a,...,a,) impliziert N |= p(aq,...,ap).

(c) Seien M C N transitive Mengen (oder Klassen), sei o(x1,...,xy) eine
111 -Formel und seien ay,as,...,a, € M. Dann gilt

N E p(aq,...,an) impliziert M = p(aq, ..., ay).

Beweis. (a) Durch Induktion iiber den Aufbau von ¢. Der interessanteste Fall
ist o =V € yy. Wenn M |V € arp, dann gilt wegen der Transitivitat von M,
M = ¢(b) fir alle b € a. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann N |=(b) fiir
alle b € a, und daher N |= Vz € aip(z). Die Umkehrung folgt aus der Symmetrie
von N und M. (b) und (c) werden ganz dhnlich bewiesen. O

Wir méchten nun eine Formel konstruieren, die die Eigenschaft ,,x ist transitiv
und y = Def(z)“ ausdriickt. Dies verlangt eine Kodierung dieser Eigenschaft in
der Mengenlehre analog zur Kodierung in der Arithmetik im ersten Godel’schen
Unvollstédndigkeitssatz. Zunéchst kodieren wir .Z(€)-Formeln durch natiirliche
Zahlen wie folgt:
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Hierbei nehmen wir wieder injektive berechenbare Funktionen (...), z.B.
<a’ b> — 9a+1  3b+1 1pq <(I, b, C> — 9a+1  gb+1  getl

Definition 5.6. Nun definieren wir die Teilmenge der ¢ € N, die Codes fiir eine
Formel sind: Sei

b(hyi)=h:i+1—2
Angi(hU)::1e+

I, 0 < j
(4 =10,k 0)v
j=(1,k,0)V
(J=(2,k, ) Nh(k)=1Ah(£) =1)V
(7 =(3,k) ANh(k) =1))V
j=A

)
(= (4,k,0) AB(L) = 1))

Nun sei

@Formel(i) — Hh(d)(h, Z) VAN h(l ,
@%ormel(i) = Vh(w(hﬂ) - h(l) = ]-)7

~—
I
—_

1 (h, 1) beschreibt, dass h die charakteristische Funktion der Codes < i ist.
Dadurch ist das h, fiir das ¥ (h, ) gilt, schon eindeutig beschrieben. Daher ist
i € w genau dann Code einer Formel ist, wenn @rorme1 () bzw. ¢ me (4) gilt.

Bemerkung: ¢ (h, ) ist fast Ag.

Definition 5.7. Die Axiome der sogenannten basic set theory, BS, sind die
folgenden: Extensionalitdt, Paarmengen, Vereinigungsmengen, Unendlichkeit,
die Existenz von kartesischen Produkten, ¥o-Komprehension.

BS wird verstéirkt nach den Mathias’ Arbeiten [25] zu BST'.

Definition 5.8. Sei F eine Teilmenge von ZFC. In dieser Definition muss F
nicht unbedingt endlich sein.

(1)  Eine Formel p(x1, ..., xy,) heifit absolut (genauer: absolut fir transitive F-
Modelle) gdw fiir alle transitiven F-Modelle M C N und zy,...,z, € M
gilt:

M E o(z1,...,2,) gdw N = (21, ..., 25).

(2) Eine Formel o(z1,...,2,) ist Ay in F, geschrieben Af gdw es eine
Y1-Formel ¥ und eine I11-Formel y gibt, fiir die:

FFeoe Y& x.

Proposition 5.9. Jede AT-Formel ist absolut fiir transitive F-Modelle.
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Beweis. Sei p(z1,...,1,) eine Af-Formel. Wir withlen ¥1- und II;-Formeln, die
dies bezeugen: F - ¢ <+ ¥ <+ x. Wenn M C N transitive F-Modelle sind und
ai,...,an, € M, dann impliziert M = ¥ (as,...,a,) N E ¥(a1,...,a,), da ¥
¥p ist. AuBerdem impliziert N = x(a1,...,a,) auch M = x(ay,...,ay), da x
II; ist. Da in beiden Modellen ¢ dquivalent zu ¢ und zu y ist, gelten also beide
Implikationen auch fiir ¢. O

Beobachtung 5.10. Wir haben: @rormel st X1 und Oy me € 1 und BST' -
PFormel < Plrormel- PFormel hat also eine AlBST/—Deﬁmtion.

Wir erwdhnen eine fiir Anwendungen niitzliche Folge des Ersetzungsaxiomes
und des Satzes iiber die von Neumann’sche Hierarchie:

Satz 5.11. ZF. Das Kollektionsprinzip. Wenn ¢(x,y) eine Relation definiert
und Yx3yp(x,y), dann gibt es fir jedes a ein b, so dass VY € a3y € bp(x,y) In
Symbolen

Veyp(x,y) — YaIbVz € aTy € bp(z,y).

Hierbei sollen die Variablen a und b nicht als freie Variablen in ¢ vorkommen.
Beweis. Angenommen, Yx3yp(x,y). Wir definieren f(z) = min{a |Jy € V,,V =
o(z,y)} Nach dem Ersetzungsschema und dem Satz von von Neumann gibt

es eine Ordinalzahl 3, so dass fiir alle x € a gilt f(z) < 8. Also Vx € aJy €
Vap((x,y)), wie gewiinscht. =

Nun moéchten wie eine Formel konstruieren, die die folgenden Relation
ausdriickt

(z,€) = ¢(f0),..., f(n))

fiir Formeln o(vy, ..., v,) mit Code i und f: i — x, die die Belegungen beschrei-
ben. In einer Formel mit Code 7 kommen hoéchstens die Variablen vy, ..., v;-1
vor, und f(4) ist die Belegung der Variablen v;. Fiir jedes x sei Seq(z) die Menge
der endlichen Folgen von Elemente aus .

Definition 5.12. Wir definieren eine Formel ¥ (i, z, g), die ausdriickt, dass g
die charakteristische Funktion der Paare (3, s) ist mit j < ¢ Code einer Formel
@, s: 1 — x einer Belegung, und (z, €) = ¢(s(0),...,s(i — 1)).

\Il(z',a;,g) = @Formel(i)
Ag: (i4+1) x iz — 2

/\(Vj <iVs €'z g(j,s) =1«

((PFormel(j) A E”{,‘, L < J

(7 =1(0,k, ) N s(k) € s(l))Vv wj ="vp € v ¢
(= Lk, 0) As(k) = s(€))V wj = "op = v
=2k O Ng(k s)=1Ng(ls)=1)V i ="K A
(J=3.k)Nng(k,s) =0)V i ="

(j = (4, k, O)A ] = "Vugpe

Vs' € "z((Ym < i(m # k — s'(m) = s(m)))
= g(t,s) =1))))
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Wir definieren ,,(z, €) erfillt die Formel Nummer i zusammen mit der
Belegung f“:

Gert(i, 2, f) = 3g: (1 4+ 1) x ‘& — 2(¥(i,z,9) A g(i, f) = 1)
oue(i,z, f) =Vg: (i +1) x 'z = 2((i,2,9) = g(i, f) = 1)

Beobachtung 5.13. BST' b get <> ©%, und in der Tat wird fir die Herlei-
tung der Aquivalenz wieder nur ein wenig mehr als “basic set theory” benutzt
(Genaueres findet sich in Mathias’ Arbeit [25]).

Exkurs: Wir kénnen obige Herleitungen auch fiir (V, €) anstelle von (z, €)
ausniitzen und erhalten:

Satz 5.14. Definierbarkeit der 3, -Erfillung. Fir jedes n gibt es eine Formel
OC((1,5), so dass folgendes gilt: Wenn i = "¢ und ¢ eine ¥,,-Formel und s

eine Funktion auf i sind, gilt in jedem BST'-Modell M

M ’: ((I)grf(i73) A ¢<S<0)’ ce S(i - 1)))

Falls n =0, so ist ®° (i, s) eine APST -Formel. Falls n > 0, ist ®7,(i,s) eine
Yn-Formel.

Beweis. Sei zunéchst n = 0 und ¢ eine ¥g-Formel. Es sei ¢ = "¢ . Es ist
Yo = Ay, nach Proposition [5.5| gilt daher V = ¢(s(0),...,s(i — 1)) genau dann,
wenn T = ¢(s(0),...,s(i — 1)) fur ein transitives T mit s(0),...s(i)) € T gilt.
Wir definieren also

@Y (i,5) = IT(T transitiv A s: i — T A Qe (i, T, 5)).

Da Ag-Formeln nach Proposition [5.5]in einem transitiven T erfiillt sind, genau
dann, wenn sie in jedem solchen T erfillt sind, ist die Formel dquivalent zu

VT ((T transitivA s: i = T) — @er(i, T, 8)).

Da @erf eine Aj-Formel ist, ist also @grf(i, s) eine Aj-Formel.

Der allgemeine Fall folgt nun durch Induktion iiber den Aufbau der Ausdriicke
(die ja in ¢ kodiert sind). Es sei ¢ eine 3,4 1-Formel mit Godelnummer ¢ und nach
Umnummerierung der Variablen sei ohne Einschrankung ¢ = Jug - - - Jug—¢" mit
¢ einer 3,-Formel. Es sei i/ = "¢'7. Wir definieren

O, s) =3t(t: k — VA= (7, t°(s](7' \ k))).

erf erf
Im Falle n = 1 l4sst man das Negatszeichen weg und kommt von einer A;-Formel
@0 (i, 5't) zu einer ¥q-Formel ®. (i, s) O

erf erf

Der Satz gilt stufenweise fiir jedes n, und es kénnen nicht alle n zusammen
in einem Satz beschrieben werden, wie folgender Satz zeigt:

Satz 5.15. Tarski. Es gibt keine Formel ®e(i), so dass fir jeden Satz ¢ gilt

BST' F ®eut(Tp7) > 0.
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Beweis: Andernfalls betrachte man die Formel (i, 7) = = ®er(Ti(7)7) mit der
Indizierung ;, so dass "¢;(vg)" = i, wenn i Gédelnummer einer Formel ist,
sonst setze ¢(i,7) = 7 Pert(0). Sei nun ig = "y (vo, vo) ' und ¥ = p(ip, ip). Dann
haben wir

BST' + ®er(T97) <> ¢(i0,70) <> = Pert(Tpip (10) ) > = Pert(Tp(i0,70) ) > =P (T 7).

Widerspruch.
Dasselbe Argument kann auf jede rekursive Theorie, die BST' umfasst, an-
gewendet werden. O

Die Definierbarkeit der ¥,, Erfiillung fithrt nun zu Reflexionsprinzipen.

Definition 5.16. M <,, V und in Worten , M ist ein X, -elementares Submo-
dell“ von V gdw fur jede X,,-Formel ¢(vg, ...,v;) und alle ag,...,ar € M

M = ¢(ag,...,ar) < V Ep(ag,...,ax).

Satz 5.17. Der Reflexionssatz ([16, Exercise 14.21], [17, Ezercise 13.16]). ZF.
Fiir jedes n gilt:
ZF -Ya3B > aVs <, V.

Beweis. Fiir n = 0 ist die Behauptung klar, da ¥y-Formeln absolut sind: Jedes
V., ist transitiv, und daher V,, <o V. Angenommen, die Behauptung gelte fiir n
und « sei eine Ordinalzahl. Wir méchten ein 8 > « finden, so dass Vg <11 V.
Nach Induktionsannahme konnen wir zu jedem o’ ein > o’ wahlen, so dass
Vg <n V.

(pr | k € w) zéhlt alle IT,,-Formeln auf, so dass jede Formel unendlich oft
vorkommt. Diese Aufzédhlung sei rekursiv, also wieder durch eine einzige Formel
beschreibbar.

Nun definieren wir induktiv iiber £ ein Zahl 8. By = a. Fiir a € Vg, sei

Br+1(a) = min{s > Bi | 3z € V3 Vi = vi(a, x)) < Jzpi(a, z)) A Vg <, V}

Dann sei Fj11(§) = sup{fr+1(a)|a € Ve} und Bry1 = Frp1(Br) und g =
U{Bk | k € w} Wir zeigen V3 <,,41 V.

Sei a € Vg und sei ¢ = Jz1p(z,a) und ¢ sei II,, und 9 = ¢, fiir unendlich
viele k.

V| Jxy(a, z) <
V5k+1(fl) ': 3.%1/)(6_1,, ac) A V,Bk+1(&) <, V&
Jx € Vp(fiir konfinal in 3 viele v gilt V, = (a,z) AV, <, V) <
Jz € V3V = ¢(a, x). O
Bemerkung 5.18. Will man von S zu B+ aufsteigen, indem man auch <,, mit
k erh6hen mochte zu <j, dann funktioniert der Beweis nicht mehr, nach dem

Satz von Tarski. Es gibt keine uniforme Beschreibung von < gleichzeitig fiir
alle k.

Nun beenden wir den Exkurs, der zur Bereitstellung von Ausgangsmodellen
fiir Forcingkonstruktionen sehr wichtig sein wird, und kehren zur Untersuchung
der Eigenschaften von L zuriick.
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5.3 Prazisierung der Operation Def(z,y) und Abso-
lutheit

Definition 5.19. Wir definieren die Formel ,y ist die Menge der definierbaren
Teilmengen von x* wie folgt:

Def(z,y) = Vz € y3i € wIs € ‘aVw € x(w € 2z > Pert(i, 7, (W) s) A ViVs €
ir3z € YWw € z(w € 2 < Yert (i, m, (W)"s)) Ay C P(x)).

Jedes z € y wird also durch eine Formel ¢ mit Nummer ¢ = "¢ ' und
Parametern s aus x definiert, d.h. z = {w € z | (z, €) | ¢(w, s(0),...,s(i—1))}.
Umgekehrt ist fiir jede Formel ¢ und alle Parameter ay, .. .a, € z die Menge
{wex|(x,€) E p(w,ag,...,a,)} Element von y.

Wir formen Vz € y3ze(z,y,z,w) um: Nach Satz gibt es zu jedem
x € y ein u(x) € V und auch insgesamt eine Funktion u: y — V, so dass
dies dquivalent ist zu JuVz € y3Iz € u(x)p(z,y,z,w) Nun ist u(zr) noch kein
schoner Formelbestandtteil. Aquivalent ist auch: JuVe € y3z; € udz € u(z =
(z,29) NIz € 29p(x,y, z,w)).

Definition 5.20. Ein Fragment ist eine endliche Teilmenge von ZFC.

Beobachtung 5.21. FEs gibt X1- bzw Il1-Formeln ¢ und 1, so dass fir ein
geeignetes Fragment F gilt: F - Def(x,y) <> ¢(z,y) <> ¥(z,y). Dies ist der Fall,
da aufgrund des aus ZF beweisbaren Kollektionsprinzips[5.1]] fir jede X1-Formel
@ auch die Formel Vx € yp dquivalent zu einer 31-Formel ist. Dehalb haben wir
sowohl eine X1 als auch eine I1;-Definition fir Def(z) = y. F soll von nun an
also den endlichen Teil von ZF enthalten, der zu diesem letztgenannten Beweis
fiir die in Def(x,y) beteiligten Formeln gebraucht wird. Dies sind nur endlich
viele Instanzen des Kollektionsprinzips [5.11]

Die folgenden Formeln sind absolut fiir Modelle von Ex, Ext. x € y, x = v,
x C y, x ist transitiv, y = [Jx und w = y X z, denn diese sind Ay.

Lemma 5.22. Die Figenschaft ,(x,<) ist eine Wohlordnung“ ist absolut:

Beweis. Mit dem Rekursionssatz, der Instanzen des Ersetzungsaxioms benutzt,
zeigt man: (z, <) ist eine Wohlordnung gdw

f: (z,<) = (o, €) fiir eine Ordinalzahl a,
gdw =3y C z(y # 0 A y hat kein <-minimales Element),

und so ist diese Eigenschaft Af fiir ein geeignetes endliches Fragment. O

Wir moéchten jetzt zeigen, dass die Definition der L-Hierarchie absolut ist.
Dies folgt aus dem folgenden allgemeinen Resultat: Eine partielle Ordnung ist
eine Struktur (X, <) mit einem reflexiven, antisymmetrischen und transitiven
<. Sie ist fundiert gdw wenn jedes nicht leere Y C X ein <-minimales Element
enthalt.

Y F-definierbare Funktionen sind schon Af-definierbar, da auch f(z) # y
»2F" _definierbar ist durch 3z(z # yA f(z) = z). Deshalb kann man im folgenden
Satz die Voraussetzung iiber die Definierbarkeit von g scheinbar abschwéachen
zu ,,g ist definierbar durch eine Ef—Formel.“
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Satz 5.23. A;-Induktionsprinzip oder Ai-Rekursionssatz. Angenommen, (X, <)
ist eine fundierte partielle Ordnung, G ist eine totale Operation und {y|y < x}
ist eine Menge fir jedes x € X. Wir nehmen an, dass (X, <) und die Operation
r— {y|y < x} und die Operation G definierbar durch AY-Formeln sind und
dass fiir diese Formel das Kollektionsprinzip in F beweisbar ist. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Funktion F auf X, so dass F A¥-definierbar ist und
fiir jedes x € X gilt
F(z) = G(F [{yly <z}).

Beweis. Wir zeigen, dass es fiir jedes x eine eindeutig bestimmte Funktion f,
auf {y |y <z} mit fo(y) = g(fz [ {z]2z <y}) fiir y <z gibt. Wenn nicht, dann
gibt es ein <-minimales x € X, fiir das dies scheitert. Wie bekommen dann wie
folgt einen Widerpruch: Annahme z sei minimal, so dass es zwei verschiedene f¢
géibe. Wir nehmen y < z minimal, so dass f1(y) # f2(y). Dann ist f1(z) = f2(z)
fir jedes = < y und daher £1(y) = g(f2 2] 2 < 9}) = 921z | 2 < u)) = F2(3)
Widerspruch.

Zur Existenz: Sei fy: {y|y < z} — V schon definiert fiir alle x < z und
wir wollen f, definieren. Wir nehmen f,(u) = f,(u) fir u < z und f.(z) =
g({(z, fz(x)) |z < z}). Dies ist die eindeutig bestimmte Funktion auf X, so dass
fir jedes z € X, f(z) =g(f [ {y|y < z}). Und f ist Ay in F:

F(z) =w gdw
Fh(Vy < xh(y) =g(h [ {z]z <y}) Ah(z) = w) gdw
FhJu(u=A{y|y <z} AVy € uh(y) =g(h I {z]z <y}) Ah(z) =w) gdw
Vhvu((u ={y |y <z} AVy € uh(y) = g(h [ {z]|2z <y})) = h(z) = w) gdw
Vh(Vy <z h(y) = g(h [ {z]|z <y}) = h(z) = w)

Korollar 5.24. Fir ein geeignetes endliches Fragment, das das Fundierungsaxi-
om enthdlt, gilt: Die folgenden Ausdriicke sind AT und sind absolut: vk(z) = o,
atfB=va - B=vundy= Ly.

5.4 Das Auswahlaxiom und die Kontinuumshypothe-
se in LL

Wir wiederholen die Definition der L-Hierarchie.
Lo=10
Lo+1 = Def(Ly)

Ly = U L, fir A Limes
a<A

L= |J L.

a€On

x ist konstruktibel gdw x € L, fiir eine Ordinalzahl «.. Dies wird durch ,,x € L*
abgekiirzt. L ist keine Menge, sondern eine echte Klasse. Unsere Untersuchungen
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der Absolutheit zeigt, dass die Funktion o +— L, absolut ist: Wenn M und N
transitive ZF~-Modelle sind, dann ist LY = LY.

Wir zeigen nun, dass L in einem gewissen Sinne ein Modell von ZF ist: Wenn
V ein Modell von ZF ist, dann ist LY = L ein Modell von ZF.

Definition 5.25. Fiir jede Formel ¢ definieren wir o™, die Relativierung von
o auf eine Klasse oder eine Menge M, wie folgt:

(zey) =(xey)

=y =(x=y)

(e Ap)M = (M A
(—p)M =M
(V)M =Va(z € M — oM).

Dann driickt o™ die Eigenschaft ,,¢ ist wahr in M* aus. Wir werden zeigen,
dass L ein Modell von ZF ist. Dazu benutzen wir eine Version des Reflexionssatzes
fir L:

Satz 5.26. Sei n beliebig. Dann gilt:
ZF-VodB > a Lg <, L

Beweis. Der Beweis ist der gleiche wie der Beweis des Reflexionssatzes [5.17] fiir
V. Eine noch allgemeinere Version findet man in [22, Theorem IV.7.5]. O

Satz 5.27. ZF F ©U fiir jedes Aziom ¢ in ZF.

Beweis. o ist fiir die meisten Axiome einfach zu iiberpriifen.

Fiir das Potenzmengenaxiom reicht es, geniigend weit in der L-Hierarchie
aufzusteigen: Sei x € L, und wir definieren P¥(z) als {y € L|y C 2}. Wie
miissen zeigen, dass PY(z) Element von Ly fiir ein 3 ist. Definiere die Funktion
f: P(x) — On wie folgt

fly) = min{y|y € Ly} fallsyeL
Y77 0 falls y ¢ L

Nach dem Ersetzungsschema gibt es eine Ordinalzahl 3, so dass rge(f) C 8 und
daher PL(z) C Lg und deshalb PL(z) € Def(Lg)) = Lg41.

Beim Beweis fiir Instanzen des Aussonderungsschemas miissen wir aufpassen,
da wir aus der Definition der Lg zunachst die Existenz von Mengen der Form
{x €ey|Lg = ¢(z,y,w)} € L erhalten. Wir benétigen jedoch, dass {x € y | L |=
o(z,y,w)} € L ist. Hier nutzen wir den Reflexionssatz Es sei a grofl genug,
sodass y,w € L. Sei ¢ eine ¥,-Formel. Mit dem Reflexionssatz erhalten wir
ein 8 > a mit Lg <, L. Es gilt nun:

{rey|LEp(yw}={recy|LsF p(x,y,w)} € Lo

Ersetzungsschema: Seien A, w1, ..., w, € L und sei ¢ eine Formel mit Va €
A3ly € Lp(x,y, w). Wir miissen zeigen, dass es Y € L gibt mit

Ve € Ady € Y(z,y,w). (5.1)
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Sei dazu « grofl genug, sodass A, wy,...wy € L. Wir benutzen wieder den
Reflexionssatz: Sei dazu Jyp(z,yw) in X, fiir ein n. Wir finden 5 > « mit
Lg <, L. Dieses Lg konnen wir als das Y in verwenden: Sei ¢ € A
beliebig. Nach Annahme gilt L |= 3yp(z, yw). Nach Wahl von Lg gilt dann auch

Lg = Jyep(z, y, w). O
Korollar 5.28. Sei V = L der Satz Vax(z € L). Wenn ZF konsistent, dann
auch ZF +V = L.

Beweis. Angenommen, ZF + V = L sei inkonsistent. Dann ZF - =V =L, da
ZF konsistent ist. Nach dem Satz, dass ZF F o fiir jedes Axiom ¢, beweist die

Relativierung des Beweises von ZF - =V = L auf L, dass ZF - =(V = L)L Wir
haben aber

(~(V=L)r==(V=0L)t=-(Vz(z e L))¥' = Va(zr e L - z ¢ LV).
was wegen L = L die Negation eines giiltigen Satzes ist. Widerspruch. O

Nun zeigen wir ein wichtiges Ergebnis. Die Hinzunahme des Auswahlaxioms
dndert die Konsistenz nicht:

Satz 5.29. (Godel, 1938) Wenn ZF konsistent ist, dann auch ZFC.

Beweis: Da ZF +V = L relativ konsistent zu ZF ist, folgt der Goédel’sche Satz
aus

Satz 5.30. ZF+V =L AC

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass es fiir jedes o eine Aj-Wohlordnung (Ly, <4 )
mit <, in L gibt. Wir beniitzen wieder den Satz von der A;-Definition durch
Rekursion. Wir definieren <, wie folgt

<0=®
<\ = U{<a | <A} fiir Limes A

<= <a-

a€On

Die Idee im Nachfolgerschritt ist, die Elemente von Lgi1 nach ihren Defini-
tionen zu ordnen.

Sei dazu “”x = |J"x die Menge der endlichen Folgen von Elementen von
x. Fir Nachfolgerordinalzahlen o = 8 + 1 betrachen wir zunéchst die folgende
Ordnung auf w x “~(Lg):

(i, (a1, ..., an)) <iex (J, (b1,...,bm)) gdw i < j oder
(i =7 An <m) oder

(i:j/\n:m/\<a1,...an> <15X <b17--

wobei <1§X die durch <g induzierte lexikographische Ordnung auf L} ist:

(a1,...an) <5 (b1,...,by) gdw Ik < nVi < ka; = b Aag <g by,

bn))
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Fir o € Lg sei Code(x) das <jex-kleinste (i, (a1,. .., an)), fir das x = {z €
Lg|Lg = ¢i(z,a1,...,an)}, wobei ¢; die Formel mit Godelnummer i ist und ¢
n + 1 freie Variablen hat. Nun definieren wir

x <gy1 Yy gdw (z,y € Lg und = <g y) oder
(x € Lg und y & Lg) oder
(z,y & Lg N\ Code(x) <iex Code(y)).

Da <jex eine Wohlordnung ist und Code injektiv, ist dies eine Wohlordnung
von Lgy1.

Nach der Ag-Definierbarkeit von @e(i, Lg, (2, a1, ..., ay)) ist die Funktion
x +— Code(x) Aj-definierbar. Daher ist die Funktion im Schritt von 5 auf g+ 1
in der Definition von <gy; Aj-definierbar nach dem Aj-Rekursionssatz [5.23] <
ist (A;)F-definierbar, und fiir alle 8 ist <g€ Lg,. < ist sowohl in V als auch
in L. eine Wohlordnung auf Lg. O

Nun folgt die relative Konsistenz der allgemeinen Kontinuumshypothese.
Satz 5.31. (Gadel, 19538) ZF + V =L+ GCH

Beweis. (auf der Basis der beiden folgenden Lemmata) Gegeben die beiden
Lemmata haben wir

Le

b33
2= [P()] S L R,

also den Satz von Godel iiber die Konsistenz der allgemeinen Kontinuumshypo-
these. O

Es geniigt zu zeigen
Lemma 5.32. Fir unendliche Ordinalzahlen « ist |Ly| = |o].

Beweis. Wir fithren Induktion iiber a: |L,| = w, da L, endlich ist fiir jedes
endliche n. Wenn a = 8+ 1, dann |Ly| = |Def(Ly)| < |w x “Z(Lg)|. Da
k<% = g fir unendliche &, folgt, dass “~ (k) die Kardinalitdt hochstens x hat.
Wir erhalten |“~(Lg)| = [“7(|Lg|) < |Lg| = |B|. Wir schreiben ® fiir die
kardinale Multiplikation. Der Nachfolgerschritt o = 4 1 ist nun fiir unendliche
B wie folgt: |3+ 1| = |a| < |Lo| <w @ |Lg| < |B] =8+ 1].
Fiir Limeszahlen ist |Ly| = |U{Lg |8 < A}| < [A[ @ |A| = |A]. O
C

Lemma 5.33. Wenn V = L und k unendliche Kardinalzahl, dann P(L)
L,+.

K

In diesem Beweis steckt viel Arbeit, da wir noch einige Dinge benétigen:
Den Satz von Léwenheim und Skolem, den Mostowski-Kollaps und das Konden-
sationsprinzip.

Definition 5.34. Seien 2, 8B 7-Strukturen. 25 ist eine elementare Substruktur
von 2, in Zeichen B < A gdw fiir jede Formel ¢ € Z(7) und alle a4, ...,a, € B

B E=plar,...,an) gdw A = p(al,...,an).
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Satz 5.35. Der Satz von Lowenheim und Skolem. Angenommen, 2 ist eine
unendliche Struktur mit Universum A in einer abzdhlbaren Sprache und x ist
eine unendliche Teilmenge von A, dann gibt es B < A mit Universum B, so
dass x C B und |B| = |z|.

Der Mostowski-Kollaps erméglicht es, zu €-Strukturen isomorphe transitive
e-Strukturen zu finden. Die genauen Details und Beweise werden in Abschnitt[6.2]
behandelt.

Definition 5.36. Sei A eine Menge. Wir definieren die Mostowski-Operation pi
fir € A durch 7(z) = {n(y) |y € xNA}. Das Bild 7" A heiBt Mostowski-Kollaps
von A.

Wir benétigen hier nur die folgenden grundlegenden Eigenschaften, die in
Abschnitt [6.2] bewiesen werden:

Lemma 5.37. Sei (A, €) extensional, d. h. fir x,y € A mitxNA=yNA gilt
schon v =vy. Sei T = 7" A der Mostowski-Kollaps. Dann gilt:

1. m: (A, €) = (T, €) ist ein Isomorphismus.

2. T ist transitiv.

3. Ist x C A transitiv, so ist wlx die Identitdit.

Schliellich ben6tigen wir noch das Kondensationsprinzip, welches besagt,
dass transitive Teilmengen von L, die ein ausreichend grofes Fragment F erfiillen,
schon ein Lg sind.

Satz 5.38. Kondensationspinzip. Sei T C Lo und sei T eine transitive Menge.
Sei auferdem (T,€) = F AVx3y « € L, (wobei F hinreichend viele Aziome
enthdlt, um den Beweis zu fu’hrerﬂ) und lim(«). Dann gibt es ein 5 < «, so dass
(T,e)=(Lg €).

Wir kénnen nun Lemma [5.33] beweisen. Die Beweise von Satz [5.35 und
Satz [5.3§] fithren wir im Anschluss.

Beweis des Lemmas[5.33. Sei k eine Kardinalzahl. Wir wollen zeigen, dass
P(Ly) C L.+ ist. Sei dazu = C L,. Da nach Lemma |L.| = K, nehmen
wir ohne Einschrankung x C k an. Wir wahlen ein o € On, a > &, so dass
r € L, und L, ein Modell von F ist. Ein solches « finden wir nach dem
Reflexionssatz

Nach dem Satz von Léwenheim und Skolem wéhlen wir nun (M, €

) < (La,€), so dass k +1U {z} € M und M die Kardinalitidt x hat. Sei

m: (M, €)= (T, €) fur ein transitives T der Mostowskikollaps, also

m(z) ={r(y) |y €z M}.

Dann ist (T,€) & (M, €) und daher (T,€) = (M, €). Wir erhalten (T, €)
FAVxdy x € L,. Nach dem Kondensationsprinzip gibt es ein 3, so dass
T = Lg. Da T die Méchtigkeit x hat und |Lg| = |3], ist 8 < k7.

2Genauer: F ist so groB, dass die Definition der L, eine Af-Definition zuldsst und F
Yadv v = L, gilt.



Axiomatische Mengenlehre WS 2015/16 55

x ist ein Element von M und daher ist 7(z) € Lg definiert fir den Isomor-
phismus 7: (M, €) = (Lg, €). Da k C M transitiv ist, ist 7 die Identitat auf &.
Wegen = C k ist also m(y) = y fiir y € x. Nach Definition von 7 ist dann auch
7(x) = x. Es folgt, dass « Element von Lg C L+ ist. OLemma B33

Beweis des Satzes von Lowenheim und Skolem. Sei 21 eine Struktur mit Uni-
versum A und z C A eine unendliche Teilmenge. Wir wollen ein 8 < 2 mit

Univserum B finden, sodass  C B und |B| = |z|.
Fiir jede Formel ¢(y, 1, ..., x,) wihlen wir eine Funktion f,: A" — A, so
dass fiir alle a1, ..., a, gilt:

A= Jye(y, a1, ...,an) = o(fol(ar,...,an),a1,...,an)).

Dies ist nach AC moglich. Jede Funktion mit obigen Eigenschaften heifit
Skolemfunktion. Nun definieren wir

ro =2
w1 = [ J{rge(fip) | [za]" | ¢ wie oben}.

Dann ist die Méchtigkeit von zj hochstens w ® |z| fiir jedes k, und dasselbe ist
wahr fiir die Vereinigung B = (¢, . Wir definieren nun ‘B als die Substruktur
von 2 mit Universum B. Wir zeigen, dass fiir jede Formel ¢ und alle by, ..., b,
aus B gilt:

B = o(br,....b,) gdw A = (a1, ..., by).

Dies wird durch Induktion {iber ¢ bewiesen. Der atomare Fall ist klar und
die Falle ¢ = =) und 9 A x folgen leicht aus der Induktionsvorsaussetzung.
Angenomen ¢ = 3yp(y,z1,...,2,). Wenn B = ¢ dann B = ¢(b) fur ein
b€ B, und A = ¢(b) nach der Induktionsannahme, daher 2 = 1. Umgekehrt,
wenn 2 = ¢ und f,(bi,...,b,) = b € B, dann B = (b, b1,...,b,) nach
Induktionsannahme. Es folgt, dass B = 1. O

Nun fehlt nur noch der Beweis des Kondensationsprinzips [5.38}

Beweis. Es sei T' C L, eine transitive Menge, wobei o Limeszahl sei. Es gelte
T }=F AVz3§ « € Ls. Wir miissen zeigen, dass T = Lg fiir ein 8 < o

Bemerkung: statt (7,€) = F AVz3d = € Ls wird oft (T,€) <1 (La €)
vorausgesetzt. Dies ist eine schwachere Form des Kondensationsprinzips.

Die Formel v = L, ist nach Korollar AF | also absolut fiir transitive
F-Modelle. Weiterhin nehmen wir an, dass F grof3 genug ist, um Va3dv v = L,
zu beweisen.

Sei nun 7 € T eine Ordinalzahl. Da T' = Va3v v = L, finden wir v € T' mit
T = v = L,. Da die Formel v = L, absolut fiir transitive F-Modelle ist, gilt
v = L, und somit L, € T fiir jedes v € T'. Da T transitiv ist, ist auch L, C T
fiir alle v € T'. Somit gilt

U r,cr
YETNOn
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Da T transitiv ist, ist 7’NOn = [ eine Ordinalzahl. 5 muss eine Limesordinalzahl
sein, da T fiir jedes o auch a4 1 enthélt. Es folgt also

UL,=LgcT
7<p
Wir beenden den Beweis, indem wir Lg 2 T zeigen. Sei hierzu w € T'. Nach

Voraussetzung gilt T' = Yw3d w € Ly, also finden wir ein § € TN On = 8 mit
w € Ls. Wegen Ls C Lg folgt w € Lg. O

Somit ist nun auch der Satz iiber die allgemeine Kontinuumshypothese in L
gezeigt.

Ad libitum Fiir L sind die Lévy-Hierarchie und die sogenannte projektive
Hierarchie miteinander ein bisschen verwandt. Dieser Abschnitt ist fiir Leserinnen
und Leser, die schon mehr deskriptive Mengenlehre kennen.

Eine Formel 3f € “wVg € “wp(f, g, h) heiit 33 (in der projektiven Hierar-
chie). Die hochgestellte 1 zeigt an, dass tiber “w quantifiziert wird, nicht iiber w,
was einer hochgestellten 0 entspricht in der projektiven Hierarchie. Die untere 2
steht wie gehabt fir zwei Blocke.

Satz 5.39. Gddel. RY ist 5. Die Wohlordnung <y, ist eine X3 Relation iiber
RE.

Lemma 5.40. [10, Lemma 41.1] Wenn A C w® X dber HC = (H(Xy), €) ist,
dann ist A eine ¥3-Menge in w®.

Beweis: Wenn A ¥ iiber HC ist, dann gibt es eine Yp-Formel ¢, so dass
x €A+ HC E Jup(u,z) +» (Ju e HC)(HC = ¢lu, x]).
Da ¢ ¥ und somit absolut fiir transitive Modelle ist, haben wir
x €A+ (3M € HC)(Fu € M)(M ist transitiv und M = ¢[u, z]).

(Z.B.: M = th({u,x}).) Nach dem Auswahlaxiom oder auch nur nach dem
principle of dependent choices ist jedes M € HC abzidhlbar, und wir haben
daher

r € A+IMIue M(M = plu,z] und M ist transitiv und abzéhlbar)
<~3IE CwInIm(rg(m) =z
A (w, E) = ¢[n,m] A E ist eine fundierte Relation)

mit dem transitiven Kollaps 7g: (w, E) = (M, €).
Wir nehmen die Kodierung F, fir z € w*:

By < 2((z,y)) = 1.
Sei WF die Menge der Codes fiir abzédhlbare Wohlordnungen. Dann

r€ A3z ew’(ze WF und (w, E;) = Extensionalitdt und
InIIm(ng, (m) =z A (w, E,) E ¢[n,m])).
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Wir verifizieren, dass dieses eine ¥3-Definition von A gibt. Da WF I1} ist, reicht
es zu zeigen, dass die Relationen (w, E.) | ¢[n1,...,n,] und 7gp(x) = m
arithmetisch in F sind. Der Mostowki-Kollaps ist arithmetisch, denn

mp(m) =k <3(ro,...rg), so dass
m=rN\w,E)Er=0AVi<k(w,E)Erii=rU{r}).

Dann haben wir fiir x C w,mg(m) = z + Yn(nEm < mg(n) = x), und eine
ahnliche Formel, die arithmetisch in F ist, definiert 7p(m) = z fir x € w*.
Daher ist A X3. O

Die Untersuchung von L erhielt dann durch Jensen ab Ende der 1960er Jahre
neuen Aufschwung. Seit den 1970er Jahren findet man auch immer mehr dickere
innere Modelle, Kernmodelle genannt, die einige Eigenschaften mit L teilen.
Neben L ist auch das Dodd-Jensensche Kernmodell K eine wichtige Konstruktion.
Die dahinterstehende Theorie heifit Feinstrukturtheorie oder Kernmodelltheorie.
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Kapitel 6

Die Bereitstellung abzahlbarer
transitiver Modelle

6.1 Induktion und Rekursion iiber fundierte menge-
niahnliche Relationen

Erinnerung: Das Fundierungsaxiom (Axiom of Foundation, Axiom of regularity)
sagt:
Ve(Jy ex - JyeavVzeyz & x).
In diesem Abschnitt werden die stiarksten Rekursionstheoreme vorgestellt,
die es in ZF gibt. Diese kénnen mit dem Af-Rekursionstheorem kombiniert

werden und tragen so entscheidend zu Definition einer Forcingerweiterung bei.
Erinnerung: a heifit transitiv, wenn Vz € aVy € xy € a.

Satz 6.1. ZF. a € On gdw a transitiv ist und (a, €) eine lineare Ordnung ist
(die Konnexititsforderung anstelle der drei Eigenschaften fir lineare Ordnung
reicht).

Definition 6.2. ZF~ — P. Sei R eine Relation auf A. R und A koénnen echte
Klassen sein. R heifit fundiert (auf A) gdw

Ve C A(zx # 0 — Jy € x -3z € 2 zRy).

y heiflt ein R-minimales Element von .

Dies ist wortlich Definition aber mit Klassenvariablen. Wenn wir nun
das Rekursionstheorem fiir eine Eigenschaft ¢ nachmachen méchten, dann stoflen
wir auf die Klasse

{z € Al=p(2)}.

Hat diese ein minimales Element? Oben rangiert x nur iiber Teilmengen von A.

Definition 6.3. ZF~ — P. R heifit mengenahnlich (Kunen: set-like, Lévy: left-
narrow, Ziegler: vorgingerklein, Spinas: mengendhnlich) auf A gdw Va € A{y €
A |yRx} eine Menge ist.
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Beispiele: € ist auf jeder Klasse mengenahnlich. Jede Relation auf einer
Menge ist mengenédhnlich.
Gegenbeispiel: (On 4 On, <).

Definition 6.4. ZF~ — P. Wenn R mengenahnlich und fundiert auf A ist und
x € A ist, dann definieren wir

0. pred(A,z,R)={y € A|yRz}.

1. pred’(A,z,R) = {z}.

2. pred"™ (A, z,R) = U{pred(A,y,R) |y € pred®(A,z,R)}.

3. c(A,z,R) ={pred"(A,y,R) |n < w}.

Lemma 6.5. ZF~ — P. Wenn R mengendhnlich und fundiert auf A ist und
x € A ist, dann y € cl(A,z,R) — pred(A,y,R) C cl(A, z,R).

Von nun an nehmen wir an, dass alle erwdhnten Klassen definierbar sind:
Dies trifft zu auf V (Definition = = z), L (Definition Jaz € L,) und wird nun
fir R, A, X, F, G unten angenommen. Wenn man diese Annahme nicht machen
mochte, kann man die analogen Sdtze und Definitionen in NBG™ — P aufstellen.

Satz 6.6. ZF~ — P. Wenn R mengendhnlich und fundiert auf A ist dann hat
jede nicht leere Teilklasse X von A ein R-minimales Element.

Beweis: Wir nehmen irgendein z € X. dann ist X N (cl(A,z,R) U {z}) eine
nicht leere Teilmenge von A und hat daher nach der Definition von Fundiertheit
ein R-minimales Element. O

Satz 6.7. ZF~ — P. Satz von der transfiniten Induktion dber fundierte men-
genartige Relationen. Sei R mengendhnlich und fundiert auf A und sei ¢ eine
FEigenschaft in der Sprache der ersten Stufe. Dann

(Vz € A(VyRzp(y) — o(x))) = Vo € Ap(x). (6.1)
Beweis: Wenn nicht, hat {x € A|—p(z)} ein R-minimales Element und dies

widerspricht der Pramisse der Gleichung (6.1). O

Eine Operation F: X — Y ist eine Relation auf X x Y, bei der es zu jedem
Element aus der Urbildklasse X genau eine Element aus dem Bildklasse Y gibt,
das in Relation steht.

Satz 6.8. ZF~ — P. Satz von der transfiniten Rekursion “ber fundierte men-
gendhnliche Relationen. Sei R mengendhnlich und fundiert auf A und sei
F: AXxV —= V. Dann gibt es genau eine Operation G: A — V so dass

Ve € A(G(z) = F(z,G [ pred(A, z,R))).

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt leicht aus dem Induktionssatz. Wieder ist die
Existenz der interessante Teil: g heifit x-Approximation, wenn Vy € cl(A, z,R),

9(y) =F(y,g | pred(A,y,R)).
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Nun zeigt man induktiv iiber R, dass es fiir jedes z € A eine cl(A, zR)-
Approximation gibt.
Induktionsschritt: Seien g, schon cl(A,y, R))-Approximationen fiir yRa.

Dann ist
Ufgy [vRz} U {(z, F(z, | {9y | yR2}))}

eine cl(A, z, R)-Approximation. Hierbei haben wir das Ersetzungsaxiom (fiir
die definierende Formel der Funktion y — g,), das Paarmengenaxiom, und das
Aussonderungsaxiom (um die genaue Bildmenge zu erhalten) das Vereinigungs-
axiom benutzt. Zum Schluss definiert man G(z) = g(x) fir eine cl(A, z, R)-
Approximation g. O

Definition 6.9. ZF~ — P. Sei R mengenahnlich und fundiert auf A. Dann
definieren wir durch transfinite Rekursion iiber R

rk(z, A,R) = sup{rk(y, A,R) + 1|yRz,y € A}.
R heifit R-Rang.

6.2 Die Mostowski-Operation

Definition 6.10. ZF~ — P. Sei R mengendhnlich und fundiert auf A. Dann
definieren wir durch transfinite Rekursion iiber R die Mostowski-Operation G

G(z) ={G(y) [yRz,y € A}.
Die Bildstruktur (G” A, €) heifit der Mostowski-Kollaps von (A, R).

Bemerkung. 1. Zum Nachweis der Existenz von G braucht man also, um
den Rekursionssatz anzuwenden, dass F mit F(g) = rge(g) eine Operation von
V nach V ist. Hierzu geniigt das Ersetzungsschema mit folgender Formel

o(z,y) = Bz e JJz) (= = (2,9)),

die dann besagt, dass zu jeder Menge von Paaren auch die Menge der zweiten
Komponenten dieser Paare eine Menge ist. Fiir Mengen, die das Vereinigungs-
axiom erfiillen, ist diese Formel absolut. Wir kiirzen

VA(Vx € A37yp(z,y) — IBVy(y € B — 3z € Ap(z,y)))

durch Ers,g ab. Wir verwenden dieses Axiom in V, um die Existenz des Kollaps
zu rechtfertigen, so wie wir vorher beim Satz von Léwenheim und Skolem [5.35]
AC im ,Hintergrund*, d.h., in V, verwendet haben und dadurch M € V erhalten.
Da fiir jedes 3, (Vg, €) |= Ersige, gilt dies auch fiir jedes M < V3, doch fiir die
Herleitung der Existenz von G wird dies nicht verwendet. In allen transitiven Mo-
dellen gilt das Vereinigungsmengenaxiom und damit auch Ers,g.. Das Fragment,
das im Rekursionssatz aufgerufen war, geniigt also auch zur Rechtfertigung
der Existenz der Mostowski-Operation.

Bemerkung: 2. G braucht nicht injektiv zu sein. Zum Beispiel, wenn R = ()
ist, dann ist G(z) = 0 fir alle z € A.
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Lemma 6.11. ZF~ — P.

1. (Vz,y € A)(zRy — G(z) € G(y)). G ist also ein Homomorphismus.
2. G"A =M ist transitiv.
3. MCWF.

4. (Vz e A)rk(z, A, R) = 1k(G(x)).
Wann ist G ein Isomorphismus? Wann ist G injektiv?

Definition 6.12. ZF~ —P. Sei R eine Relation auf A. Dann heifit R extensional
auf A gdw
Ve,y € A(Vz € A(zRy < zRz) — 2 =y).

Lemma 6.13. ZF~ — P. Wenn N transitiv ist, dann ist € extensional auf N.

Beweis: pred(N, z, €) = « fiir alle x € N. O

Lemma 6.14. ZF~ — P. Sei R mengendhnlich und fundiert und extensional auf
A, dann ist G ein Isomorphismus von (A, R) auf (rge G, €), d.h., G is bijektiv
und

Vz,y € A(zRy < G(z) € G(y)).

Beweis: G ist injektiv. Sonst sei x ein R-minimales Element von {z € A |3y €
Az #yNG(z) = G(y))}-

1. Fall 3z € A(zRz A =zRy). Dann ist G(z) € G(z) = G(y), und es gibt
ein w, so dass G(z) = G(w), da G(y) = G(z). Dieses w erfillt wRy. Also ist
also w # z. Also ist (w,z) ein kleineres Gegenbeispiel, im Widerspruch zur
Minimalitat von .

2. Fall 3z € A(—zRz A zRy). Dann ist G(z) € G(y) = G(z), und es gibt ein
w, so dass G(z) = G(w), da G(y) = G(z), Dieses w ist wRz. Also ist w # z.
Also ist (w, z) ein kleineres Gegenbeispiel, im Widerspruch zur Minimalitit von
x.

Zur Frhaltung der Relationen: Wir miissen nur noch “<” zeigen. Sei
G(z) € G(y) = {G(u) |uRy}. Da G injektiv ist, ist das nur fiir Ry moglich. [

Satz 6.15. ZF~ — P. Sei R mengendhnlich und fundiert und extensional auf
A, dann gibt es genau eine transitive Klasse M und genau eine Abbildung

G: A - M, sodass G: (A,R) = (M, €).

Korollar 6.16. ZF — P. Wenn € extensional auf A ist, dann gibt es genau eine
transitive Klasse M und genau eine Abbildung G: A — M, so dass G: (A, €
)= (M, €).

Definition 6.17. Traditionell werden Fragmente von ZF als ZF* und Fragmente
von ZFC als ZFC* geschrieben.
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Korollar 6.18. ZFC. Sei ZFC* ein Fragment. Dann gilt
ZFC + (ZFC* hat ein abzdihlbares transitives Modell.)

Beweis: Wir vergroflern das Fragment eventuell, so dass es Ext und Fund enthélt.
Der Reflexionssatz liefert V3 = ZFC*, der Satz von Lowenheim und Skolem
abwarts liefert ein abzahlbares N < Vj3, und schlieflich sei (M, €) der
Mostowski-Kollaps von (N, €). Sei nun das Extensionalitdtsaxiom Ext in ZFC*.
Dann ist (M, €) = (N, €) und daher (M, €) = ZFC*. O

Bemerkung: Beachten Sie, wir zeigten also in dem Korollar fiir jedes Fragment
ZFC*, ZFC I Con(ZFC*). Die Aussage

ZFC F fiir jedes Fragment ZFC* von ZFC gilt Con(ZFC*)“

ist stérker, und gilt nach dem zweiten Gédel’schen Unvollsténdigkeitssatz nicht.
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Kapitel 7

Forcing

7.1 Abzahlbare transitive Modelle in Konsistenzbe-
weisen

Wie kann man abzédhlbare transitive Modelle der Fragmente T° von ZF zu
Beweisen der relativen Widerspruchsfreiheit benutzen?
Angenommen, wir wollen Con(ZFC) — Con(ZFC + —CH) zeigen.

Der Beweis geht indirekt: Annahme: ZFC + —=CH hat einen Widerspruch,
sagen wir ZFC* + —CH + ¢ A —4p. Mit Forcing (und Korollar [6.18]) zeigen wir
auf den kommenden 10 Seiten

ZFC EI(M’,E’)((M',E') = ZFC* 4+ —CH) (7.1)
Dann haben wir nach unserer Annahme
ZFCHF EI(M’, E’)((M’, E’) E YA —)

im Gegensatz zu Con(ZFC).

Wie zeigt man nun (7.1)? Sei ZFC* + ~CH vorgegeben. Dann arbeiten wir
riickwérts und legen ein (anderes) endliches Fragment 77 = T"(ZFC*) fest, so
dass fiir jedes abziahlbare transitive Modell M = T” (und es gibt so ein M!) gilt,

ZFC +(Mabzihlbar und trans. und (M, €) ET') —

(AM', B/ (M, E') | ZFC* + ~CH)). (7.2)

Die Implikation in dieser Gleichung wird durch konkrete Angabe eines Existenz-
beispiels gezeigt: (M', E') = (M|G], €) wird eine Forcing-Erweiterung von M
um ein Element G sein. Wenn die Forcing-Halbordnung nicht extrem arm ist,
wird G € M"\ M sein. Meistens kommen mit dem neuen Element G noch weitere
neue Elemente hinzu, da ZFC* viele Existenzforderungen enthalten kann. Da
M|G] transitiv und extensional sein wird, wird, wird £’ =€ sein. Das Konstruk-
tionsprinzip fiir M’ hangt in keiner Weise vom gewéhlten Fragment ZFC* ab.
Forcing funktioniert auch iiber ZF-Modellen (und auch iiber Modellen anderer
Theorien [26]), da man AC im Ausgangsfragment nur braucht, wenn AC zu
ZFC* gehort. Ein Teil von ZF, der zur jeweiligen Instanz des Reflexionstheorems
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gebraucht wird, gehort meistens zu dem oben erwahnten ,anderen endlichen
Fragment“. Gerade bei den Schemata ist 7”(¢) nicht wortlich . Beispiele lernt
man im Beweis von Satz [7.30] (grob: ,ZFC gilt in M[G]“) kennen.

Das Ganze funktioniert daher auch, wenn man 7" vorher nicht kennt, da es
ja fiir jedes T” abzéahlbare transitive Modelle gibt. Die Bestimmung von 7" ist
Luxus-Arbeit.

Im eingebiirgerten Jargon kiirzt man nun alle diese Uberlegungen mit den
Fragmenten ab, und sagt

Sei M ein abzéhlbares transitives Modell (ctm) von ZFC.

M wird dann zu M’ |= ZFC + —CH erweitert. ctm steht fiir countable transitive
model.

Diese Uberlegung kann nach obiger Arbeit immer in einen technisch sauberen
Beweis zuriickiibersetzt werden. Man macht also keinen Fehler, wenn man so
tut, als ob es abzdihlbare transitive Modelle von ZFC gdbe. Statt -CH kann jeder
andere .Z(€)-Satz stehen.

In Gleichung wird auf der linken Seite ein bestimmter Teil von ZFC
benutzt, der allgemeines enhélt wie den Satz von Rasiowa und Sikorski (Satz[7.4),
aber auch spezifischeres tiber 7"(ZFC*) und ZFC*.

Dieses Abschnittchen war unsere Abhandlung der sogenannten metamathe-
matischen Seite des Forcing. Es gibt auch alternative Vorgehensweisen. Gute
Erklarungen gibt es hierzu in den Biichern von Kunen [22], Jech [16, [I7] und
Halbeisen [I3]. Nun kommen wir zur eigentlichen Technik einer Erweiterung
durch Forcing: dem Ubergang von M zu M’ in der obigen Implikation.

7.2 Halbordnungen, Filter und dichte Mengen

Nun soll das Universum eines ctm (M, €) = T vergroflert werden zu einem
Universum M|[G], das ein vorgegebenes Fragment ZFC* und einen Wunsch ¢
erfiillt. Die Erweiterung wird durch ein einziges neues Element, G € M[G]\ M,
bestimmt. Es kommen noch weitere Elemente zu M [G]\ M hinzu, die sich jedoch
aus G und M herleiten. In der Regel geniigt T"(ZFC*), das mindestens die acht
einzelnen Axiome enthélt, das Ersetzungsschema fiir die Funktion  — & fordert,
kartesische Produkte fordert, und fiir jede Instanz des Ersetzungsschemas oder
des Aussonderungsschemas eine geeignete Instanz des Kollektionsschemas oder
des Aussonderungsschemas mit einer I-*-Formel enthélt. Mit viel Geduld kann
man, gegeben ZFC*, T"(ZFC*) recht sparsam niederschreiben.

Spéter konnen auch Eigenschaften, die tiber ZFC hinausgehen, von M ge-
fordert werden, wenn z.B. besondere Halbordnungen in M existieren sollen
oder sich die Auswertung von |[F* in bestimmter Weise verhalten soll. Nach dem
vorigen Kapitel darf man auch vereinfachend ,sei M ein abzéhlbares transitives
Modell von ZFC* voraussetzen.

Das in der Regel neu hinzugefiigte Element G wird fiir eine Halbordnung
(P,<p) € M sein ein iiber M generischer Filter sein. Einzelne Elemente p € P
kénnen schon Wahrheiten (M[G], €) = ¢ bestimmen (,erzwingen®) fiir alle G
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mit p € G. Dies wird die sogenannte Forcing-Relation (Erzwingungsrelation)
p I ¢ sein.

Definition 7.1. Eine Struktur (P, <p) mit einer zweistelligen Relation < heifit
Halbordnung oder partielle Ordnung gdw (P, <p) die folgenden drei Sétze er-
fallt:

(1)  (Transitivitat) (Vo,y,2)((z <yAy<z) =z < z)
(2)  (Reflexivitat) (Vz)(zx < z)
(3)  (Antisymmetrie) (Va,y)(x <yAy<z) >z =1y)

Bemerkung: Verzichtet man auf die Antisymmetrie, erhdlt man eine Qua-
siordnung (P, <p). Auf dieser Quasiordnung kann man die Aquivalenzrelation
x=ygdw (z <p y Ay <p x) definieren, die mit <p vertriglich ist. Man erhalt
eine Halbordnung (P/ =, <p / =) auf den Aquivalenzklassen. Im Forcingsinne
sind P und P/ = dquivalent, da man eine dichte Einbettung von P in P/ =
hat. Sobald man Forcing iteriert und nur noch mit Namen fiir Forcings arbeitet,
kommen in der Regel nur noch Quasiordnungen vor. Dies schadet nichts. Die
Antisymmetrie wird nie gebraucht.

Die Elemente von P heiflen Bedingungen, conditions.

Definition 7.2. (1) Fir p,q € P mit ¢ < p sagen wir ,,q ist stérker als p“
oder ,,q erweitert p.

(2) pund q heiBen inkompatibel, unvertraglich, in Zeichen p L ¢, gdw es
kein r gibt, so dass r < p A r < ¢q. Im gegenteiligen Falle heiflen p und ¢
kompatibel, vertriglich, und man schreibt p|lq oder p £ q.

(3)  Aus technischen Griinden betrachten wir nur Halbordnungen, die ein
grofites Element 1 enthalten.

UBUNG: Beweisen Sie, dass die 1 in P eindeutig ist! Hierzu nutzt man die
Antisymmetrie. Die Eindeutigkeit der 1 wird nie gebraucht.

Beachten Sie: Vergleichbare Elemente (p < g oder ¢ < p) sind kompatibel,
doch es kann auch unvergleichbare kompatible Elemente geben.

Wir betrachten einige Beispiele. (N, <) ist keine Halbordnung in unserem
Sinne, da es kein grofites Element gibt. (N, >) ist eine Halbordnung, doch wir
werden bald sehen, dass sie nicht zu einer echten Erweiterung fithrt, da je zwei
ihrer Elemente kompatibel sind.

Sei O die Menge aller offenen nicht-leeren Teilmengen von R. Dann ist (O, Q)
eine sehr schone Halbordnung.

Eine andere sehr schone Halbordnung ist die Menge aller messbaren Teil-
mengen von R mit strikt positivem Mafl mit C als Halbordnung. Zwei Mengen
sind genau dann inkompatibel, wenn ihr Schnitt eine Nullmenge ist.

Vorsicht: Die dltere Kovention ist: Man schreibt p < ¢ fiir ,,q ist stérker als p*! Heute
wird diese Konvention besonders in Israel noch gepflegt. Wir versuchen, uns an die sogenannte
»alphabetische Konvention“ zu halten: frithere Buchstaben stehen immer fiir schwéchere
Bedingungen, egal ob < oder > steht.
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Statt O betrachtet man in der Literatur die eng verwandte Halbordnung C
der clopen Teilmenge der irrationalen Zahlen R, wieder mit C als Halbordnung.
Wir werden sehen: @ und C fithren zu dquivalenten Forcings. C steht fiir Cohen-
Halbordnung (oder Cohen-Algebra, weil man jede Halbordnung auf kanonische
Weise zu einer booleschen Algebra erweitern kann, die im Forcing-Sinne genau
dasselbe bewirkt. Wir werden oft mit Halbordnungen und selten mit booleschen
Algebren arbeiten)

Statt M (MaBalgebra) haben sich die Namen B (Borel) und auch random
algebra fiir die Maflalgebra eingebiirgert.

Eine andere sehr schéne Halbordnung ist

Fn,(X,2) ={p|p: Xo — 2, X C X, X ist endlich}

fir eine beliebige Menge X. Die Ordnung auf Fn.,(X,2) ist D, die umgekehrte
mengetheoretische Inklusion. Das gréfite Element ist die leere Funktion. Zwei
Bedingungen sind genau dann kompatibel, wenn ihre Vereinigung eine Funktion
ist. Die Halbordnung Fn,(w, 2) ist {ibrigens im Forcing dquivalent mit O und
mit C.

Definition 7.3. (1) Sei P eine Halbordnung und sei D C P, p € P. Dann
liegt /ist D dicht unter p, wenn

(Vg < p)(3d € D)(d < q).

D liegt dicht in P, wenn D dicht unterhalb der 1 liegt.

(2) Eine Menge A heifit eine Antikette, wenn die Elemente von A paarweise
inkompatibel sind.

(3) Eine Menge G C P heifit Filter falls gilt:

(a) G #0.

(b) (VpGP)(VqEG)(qu—MDEG).H

(c) (Yp,q € G)3Fr € G)(r <pAr < q). r heiit ein Schnitt von p
und gq.

(4)  Ist Z eine Familie dichter Teilmengen von P und G ein Filter, so heifit
G Z-generisch, wenn G jedes Element von Z schneidet. G heifit (etwas
inkonsistent) P-generisch iber M, wenn P € M und G jedes D € M,
das eine dichte Teilmenge von P ist, schneidet. Hier und im Folgenden
schreiben wir oft P, wenn eigentlich (P, <p) stehen sollte.

UBUNG Wie sehen dichte Teilmengen von Q aus?
Der folgende Satz ist mit dem Baire’schen Kategoriesatz verwandt.

Satz 7.4. Der Satz von Rasiowa und Sikorski. Sei M abzdhlbar und p € P.
Dann gibt es einen P-generischen Filter G tiber M, so dass p € G.

Beweis: Sei (D), |n < w) eine Aufzéhlung aller dichten Teilmengen von P, die in
M sind. Induktiv wahlen wir ¢, € P, so dass

*Vorsicht. In der Definition von Filter ist ein Druckfehler in Kunen Kapitel IT Def 2.4 (b).
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(1) q=np,
(2) dn+1 < qn,
(3) gn+1 S Dn

Sei G der von {g,|n € w} erzeugte Filter, d.h., in unserem Falle: G =
{q| (3n)(q > gn)}, da die Menge schon unter Schnitten abgeschlossen ist. Dann
ist G P-generisch tiber M. O

Fir diesen Satz brauchten wir, dass wir abzdhlbare transitive Modelle M
haben.

In unseren Anwendungen wird M ein ctm eines geniigend starken endlichen
T C ZFC sein, und es wird P € M sein. Wir schreiben dann nur ,sei M ein
ctm und P € M* Es ist wichtig zu wissen, dass viele Eigenschaften absolut
fiir M sind, so zum Beispiel ,,P ist Halbordnung* oder ,,D ist dicht®“. Die
Aufzéhlung der D,, liegt jedoch aufierhalb von M, da Abzéhlbarkeit keineswegs
eine absolute Eigenschaft ist. D,, € M, nur fiir jedes einzelne D,,. Im néchsten
Lemma brauchen wir, dass M ein bisschen mehr von ZFC erfiillt. So etwas steht
dann in ¢ € T(ZFC*) zum Beispiel im Beweis der relativen Konsistenz von
V # L.

Bemerkung: Wer sehr umsichtig ist, kann auch Buch dariiber fithren, wieviel
von der Voraussetzung ,,P € M*“ benutzt wird. Bei Forcing mit Klassen (als Hal-
bordnungen) setzt man nur ,P C M und jeder mengengroe Anfangsabschnitt
von P ist ein Element von M*“ voraus. Vorsicht ist geboten, da der Satz iiber
M|G] = ZFC* bei Klassenforcing i.A. nur unter zusédtzlichen Voraussetzungen
wahr ist. Wir beschranken uns in den néchsten Kapiteln auf ,, Mengenforcing®,
was heifit, dass (P, <p,1p) € M vorausgesetzt wird.

Lemma 7.5. Sei M ein ctm, in dem geeignete (s.u.) Instanzen des Aussonde-
rungsschemas gelten. Sei P € M eine Halbordnung, so dass

(Vp)(Jg,m) (@ <pAT <pAqlr)

(eine Halbordnung mit dieser Eingeschaft heifst splitting), und sei G P-generisch
dber M. Dann ist G & M.

Beweis. Wenn G € M wire, so auch D = P\ G € M, da wir das Aussonderungs-
schema fiir \ haben. Auflerdem ist die mengentheoretische Differenz absolut.
D ist dicht, da, gegeben p, nicht r und ¢ gleichzeitig in G liegen kénnen, weil
dies der Filter-Eigenschaft widerspricht. Doch G N D = (), im Widerspruch zur
Generizitat. O

UBUNG: Wenn P nicht splitting ist, dann gibt es einen P-generischen Filter
iiber M in M.

7.3 Namen und Auswertungen

Definition 7.6. 7 ist ein P-Name gdw 7 eine Relation ist und

(Vx eT)(3o € UUT)(EIp ePn UUT)(J,‘ = (o,p) A o ist ein P-Name).
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Dies ist eine Definition einer charakteristischen Operation H: V. — {0, 1}
(d.h. H(7) = 1 gdw 7 ist ein P-Name, H(7) = 0 sonst) fir die Klasse aller
Namen durch transfinite Rekursion {iber die Relation €. Falls man das F aus
dem Rekursionssatz geeignet Ag-definierbar wahlt, kann kann H induktiv
iiber die fundierte mengenéhnliche Relation R

oR7 gdw (Ip € P)({(o,p) € 7)

mit einer Ag-Formel definieren. H(7) braucht nur Rekursion iiber H [ th(7),
die transitive Hiille von 7, wie im Beweis zu und auBerdem trifft der AF-
Rekursionssatz zu Wir halten fest, dass die Eigenschaft ,,7 ist ein P-Name“, d.h.
H(7) = 1, AT und absolut iiber transitiven Modellen und Klassen ist.

Definition 7.7. V7 ist die Klasse aller P-Namen. Wenn M transitiv ist, dann
setzen wir M¥ = VPN M. Wegen der Absolutheit ist diese Definition dquivalent

zur Definition
MY = {7 € M| (7 ist ein P-Name)™}.

Definition 7.8. Sei 7 € V¥ und sei G € V eine Menge. val(7,G) = 7¢ =
{oc|(3p € G)({o,p) € T7)} heifit die Auswertung des Namens 7 unter/mit G.

Wieder wurde AF-Rekursion iiber R verwendet zur Definition von val(t, G),
und auch dieses ist absolut.

Definition 7.9. Sei M transitiv. P € M, G C P, dann

M[G] = {rg|T € MT}.

Definition 7.10. dom(7) = {o|3p({o,p) € 7)} ist der Definitionsbereich von
7, obwohl 7 nur eine Relation, keine Funktion ist.

T + T¢ ist eine absolute Funktion fiir alle transitiven IV, die G € N erfiillen.

Lemma 7.11. Sei N ein transitives Modell und M C N und G € N, dann
M[G] C N.

Beweis: 7¢ = (7¢)Y € N. O

Nun ist zu zeigen: Fiir jedes Fragment ZFC* konnen wir 7"(ZFC*) so wéhlen,
dass aus M = T'(ZFC*) folgt: M|G] erfiillt ZFC*. Dies wird recht lang.

Wir beginnen mit einem Beispiel fiir die Idee, dass Wahrheiten iiber M[G]
schon aus der Kenntnis einiger Elemente von G bestimmt werden kénnen.
Beispiel:
{0}, wennp € G,
0, wenn p ¢ G.

[0.9)}e = {

Definition 7.12. & = {(y,1p) |y € x}

Wieder ist der Af-Rekursionssatz anwendbar.
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Lemma 7.13. Sei M transitiv und erfille das Paarmengenaxiom und das
Ersetzungsaziom fir die Funktion x — % (mit der genauen Bildmenge), P € M
Halbordnung und G n Filter auf P, dann gilt:

(a) (Vxe M)(&e MPANig=n2),

(b) M C M[G].

Beweis: £ = x wird durch €-Induktion iiber z gezeigt. g

Definition 7.14. I' = {(p,p) |p € P}

Lemma 7.15. I'c = G. G € M[G]. O

Lemma 7.16. M|[G] ist transitiv. O
Wir erinnern an die Definiton des Rangs. rank(z) = min{a |z € Vo41}.

Lemma 7.17. (a) (V7 € MP)(rank(7g) < rank(7)),
(b)) OnNM[G]=0nnNM.

Beweis: (a): Durch €-Induktion iiber 7. rk(7¢) = sup{rk(og)+1|3p € G(o,p) €
7} < sup{rk(c) + 1|3p € P(o,p) € 7} < sup{rk(o)+1|oc € JUT} < rk(7).
(b): Nach (a) folgt, M[G] N On C M N On, da M unter der Rang-Funktion
abgeschlossen ist. Da M C M|[G], gilt Gleichheit. O

Definition 7.18. (a) up(o,7)={(o,1p),(7,1p)}.
(b)  op(o,7) = up(up(a, o), up(a, 7)).

Lemma 7.19. Seien o,7 € MY und M erfiille das Paarmengenaxiom.

(a) up(o,7) € MY und (up(o,7))e = {0g, 7¢}-
(b) op(o,7) € M, und (op(o,7))a = (0a,7a)- O

Lemma 7.20. Sei M ein ctm, gelte in M das Paarmengenaxiom und das Er-
setzungsaxiom fir die Operation x — dom(az)E] Das Extensionalitdtsaziom, das
Fundierungsaxiom, das Paarmengenaxiom und das Vereinigungsmengenazxiom
sind in M |G| wahr.

Beweis: Da M[G] transitiv ist, gilt das Extensionalitdtsaxiom. Da in V das Fun-
dierungsaxiom gilt, gilt dies auch fiir jede Klasse. Das Paarmengenaxiom folgt
aus dem Lemma. Fir die Vereinigung, sei a = 7¢ € M[G]. Sei 7 = Jdom(7).
Man rechnet aus, dass 7g 2 Ja. ]

Nun koénnte man mit dem Aussonderungsaxiom in M[G] zeigen, dass man
UJa aus mg aussondern kann. Das Aussonderungsaxiom folgt erst spéter, nach
dem Hauptsatz iiber Forcing. Wir stellen daher den Beweis zuriick, oder geben

3Ich danke Herrn Dennis Miiller fiir den Hinweis, dass die Ersetzung fehlte, Mai 2014.
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eine UBUNG, die nur die Filter-Eigenschaft von G (nicht aber die Generizitét)
benutzt:
UBUNG: Sei

m ={{p,s)| Flo,r) € T)F)(p.q) Ec A5 <gAs<T)}.

Dann ist ng; = U 7.

Wir verwendeten noch nicht, dass G alle dichten Mengen schneidet. Dies
hat auch Bedeutung fiir Mengen, die nur unterhalb eines gewissen Punkts dicht
sind:

Lemma 7.21. Sei E € M. E C P. Sei G P-generisch tiber M, dann gilt:

(a)  Entweder ist GNE # 0 oder (3¢ € G)(Vr € E)(r L q).
(b)  Wennp € G und E dicht unter p ist, dann GNE # (.

Beweis: (a) Wir setzen
D={s[(@r e E)(s <r)}U{q|(VreE)(rLqg)}

D ist dicht und G N D # () nach der Generizitét.

Fiir (b): Sei GN E = (). Dann gibt es nach (a) ein ¢ € G, das inkompatibel
mit allen r € E ist. Sei ¢ < ¢ und ¢’ < p, so ein ¢’ gibt es, da G ein Filter
ist. Da E dicht unter p ist, gibt es ein r € E, r < ¢’. Aber dann ist r < ¢, im
Widerspruch zu r L gq. O

7.4 Die Forcingrelation

Definition 7.22. Sei p(z1,...,2z,) € Z(€), und z1,...,z, seien alle freien
Variablen in . Sei M ein ctm, P € M eine Halbordnung, 71,...,7, € M und
sei p € P, dann sagen wir ,,p erzwingt/forciert (tiiber M) (mit P) ¢(71,...,7s)"
und schreiben

plEpa (71,0, ™)

gdw

(VG)((G ist P-generisch iiber M A p € G) — oM ((1)a, ..., (Ta)a)).
Wenn P (genauer (P, <p)) oder/und M bekannt sind, lassen wir die Indizes
weg.
Lemma 7.23. (a) (plFo(r,...,7)Aq<Dp) = qlkp(r1,...,m).
(b) plEo(r,...,T)ApIEU(T1, ... 1) gdwp IF (O(T1, ..o T)AU(TL, - ooy Th))-
Nun ist unser néchstes Ziel, zu zeigen, dass p I+ ¢ dquivalent zu einer Aussage

relativiert auf M ist, und wir nennen diese (p IF* ¢)M.

Definition 7.24. (1) Induktiv iiber die fundierte mengendhnliche Relation
SRR (d.h (7, m2)R xR(01, 02) :gdw 71 Roy und maRos) auf VO x V¥
definieren wir p IF* 71 = 19 wie folgt:

pIF* 1 =19 gdw



Axiomatische Mengenlehre WS 2015/16 73

(o) fiir alle (my,s1) € 71,
{qulqgsl —>3<7T2,82> ETQ((]SSQ/\QH—* 7T1=7T2)}

dicht unter p ist, und
(B8) fiir alle (g, s2) € 7o,

{g<plg<sy—Im,s1) €Enlg<siAglH m =m)}

dicht unter p ist.

(2) Nun definieren wir leicht (ohne Rekursion) p IF* 7 € 75 gdw
{q]|3(m,s) €m(g<sAqlF 7 =m)}

dicht unter p ist.
(3) Induktiv iiber den Aufbau von ¢ definieren wir nun weiter p IF* ¢.
(3a) plIE* (p(11,y. oy mn) AY(T1, ..., T)) gdw p IF* (71, ..., 7,) und
plIF* (T, . Th).
(3b)  pIF* =p(m1,..., ) gdw fiir kein ¢ < p, ¢ IF* ©(11,...,7n).
(3c) plF* Jzp(z,m1,...,7) gdw

{r|Qe e VEY(rIF* p(o,11,..., 7))}
dicht unter p ist.

UBUNG: Uberlegen Sie sich, dass I-*, genauer, eine Eigenschaft
Force*(p, ¢, 11, - .., T, P, <p), wirklich entlang einer fundierten mengenéhnlichen
Relation definiert wird, so dass der Satz[6.8] anwendbar ist! Fiir quantorenfreie
@ ist p IF* o(71,...,7) absolut, da R x R absolut ist, und die Rekursion in
Definition (a) («),(B) nur iiber absolute Eigenschaften spricht. Doch der
Quantor in (e) ist nicht absolut.

©(7) mit einem ¢ € Z(€) und 7; € VI heifit Formel der Forcing-Sprache.

Lemma 7.25. Aquivalent sind

(1) plFo(r,....m),
(2) ¥ <p(rlF*e(n,....m)),
(8) Ar|rl-*o(r,...,m)} ist dicht unterhalb p.

Beweis: (2) — (1) und (2) — (3) sind nur Abschwéchungen. Nun beweisen wir
die fehlenden beiden Implikationen zunéchst fiir 7y = 72 und fir 7 € 7. (1) —
(2) gilt dann nach der induktiven Definition von I-*, die eine Dichtheitssaussage
enthélt, und der folgender Tatsache: Wenn D dicht unter p ist und r < p ist,
dann ist D auch dicht r. (3) — (1) folgt aus der Tatsache: Wenn {r | D ist dicht
unter 7} dicht unter p ist, dann ist D dicht unter p. Nun ist die Aquivalenz von
(1), (2), (3) fiir atomare ¢ bekannt, und nun zeigen die Klauseln (c) bis (e) der
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Definition von IF*, dass sich die Aquivalenz durch sie hochzieht. ]

UBUNG (zum A-Schritt in der vorvorigen Zeile): Der Schnitt zweier dichter
Teilmengen von P kann leer sein. Wir nennen D offen, wenn fiir alle p € D fiir
alle g < p, g€ D. {p|plF* ¢} und {p|p IF ¢} sind offen. Der Schnitt endlich
vieler offener dichter Mengen ist offen und dicht.

Nun wird das Herleiten der Forcing-Technik zu einer tour de force im Sinne
von Beweismarathon.

Satz 7.26. , Das Forcing*theorem® Seien p(11,...,T,) wie gehabt, sei M ein
ctm, sei P € M eine Halbordnung, seien 71, ..., T € M sei G P-generisch
tiber M. Dann

(1)  Wennp € G und (pIF* @o(r1,... 7)™, dann (p(11)g, ..., (Tn)G)M[G].
(2)  Wenn (o(11)G,- - -, (tn)c)MC), dann gibt es ein p € G, so dass (p IF*
(p(’l’l, .. Tn))M

Beweis: Wenn (71, 72) der atomare Ausdruck 73 = 73 ist, dann wird der Beweis
induktiv gefiihrt, genauso wie die transfinite Rekursion in Definition p IF* 7 = 9.
Da IF* fiir atomare Formeln absolut ist, kann also in der linken Seite von (1) die
Relativierung auf M weglassen.

Wir nehmen nun also p € G und p IH* 71 = ™ an. Zum Nachweis von
(11)e¢ = (12)¢ zeigen wir (11)g C (72)¢ mithilfe von («) der Definition IF*
Punkt (a). Die andere Inklusion zeigt man in symmetrischer Weise. Jedes
Element von (71)¢ ist von der Form (m1)¢g fiir ein s; € G und (7, s1) € 7.
Wir miissen (71)g € (72)¢ zeigen. Wir geben ein 7 € G mit r < p und r < 51
vor. Dann 7 IF* 71 = 7 nach Lemma Nach der Definition von IF* ist
{g<r|q< sy — Hma,s2) € T2(q < 89 Aql-* w1 = mg)} dicht unter » und nach
Lemma [7:21] gibt es daher ein ¢ € G so dass ¢ < r und ¢ < s; implizieren, dass

(F(m2, 52) € T2)(q < 52 A qIF" 11 = 2). (+)

Fir (ma, s2) wie in (%) ist wegen ¢ < s2, so € G und daher (m)g € (™2)a-
Die Induktionsvoraussetzung von (1), angewandt auf g IF* 1 = 79, impliziert
(m1)a = (m2)¢ und daher (m1)¢ € (12)q-

Nun prifen wir (2) fir 7 = 72: Sei (11)g = (72)g. Wir schreiben

(@) @lm,s) € ﬁ)(r < 51 A (Vma,50) € )(Vg € PY (g < sa A g I mp =
m) —q L 7‘));

(B) (Bl ss) € 7'2)(7“ < sy A (s € m)(Vg € PY((q < s1AgIFt m =
ms) = q L 7“)).

Kein r € G kann (o)) oder (8'), erfiillen aus dem folgenden Grund: Wenn
r € G und (71, s1) € 1 wie in (), ist, dann ist s; € G und (m)g € (11)g =
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(12)G. Wir fixieren also ein (72, s2) € T mit so € G und (71)g = (m2)¢, dann gibt
es nach der Induktionsvoraussetzung von (2) w3 = mg ein pg € G, pg IF* 7 = ma.
Nun nehmen wir ein ¢ € G mit ¢ < pg und ¢ < s, da g IF* 7 = w9, haben wir
r 1 gq, q€ G, re G, einen Widerspruch. Ebenso argumentiert man mit (3),..
Wir zeigen, dass D = {r < p|rt* 71 = V (<), V (), } dicht unterhalb
p ist. Sei r € P, r < p. Entweder gilt 7 IF* 71 = 75, oder («) oder () von der
Definition von IF* sind nicht wahr. Wenn («) nicht wahr ist, dann nehmen wir
die Definition von ,dicht unter r“ und ein (71, s1) € 71 und ein r < p, so dass

(Mg <r) (q < 81 AV(ma, s2) € o (qIF 1 =M ANg < 52)>. (®)

Insbesondere ist r < s1. Wenn (7o, s9) € T2, ¢ < s9 und ¢ IF* 1 = mo,
dann ¢ L r, da jede gemeinsame Erweiterung ¢’ von ¢ und r der Zeile
widersprechen wiirde. So ist » < p und r erfiillt («’),. Wenn () scheitert, dann
erhalten wir ein 7 < p, mit (’),. Somit ist D dicht unterhalb p.

(o), und (B'), beide fiir jedes r € G Wir haben G N D # (). Somit haben
wir ein r € G mit r IF* 7 = 7.

Nun nehmen wir an, dass ¢(71,72) die atomare Formel 7, € 75 ist. Wir
priifen (1) und nehmen hierzu p € G und p IF* 71 € 5. Dann ist

D={q|3ms)en)(g<sAq-*m=m)}

dicht unter p. Wir nehmen also ein ¢ < p, ¢ € G und nehmen ein (7, s) € 79, so
dass ¢ < sund ¢ IF* 7 = 71. Da s € G und (7, s) € 11, haben wir 7 € (72)g nach
der Definition von (72)g. Nun benutzen wir, dass wir (1) fiir Gleichheitsformeln
schon bewiesen haben: Da ¢ € G und ¢ IF* 7 = 71, ist 7g¢ = (71)g. Also ist
(1)e € (12)c-

Nun priifen wir (2) fir 71 € 7. Wir nehmen (71)g € (12)¢ an. Nach der
Definition von (72)¢ gibt es ein (7, s) € 2, so dass s € G und ng = (11)g. Die
Behauptung (2), angewandt auf die Formel m = 7y, liefert dann ein r € G, so
dass r IF* m = 7. Seinun p € G, p < s und p < r. Dann gilt p IF* 7 = 7 und
daher p IH* 71 € 9.

Fiir die nicht atomaren Ausdriicke werden (1) und (2) jetzt beide zusammen
iiber den Aufbau von ¢ bewiesen. Wir schreiben die 7; nicht.

(1) =: Wir nehmen (1) und (2) fiir ¢ an und beweisen (1) fir —p. Sei p € G
und (p IF* =¢))™. Wir miissen ~pMC] zeigen. Im gegenteiligen Falle golte
©MIG] und daher géibe es nach (2) ein ¢ € G, so dass (¢ IF* ¢)M. Dann gibe es
einr € G, r <pundr < qund (r IF* ), und dies widerspriche der Definition
von (p IF* =¢)M.

(2) —: Wir nehmen (—¢)™[¢] an und setzen

D={p|(p )MV (pIF* —p)"}.

D € M und D ist dicht nach der Definition des —-Schrittes in IF*, gelesen in M.
Wir nehmen also ein p € D N G. Das Disjunktionsglied p IF* ¢ ist nicht moglich,
da p IF* ¢ nach der Induktionsvoraussetzung (1) fiir ¢ dann ¢™[& implizieren
wiirde.
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(1) A: Wir nehmen (1) fiir ¢ und ¢ an und zeigen (1) fiir (¢ A¢). Sei p € G,
pIF* o A, Dann p IF* ¢ und p IF* ¥ und daher @M[G} und MG und daher
(p Ap)MIAL,

(2) A: Wir nehmen (p A 1)MIG] an. Nach (2) fiir ¢ und ¢ gibt es p,q € G,
so dass p IF* ¢ und ¢ IF* 9. Jedes r, das stirker als beide ist, erzwingt die
Konjunktion.

(1) 3: Sei p € G und (p IF* Fzp(z))™. Dann ist {r| (30 € MP)(r IF* o(o)™}
dicht unter p und eine Menge in M. Daher gibt es ein r € G N D. Also gibt
es ein 0 € MP (rIF* p(0))M. Nach der Induktionsvoraussetzung (1) fiir ¢ gilt
o(oq)MIC, somit (3zp(z))MIE],

(2) 3: Wir nehmen (3zp(z))MIE an und halten ein o € MP mit ¢(og)MIC]
fest. Nach (2) fiir ¢ gibt es ein p € G, (p IF* ¢(0))™. Dann gilt dies auch fiir
alle » < p. Daher ist die Definition von (p IF* Jz¢(z))™ (und mehr) erfiillt. [

Satz 7.27. ,,Der Hauptsatz iiber Forcing*, “the forcing theorem”. Sei
(71, ...,Tn) wie gehabt. M ctm. P € M Halbordnung. 11, ..., T, € M. Sei
G P-generisch iber M. Dann

(1)  Fir allep € P gilt
plFar o(r1, ... 1) gdw (pIFsy o(r1, .. )M,
(2)  Fir alle P-generischen G tiber M gilt

()G ()M gdw (Ip € G)(plkar (7, .., 7))

Beweis: In (1) folgt die Implikation von rechts nach links aus (1) des Forcing®*-
theorems und aus der Definition von IF. Fiir die umgekehrte Implikation gelte
p - o(7). Wir zeigen, dass {r| (r IF* ¢(7))™} dicht unter p ist. Sonst gibe es
ein ¢ < p, so dass kein 7 < ¢ in D ldge. Dann golte (¢ IF* —¢(7))™. Nach (1)
von rechts nach links hétten wir ¢ |- = (7). Dann folgte nach der Definition
von IF fiir jedes G mit g € G, (—p(7¢))M[C). Doch da p € G ist, gilt gleichzeitig
(¢(7c))MIC]. Widerspruch.

In (2) folgt die Implikation von rechts nach links aus der Definition von IF.
Die Implikation von links nach rechts folgt aus (1) und aus dem Forcing*theorem,
das dieselbe Implikation fiir Forcing® feststellt. O

Wir schlielen diesen Abschnitt mit vier niitzlichen Eigenschaften der Relation
I

Korollar 7.28. Sei M transitiv, sei P € M und seien o,11,...,Tn € MY. Dann
gelten:

(a) {pePlplko(r,...,mn)VDIF—@(T1,...,7)} ist dicht.
(b) plk=o(ri,...,m) gdw fir kein ¢ <p, ql- o(T1,..., 7).



Axiomatische Mengenlehre WS 2015/16 7

(c) plkJzp(x,m,...,7) gdw
{r1 3o e VOY(r - o(o,m1,...,m))}

dicht unter p ist.
(d) Wennpl- (3z € o)p(x,m1,...,T), dann

(g < p)(Im € dom(o))(q Ik (m,71,...,7a)).

Beweis: (a) bis (c) sind fiir IF* wahr nach der Definition von IF*, und nach dem
Teil (1) des Hauptsatzes gelten sie dann auch fir I-. Fir (d) halten wir ein
generisches G mit p € G fest. Nach der Definition von I gibt es ein a € o¢g, so
dass M[G] = ¢(a,T), und a = 7g fiir ein 7 € dom(o). Nach dem Haupssatz (in
der schwierigen Richtung) gibt es ein r € G, r IF (7w, 7). Wir nehmen ¢ € G,
g<pundgq<r. O

7.5 ZFC' in M[G]
Lemma 7.29. AC, hier in der Form des Wohlordnungssatzes, folgt aus

(Vz)(FJa € On)(3f)(f: a — rge(f) Az C rge(f)).

Beweis: Wir zeigen, dass jede Menge = wohlgeordnet werden kann. Wir setzen
g(z) = min(f~{z}) fiir € x. Dann ist g: z — « injektiv. Nun setzen wir
yRz <> g(y) < g(z). Dann ist R eine Wohlordnung auf x. O

Satz 7.30. (,M|G] erfullt ZFC“) Sei ZFC* ein endliches Fragment von ZFC.
Dann gibt es ein endliches Fragment T(ZFC*), so dass fiir alle transitiven
Modelle M gilt

M = T(ZFC*) — M[G] |= ZFC".

Beweis: Die Axiome Ext, Fund, Paar und Ver haben wir schon in Lemma [7.20]
gezeigt. Wir priifen einen Satz aus dem Aussonderungsschema: Sei ¢(z,v,7)
eine Formel. Wir mochten zeigen, dass fiir alle o, 7 € M ¥ gilt:

{a € oc|(pla,0aq,7c))ME} e M[G].

Nun fordern wir in M das Aussonderungsaxiom fiir die Formel in folgender
Menge (!):

p={{mp) €dom(c) x Plpl-(r € o ANp(m,0,7))} € M.

DaplF (r €0 Ao(r o,7)) gdw (plIF* (1 € 0 A p(r,0,7))M, folgt die Existenz
von p aus dem Aussonderungsaxiom fiir diese Formel in M. Auflerdem sei M
gegen X abgeschlossen, hierzu braucht man das Paarmengenaxiom und eine
Instanz des Ersetzungsschemas. So bestimmt sich also T'(Aus,,).
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Nun rechnet man nach, dass pg = {a € o¢ | (¢(a))™!¢}. Wir unterdriicken
die Parameter 7 fir den Rest der Herleitung. Zunéchst die leichte Inklusion:
Jedes Element von pg ist von der Form 7¢ fiir (7, p) € p und p € G. Dann gilt
nach der Definition von p, p IF 7 € o A ¢(m, 0), und daher nach der Definition
von I, 7¢ € og und (¢(rg,0c))™C. Nun zur anderen Inklusion: Sei a € og
und gelte ¢(a,oq)M[C). Nach (2) des Hauptsatzes gibt es ein p € G, so dass
plE(m €0 Ap(r, 0)). Also ist (m,p) € p und g € pg.

Wir priifen nun einen Satz aus dem Ersetzungsschema: sei ¢(z,v, Z) eine
Formel. Wir méchten zeigen, dass es zu 0,7 € M? einen Namen pg gibt mit
folgenden Eigenschaften:

((Va € 06)(F"y) (¢(a, y, 7)) "

impliziert
((Va € 0@)(3@/ € pG)(@(aayviG)))M[G]

Nun fordern wir in M das Ersetzungsaxiom Ers’ fiir die Formel iiber M:

(Vr € dom(0))(Vp € P)(3u € MP)(p I ¢(, 1))
— (Vm € dom(o))(Vp € P)(Fpu € S)(p Ik o(m, p1)).

Da p IF o(m, 1) gdw (p IF* o(m, p))M, ist dies wirklich die Anwendung des
FErsetzungsaxioms in der Form ohne die Bedingung ,.es gibt genau eines“ in der
Voraussetzung fiir eine Formel in M. Sei ¢(z,y) = ¥(p,m, 1) = p IF @(m, ),
= (p,m),y=p.

Nun haben wir noch zu klaren, ob diese scheinbar stérkere Variante wirklich
aus ZFC folgt: Sei Ers),

(Vx € s)(Fy)Y(z,y) = ISVz € s)(Ty € S)p(x,y).

Dies wurde in Satz (Kollektionsprinzip) gezeigt.
Ersio folgt wie folgt aus der Originalform von Ers, dem Vereinigungsmen-

genaxiom, dem Fundierungsaxiom, denn fiir ein geeignetes ¢ lautet Ersgb = Ersd;:

Y =(Vz € s)(FL2)(z = Vin() A m(z) = min{a |3y € Voi(z,y)}) —
(AR)(Vx € 5)(32z € R)(2 = Vi) Am(x) = min{a |y € Vorh(x, ) }).

Dann nimmt man [J R C S und hat eine Menge S wie in Ersfd, gefordert. So
bestimmt sich also T'(Ers,).

Also gibt es S € M. Wir setzen p = (SNM?T) x {1}. Dann ist pg = {pug | 1 €
S}. Sei x € o . Wir zeigen (3y € pe)(p(z, y))MICl. 2 = n¢ fiir ein 7 € dom(o).
Da M[G] = Jyp(ng,y), gibt es ein v € MY, M[G] |= ¢(ng,ve). Nach dem
Hauptsatz gibt es ein p € G, p IF ¢(m,v), also ¥(p, u, 7). Nun gibt es nach
unserer Wahl von S auch ein p € S mit p IF* (7, 1) daher und pg € pg und

(p(ma, pa))ME.

Unendlichkeitsaxiom: Wir fordern, dass in M das Unendlichkeitsaxiom und
das Paarmengenaxiom und das Ersetzungsaxiom fiir  — & gelten. Dann haben
wir w = g € MI[G].
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Potenzmengenaxiom: Wir fordern das Potenzmengenaxiom in M. Auflerdem
sei M gegen x abgeschlossen, hierzu braucht man das Paarmengenaxiom und
eine Instanz des Ersetzungsschemas. Sei o € M[G]. Sei

S = {r € M?| dom(r) C dom(c)} = (Z(dom(c) x P))M.

Wir setzen p = S x {1} und rechnen nach, dass fiir alle ug C og, ug € pa. Wir
setzen

T={(m,p) |7 €dom(c) AplF7 € u}.
Dann ist 7 € S und daher 7 € pg. Wir zeigen nun, dass pug = 7¢ ist, dies wird
den Beweis beenden.

Wir zeigen ug C 7¢. Jedes Element von ug ist in og und daher von der
Form 7¢ fiir ein m € dom(o). Da g € ug, gibt es ein p € G, p IF 7 € p und
daher ist (7, p) € 7 und g € 7. Fir die Inklusion 7¢ C pue bemerken wir, dass
jedes Element von 7¢ von der Form 7 ist mit (m,p) € 7 und p € G. Dann gilt
plF 7 € p und daher 7 € ug-.

AC. Wir fordern, dass M den Satz aus der Voraussetzung des Lemmas
erfiillt. AuBerdem sei M gegen geordnete Paare abgeschlossen, hierzu braucht
man das Paarmengenaxiom. Damit beweisen wir AC in M[G]. Sei z = o¢g €
M|G]. Wir wenden die Voraussetzung an auf dom(c) = {m, |y < a} und
erhalten eine surjektive Aufzihlungsfunktion {(v,7) |y < a} € M. Wir setzen

7= {op(¥,my) [ v < a} x {1}.

Dann ist 7 € MY und 7¢ = {(v, (7,)c) |7 < a}. Also ist 7¢ eine Funktion mit
dom(7g) = @ und og C rge(7g).

Zusammenfassung: Man kann fiir jedes Axiom ¢ von ZFC ein Axiom ¢’ von
ZFC angeben, so dass

ME ¢ — M[G] E ¢

O

UBUNG: Die Klasse aller p, so dass jug C o, ist normalerweise eine echte

Klasse, so wie auch die Klasse aller o, so dass o = uq, eine echte Klasse ist.
Jedes Element in M[G] hat also Klassen-viele Namen.

Lemma 7.31. (a) Seien p(z) und ¢ (z) Z(€)-Formeln, sei ZFC* ein end-
liches Fragment von ZFC und gelte

ZFC* - VE(p(F) — (7). (7.3)

Dann gilt fir jedes ctm M = T(ZFC*) und fir alle Halbordnungen
PeM,peP, 7eM:

(plar (7)) = (pIFar (7).
(b)  Nun nehmen wir zusdtzlich an, dass

ZFC* - V2(p(2) < (@)
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Dann gilt fir jedes ctm M = T(ZFC*) und fir alle Halbordnungen
PeM,peP, 7eM:

(p ko (7)) < (pIkar 9(7)).

Beweis: Wir wihlen ein M |= T(ZFC*). Sei G P-generisch tiber M und sei p € G.
Dann gilt M[G] = ZFC*. In M[G] gilt dann auch: o(7¢)M[C] — o (75)MIE,
Nach der Definition von p Iy ¢(7) haben wir p Iy (7). O

Korollar 7.32. ZF F Con(ZFC) — Con(ZFC+V # L).

Beweis. Da MNOn = M[G]NOn, ist L™ = LM C M. Sei P splitting. Dann
ist G ¢ M. Also ist G € M[G]\ LM, O



Kapitel 8

Die Unabhangigkeit der
Kontinuumshypothese

8.1 Con(ZFC) — Con(ZFC + —CH), die relative Konsis-
tenz des Negats der Kontinuumshypothese

Nun nehmen wir an, dass M alle Einzel-Axiome von ZFC und noch endliche Teile
der beiden Schemata erfiillt. Wir fithren nicht mehr Buch iiber die erforderlichen
Fragmente, sondern schreiben nur noch Eigenschaften von P, der beteiligten
Kardinalzahlen und anderer Parameter nieder. Sehr oft wird zum Beispiel in
M eine Vereinigungsmenge gebildet. Lemma [7.31] wird sténdig stillschweigend
benutzt.

Definition 8.1. Sei A eine unendliche Kardinalzahl, I, J Mengen.
Fn(Z,J,A\) ={p||p| < A Ap ist eine Funktion A dom(p) C I Arge(p) C J}.
Wir halbordnen Fn(7, J, ) durch ¢ < p gdw ¢ 2 p.

Lemma 8.2. Seien \,I,J € M und gelte (\ ist eine Kardinalzahl)™ und
J # 0 und (JI| > MM und sei G (Fn(I, J,\))M-generisch diber M. Dann ist
UG € MI[G] eine Funktion von I auf J. |J| wird also womdglich kollabiert. [

Anwendung mit A < k = |I| > p = |J| liefert k > p in M[G], da es ja dort
eine Surjektion von x auf p gibt. Aber bleibt y eine Kardinalzahl? M[G] D M,
und Kardinalzahlen bleiben nur abwérts erhalten. Fiir 4 = w ist das wahr, da
w auch in M[G] unendlich ist. AuBlerdem wollen wir den Fall sehr kleiner |J|
betrachten.

Definition 8.3. Eine Halbordnung hat die c.c.c. (countable chain condition)
oder ist c.c.c., gdw alle ihre Antiketten abzdhlbar sindE]

1 Abzihlbare Antiketteneigenschaft® ist wie ,fiinfképfiger Familienvater im Deutschen
nicht moglich, da das Attribut sich immer auf die letzte Komponente eines Kompositums
bezieht.
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Definition 8.4. Eine Familie &7 von Mengen heifit A-System gdw es eine feste
Menge r, Wurzel oder Kern E| genannt, gibt, so dass fiir je zwei verschiedene
a,be o anb=r.

Lemma 8.5. [ Das A-System-Lemma®“. Sei of eine tiberabzihlbare Familie
endlicher Mengen. Dann gibt es ein tberabzdihlbares A-System B C of .

Das Lemma ist ein Spezialfall (—UBUNG: Welcher?—) des folgenden Satzes:

Satz 8.6. Der A-System-Satz. Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Sei 8 > k
requldar und gelte (Vo < 0)(|a|<" < 0). Sei |<7| > 0 und sei (Vx € ) (|z| < K).
Dann gibt es ein B C o, so dass | B| =0 und B ein A-System ist.

Beweis: Wir nehmen an, dass |«7| = 6 ist. Falls &7 zu grof} ist, kann man eine
Teilmenge der Méchtigkeit # wahlen. Aulerdem nehmen wir an, dass |J </ C 0,
weil der inviduelle Charakter der Elemente von &7 keine Rolle spielt. Dann hat
jedes x € & zusammen mit der Einschrinkung der Wohlordnung von 6 auf x
einen Wohlordnungstyp otp(z) < k. Da 6 reguliar und echt grofler x ist, gibt
es ein p < K, so dass & = {x € & | otp(x) = p} die Méchtigkeit 6 hat. Nun
halten wir so ein p fest und arbeiten nur noch mit o weiter.

Fiir jedes a < 0 gilt |o|<" < 6. Dies impliziert, dass fiir jedes a@ < 6
strikt weniger als 8 Elemente von 7 Teilmengen von « sind. Also ist |J @
unbeschrinkt in 0. Fiir z € @4 und £ < p sei z(§) das {-te Element von z. Da
6 reguldr ist, gibt es ein &, so dass {z(§) |z € 4/} unbeschrénkt in 6 ist. Wir
halten das kleinste £ mit dieser Eigenschaft fest und nennen es &j. Sei

a0 = sup{a(n) + 1] @ € & An < &}.

Dann ist ap < 6 und z(n) < «p fir alle € @7 und alle n < &.

Durch transfinite Rekursion iiber y < 6 wahlen wir x, € 4, so dass
xu(&o) > ap und z,(&o) tiber allen Elementen fritherer z, liegt, d.h.,

(o) = max(ag, sup{zy(n) [n < pAv < p}).

Dann setzen wir @4 = {x, | ¢ < 0}. Dann ist |@%| = 6 und x Ny C «p fiir alle
x #y € ah. Daaf"™ < 6, gibt es ein r C ap und ein B C o, so dass |B| =0
und (Vz € B)x Nag =r. Also ist & ein A-System mit Wurzel r. O

Lemma 8.7. Fulls |J| < w, so hat Fn(I, J,w) die c.c.c.

Beweis: Seien p,, a < wj, Bedingungen, und sei a, = dom(p,). Nach dem
A-System-Lemma gibt es ein tiberabzdhlbares X C wy, so dass {aq |a € X} ein
A-System bildet. Sei r dessen Wurzel. Da J abzéhlbar ist, gibt es nur abzéhlbar
viele Moglichkeiten fiir p, [ . Wir nehmen also (mit AC,) ein tiberabzéhlbares
Y C X und ein u, so dass fir a € Y, py [ 7 = u. Dann sind alle p,, a € Y,
paarweise kompatibel oder sogar endlich viel von ihnen haben einen Schnitt
(man nennt eine Menge von Bedingungen mit dieser Eigenschaft ,zentriert“. Dies

ZShelah sagt ,,Herz*
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ist {ibrigens die Knaster-Eigenschaft: E| zu wy Bedingungen gibt es eine Teilmenge
der Méchtigkeit wy, die zentriert ist. Die Knaster-Eigenschaft ist i.A. echt stéarker
als die c.c.c.-Eigenschaft). Also konnten die po, o < wy, keine Antikette bilden. [J

Lemma 8.8. Sei P € M eine (c.c.c-Halbordnung)™ . Seien A,B € M und
sei G P-generisch iber M und sei f € M[G], f: A — B. Dann gibt es eine
Abbildung F: A — 2M(B), so dass F € M und (Va € A)(f(a) € F(a)) und
(Va € A)(|F(a)] <w)™.

Beweis: Wir halten 7 € M7 fest, so dass f = 7. Da jede Aussage, die in M[G]
wahr ist, nach dem Hauptsatz erzwungen wird, gibt es ein p € G, so dass

p Ik 7 ist eine Funktion von A nach B.

Dies ist wirklich eine Formel aus der Forcingsprache. Nun definieren wir

F(a)={be B|(3g <p)(qlF7(a) =b)}.

F € M nach der Definierbarkeit von I in M (dies folgt aus dem Forcing*satz).
Nun halten wir ein a € A fest. Wir zeigen f(a) € F(a). Sei b= f(a). Dann
gibt esein r € G, r Ik 7(a) = b und 7 und p haben einen Schnitt in G, sei er g.
Dann ¢ I 7(a) = b. Also ist b € F(a).
Um zu sehen, dass (|F(a)| < w)™, wenden wir AC in M an, um eine Funktion
Q@ in M zu finden, so dass Q: F(a) — P und fiir alle b € F(a),

(Q(b) < pund Q(b) I- 7(a) = b).

Wenn b,b € F(a) und b # b/, dann sind Q(b) und Q(¥') inkompatibel, weil
7 eine Funktion ist und weil Q(b) und Q(b") verschiedene Werte fiir dasselbe
Argument a erzwingen. Also ist {Q(b) |b € F(a)} € M eine Antikette in P und
da Q € M ist und (P ist c.c.c.)™ gilt, dass (|F(a)| < w)M. O

Definition 8.9. P(= (P, <p)) erhilt Kardinalzahlen gdw fiir alle P-generischen
Filter G iber M gilt

(V8 € On N M)((8 ist eine Kardinalzahl)™ « (8 ist eine Kardinalzahl)™[]).

Definition 8.10. P(= (P, <p)) erhalt Konfinalitdten gdw fiir alle P-generischen
Filter G iber M gilt

(V8 € On N M)(8 Limesordinalzahl — cf(3)M = cf(8)M1C]).

Lemma 8.11. Wenn P Konfinalitdten erhdlt, so auch Kardinalititen.

Beweis: Wir nehmen an, dass P Konfinalitdten erhélt. Wenn o > w eine regulére
Kardinalzahl in M ist, dann ist cf (o)™ = cf (a)MI¢] = a. Also ist a auch eine
reguldre Kardinalzahl in M[G]. Wenn > w eine Limeskardinalzahl in M ist,
dann sind die Nachfolgerkardinalzahlen unbeschrinkt in 3, und diese bleiben

3Nach dem Wroclawer Mathematiker Boris Knaster, Arbeit in den 1940er Jahren
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regulir in M[G], weil Konfinalitdten erhalten bleiben. Also ist /5 eine Limes-
kardinalzahl in M[G]. Weil jede unendliche Kardinalzahl regulér ist oder eine
Limeskardinalzahl ist oder beide Eigenschaften hat, ist nun also jede unendliche
Kardinalzahl in/von M auch eine Kardinalzahl in/von M[G]. O

Lemma 8.12. Wenn P die Figenschaft ,k ist requldar® erhdlt, dann erhdlt P
Konfinalitdten.

Beweis: Sei y eine Limesordinalzahl in M und sei (k = cf(7))M. Aus M C M[G]
und aus deren Transitivitit folgt cf(y)™ > cf(y))MIC], da die Definition von
Konfinalitdt nur einen nicht-absoluten Existenzquantor enthélt.

Nach einem alten Lemma iiber dquivalente Definitionen der Konfinalitdt gibt
es ein f € M, das x konfinal nach ~ abbildet und streng monoton wachsend
ist. Aus (k regulir)™ folgt nach Voraussetzung (k ist regulir)™!¢l . Falls nun
cf (V)MICT < cf (7)™ = K wiire, so gibe es in M[G] eine konfinale Abbildung
g: cf(n)MIE] = k (nicht nur zu ).

UBUNG: Bauen Sie g aus f und einem Zeugen fiir (cf(v) < k)M,

Dies widersprache der Regularitét von & in M[G]. O

Satz 8.13. Wenn (P hat die c.c.c.)™, dann erhilt P Konfinalitdten.

Beweis: Sonst gibt es ein k € M, das in M regulér ist und in M[G] singulér ist.
Dann gibt es ein f € M[G], das ein a < k konfinal nach x abbildet. Nach dem
Lemma iiber F' gibt es ein F': @« — P(k), F' € M, so dass (V€ < ) (f(§) € F(£))
und (V¢ < a)(|F(§)] < w)M. Wir setzen S = Ug, F(§). Dann ist S € M und

S ist unbeschrinkt in . (]S| = |a| < )™ widerspricht nun der Tatsache, dass
Kk in M regular ist. O

Lemma 8.14. Wenn k € M und wenn G Fn(k X w, 2, w)-generisch iber M ist,
dann ist (2° > |k|)MIC],

Beweis: fo(n) = (UG)(a,n).

Dag ={p € P|(In <w)({a,n) € dom(p)A(B,n) € dom(p)Ap(a,n) # p(8,n))}
ist dicht in P und in M. Also ist G N D, g # 0. Hieraus folgt f, # f3. Also gibt

es in M[G] eine k-Folge von paarweise verschiedenen Funktionen f, von w nach
2. ]

Nun nehmen wir Kk = wy von M. Da P c.c.c. in M ist, haben wir x = wy
auch in M[G]. Wir haben also

Satz 8.15. Cohen, 1963. Con(ZFC) — Con(ZFC + 2% > wy).
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8.2 Die relative Konsistenz von CH

Wir nehmen nun die Halbordnung (Fn((wy)™, (W)™, (w)™))M und erhalten
damit einen Forcingbeweis von Gédels Satz:

Satz 8.16. Cohen, 1963. Con(ZFC) — Con(ZFC + CH).

Beweis: Wir erweitern mit (Fn((w1)™, (2“)M (w)M))M. P ist in M unter
absteigenden Ketten abzahlbarer Lange abgeschlossen, und daher gibt es keine
neuen Funktionen f:w — &, f € M[G]\ M. (w1)™ bleibt daher in MI[G|
die erste iberabzéhlbare Kardinalzahl. Die generische Funktion |G ist eine
Surjektion von w; auf (2¢)M = (2¥)M[C] wie man mit einem sogenannten
Dichtheitsargument zeigt: Sei r € (2*)™, dann ist

D, ={p € P|r €rge(p)}

eine dichte Teilmenge von P, die in M liegt. O

Satz 8.17. Cohen, 1963. Con(ZFC) — Con(ZFC + 2% = Ry).

Beweis: Wir nehmen ein M = CH + ZFC' mit dem vorigen Theorem. Dann
erweitern wir mit der Halbordnung aus dem Beweis des Satzes Nun gilt
in M[G] 2¢ < (IRg|M) = (N2)M (letzteres gilt, da in M schon CH gilt), denn
es gibt eine Menge R von < |X%|™ Namen, die alle Namen fiir reelle Zahlen
reprasentiert: R ist zum Beispiel die Menge der 7 der Form

7= {{(m,i),p) |p € A(m,i),i € 2,m € w},

in der jedes A(m, i) eine Antikette ist. Wir haben ((m, i), p) € 7 gdw p IF 7(m) =
i. Jedes A(m,i) kann aus |P|* vielen Moglichkeiten gewihlt werden, da jede
Antikette abzihlbar ist. | P} = R}° = Ry, da wir CH haben. So ist die Anzahl
der Moglichkeiten fiir 7, “*“Nq, von Méachtigkeit No. 0
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Kapitel 9

Die relative Konsistenz von

—AC

Mit dem konstruktiblen Universum L, einem sogenannten inneren Modell, zeigten
wir Con(ZF) — Con(ZFC). Nun zeigen wir Con(ZFC) — Con(ZF + -AC).

In unserem Modell von —AC wird es eine unendliche Menge von Zweiermengen
geben, zu der es keine Auswahlfunktion gibt. In diesem Kapitel folgen wir T.
Jech, Set Theory. Second corrected edition, Springer, 1997, Seite 190 — 210. Es
gibt inzwischen auch die dritte Auflage “The Third Millenium Edition” von 2003.
Aber auch die erste Auflage von 1978 [16] geniigt, weil das Neue in Kapiteln
dazugekommen ist, die von unserer Vorlesung (noch) nicht beriihrt werden.

Definition 9.1. f: P — P heifit Automorphismus von P, wenn f eine Bijektion
ist und fiir alle ¢, p gilt

p<q+ f(p) < fle)

Bemerkung: Wenn G P-generisch iiber M ist und f ein Automorphismus
von P ist, dann ist f[G] = f”G P-generisch tiber M.
Nun setzen wir f auf V* fort durch folgende rekursive Definition.

Definition 9.2. f(7) = {{f(0), f(p))| (o, p) € T}.
Bemerkung: f ist bijektiv und f(#) = # and fog = (f o g) and idp = idyr.
Lemma 9.3. (1) val(r,G) =val(f(7), f'G), M[G] = M[f"G].

(2) plF(T) < f(p) IF 0(f(7)).

Definition 9.4. Sei F eine Gruppe von Automorphismen von P. Ein Name 7
heiBt F-invariant, wenn f(7) = 7 fiir alle f € F. Ein Filter .# auf F ist eine
Teilmenge von

{H | H Untergruppe von F'}

mit den folgenden Eigenschaften.
(a) FeZ,
(b) VG € ZVH( Obergruppe von G und Untergruppe von F)(H € %),
(¢c) VG,He #(GNH)eZ
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Z heifit normal, wenn .# abgeschlossen unter Konjugationen mit allen f € F,
dh., VF € ZVf e F(fFf~! € .F), ist.

Definition 9.5. 7 heifit erblich symmetrisch (beziiglich .%), wenn folgendes
gilt:
(1) es gibt ein F' € .#, so dass 7 F-invariant ist, und

(2) fur alle (o,p) € 7 ist o erblich symmetrisch.
Bei anderen Autoren heifit dieser Begriff auch .#-invariant.

Wenn 7 erblich symmetrisch ist und f € F, dann ist f(7) erblich symmetrisch,
da % normal ist.

Definition 9.6.
Mg[G] = {7 | T ist erblich symmetrisch}.

Satz 9.7. M |G| ist eine transitive Erweiterung von M und erhdlt ZF im Sinne
von Satz[7.30

Beweis: Von Definition 7.6 bis zu Satz [7.30] hin ist nun alles fiir erblich symme-
trische Namen durchzufithren. Man kann IFy7 p 7 und seine *-Version einfiihren.
Man rechnet nach, dass der einzige Punkt, an dem nicht alles ganz analog wie
gehabt durchgefithrt werden kann, der Name 7 im Beweis von AC in M #[G] ist.
Dieser Name ist nicht immer erblich symmetrisch! Es ist zu tiberpriifen, dass
man den Bereich der erblich symmetrischen Namen mit keinem anderen Axiom
verlassen muss. ([l

Sei nun P = Fn(2 X w X w X w, 2,w). Wir nehmen die vorlaufige Gruppe ¥,
so dass alle Elemente f € ¢4 die folgenden Eigenschaften haben:

(a) f ist eine Permutation von {0,1} X w X w,
(b)  f lasst die zweite Koordinate immer fest,

(¢)  Vn(YmVedm' f(e,n,m) = (e,n,m')VVme3am’ f(e,n,m) = (1—e,n,m’)).

Nun machen wir hieraus eine Gruppe F' von Automorphismen von P, indem

wir
f()(f(e,n,m), i) = p(e,n,m,1)

setzen und dann F = {f| f € ¢} wihlen.

Fiir jede endliche Teilmenge F von 2 X w X w definieren wir die Untergruppe
9 = {f € 9|(V(e,;n,m) € E)f(e,n,m) = (e,n,m)}, und nehmen Fp =
{flfe¥9}. ¥ ={Frg|E C 2 XwXw,FE endlich} ist dann ein Filter von
Automorphismengruppen. AuBerdem ist fFrf~! = Fripg.

Satz 9.8. Sei G P-generisch iber M. Dann gilt in M#[G] das Auswahlaxiom
nicht.
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Beweis: Fiir n,m € w wahlen wir folgende Namen:

anm = {(,p) €wx P|p(0,n,m,i) =1},
<%,p) €w X P|p(l,n,m,i) =1},
(
(

An,ms 1) M € W},

{
a, = {
{

by = {lbu, 1) [ m € w),
By = up(an, by).
Nun haben wir
]?(a,%m) = ng oder :b’%m"
;(Nn) = ap oder = b,
f(B) = P

Sei fiir alle diese Namen 2 = x. Nun rechnet man nach, dass P, ein erblich
symmetrischer Name ist mit £ = () als Zeugen fiir Definition (1) Q. m ist
symmetrisch fiir Fg mit E = {(0,n,m)}, a, ist (nur) symmetrisch fiir jedes Fig
mit Im(0,n,m) € E, denn 0 darf nicht mit 1 vertauscht werden in der ersten
Komponente.

Daher ist P,q € M #[G]. Auch ist {((n, P,),1p) |n € w} ein erblich symme-

trischer Name fiir eine Aufzéhlung von ganz {P, |n € w}.

Nun beweisen wir folgende Behauptung: In M #[G] gibt es keine Auswahl-
funktion 7¢: w — V so dass fir alle n, 7¢(n) € P,.
Sonst: Sei 7g eine solche Funktion und sei 7 ein erblich symmetrischer Name
flir sie und gelte
po lFz Vnt(n) € Py,.

T ist also Fg-invariant fiir ein E. Sei n so, dass Ym,e(e,n,m) &€ E.
Dann gibt es ein p < pg, so dass

Wir werden ein f € F finden, so dass

(i)

(p) und p vertriglich sind,

f
(i) fe Fg,
(i) f(an) = bn.

Dann ist f(T) = 7 und

pU f(p) ke 7(n) = by AT(n) = ay.

Widerspruch.
Sei
mo > max{m|3(e,n,m,i) € dom(p)}.
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Wir setzen f(e,n',m) = (e,n/,m) fir n’ # n. und

(I,n,m+mg) wenn m < mg
f(O,n,m) =< (1,n,m —mp) wenn my<m < 2myg
(1,n,m) wenn m > 2my.

und f(1,n,m) entsprechend. Dann ist f € F und f (an) = by. AuBerdem sind
f(p) und p vertriglich, also (i), (ii) und (iii) erfiillt. O

Bemerkung: Es sind zwei Konventionen verbreitet zur Bezeichnung irgend-
eines Namens fir a € M[G]. Die éltere ist a die jingere ist g. Punkt und
Untertilde sind keineswegs Funktionen, denn jedes Element hat Klassen-viele
Namen.

UBUNG: Zeigen Sie, dass es in M #[G] keine lineare Ordnung auf der Menge
U, Pn gibt.



Kapitel 10

Vollstandige Einbettungen,
boolesche Werte, das
Maximalitatsprinzip

10.1 Subhalbordnungen und Einbettungen

Definition 10.1. Seien (P, <p,1p) und (Q, <@, 1g) Forcing-Halbordnungen.
(Die Antisymmetrie und die 1 werden nicht wirklich gebraucht). i: P —. @ ist
eine vollstindige Einbettung gdw ¢ folgende drei Eigenschaften hat:

(1) Vp,p' e PO/ <p—i®) <i(p)),

(2) Vp.p' e P Lp<i(p) Li(p)),

(3) Vg e Q3pe Pvp € Pp) <p — i(p)) L q), solch ein p heifit eine
Reduktion von q.

Lemma 10.2. Sei D C P dicht in P, und sei A C D eine maximale Antikette
in D. Dann ist A auch eine mazimale Antikette in P.

Lemma 10.3. i: P —. Q ist dquivalent zu (1) und (2) von oben und

(3°)  Fir jede mazimale Antikette A von P ist i" A eine mazimale Antikette

Beweis: (3) impliziert (3’): Sei A eine maximale Antikette in P. Annahme
q L i(a) fiir jedes a € A. Dann hat ¢ keine Reduktion, denn: Angenpmmen
p € P wire ein Reduktion. p f a fiir ein a € A. Sei p’ < p,a. Dann ist p’ < p
und i(p’) L ¢. Also ist p keine Reduktion.

(3’) impliziert (3): Sei ¢ in @ gegeben. Wir nehmen an, dass ¢ keine Re-
duktion hétte. Dann ist {p’|i(p’) L ¢} dicht in P. Daher bis es eine maximale
Antikette in D, die auch maximal in P ist. Diese maximale Antikette wird durch
1 auf eine Antikette abgebildet, die auf ¢ senkrecht steht. Also werden maximale
Antiketten nicht erhalten. O

Falls i = idp, so schreiben wir (P,<p,1p) C. (Q,<q,1q) oder (P,<p
,1p) <(Q, <@, 14) und sagen P ist eine vollstindige Unterhalbordnung von Q.

91



92 Kapitel 10. Vollst. Einbettungen, etc.

Lemma 10.4. (a) i: P =Q implizierti: P —. Q.
(b) I CI impliziert Fn(I,J, k) C. Fn(I', J, k).

Beweis: (b) ¢ [ I ist eine Reduktion von g.
Gegenbeispiele: id: Fn(w,w,w) 4 Fn(w,w;,w) und Fn(w, w,w) . Fn(w,w,w;)
(da letztere Halbordnung gar nichts tut und erstere eine reelle Zahl hinzufiigt.).
Eine Menge D C P heifit priadicht, wenn

Vp € Pdg € Dp [ q.

Satz 10.5. Seii: P —. Q und sei H Q-generisch iiber M. Dann ist i~'"H
P-generisch iiber M und M[i~"H] C M[H].

Beweis: Sei D € M, D dichte Teilmenge von P. Dann ist "D pradicht in Q,
denn sonst héatte ein ¢, unter dem 4" D nicht dicht ist, keine Reduktion. Dann
folgt aus H Ni"D # 0, dass i ""H N D # (). i~ H schneidet also alle dichten
Mengen in M.

i~ H ist ein Filter: Sei p € i~'”H. Dann ist i(p) € H. Sei p’ > p. Dann ist
nach Eigenschaft (1) i(p’) > i(p). Somit ist i(p’) € H. Dann ist p’ € i 1" H.

Seien p,p’ € i~'H. Dann sind i(p),i(p') € H. Sei ¢ < i(p),i(p'), ¢ € H.
Dann ist nach Eigenschaft (1) i~1(q) € i~ H. Aber ist i~ *(¢q) < p, p'? Sicherlich
ist p £ p' wegen Eigenschaft (2). Da i~!”H alle dichten Mengen schneidet,
schneidet es insbesondere

D={r|r<ppvrLpvrLp}

Da H ein Filter ist, kann i~'” H keine zwei unvertriglichen Elemente enthalten,
und daher schneidet es D in einem r < p,p/.

i € M impliziert, dass i "' H € M[H]. Daher ist nach der Minimalitét von
MI[H], M[i='Y"H] C M[H]. O

Definition 10.6. Seien (P, <p,1p) und (Q, <@, 1q) Forcing-Halbordnungen.
i: P —4 @ ist eine dichte Finbettung gdw ¢ folgende drei Eigenschaften hat:

(1) vp,p' € PO <p—i(p) <i(p)),
(2) Vp,p' e PO Lp—i(®) Li),
(3) i"P liegt dicht in Q.
Lemma 10.7. Jede dichte Einbettung ist eine vollstindige Einbettung.

Beweis: Sei i: P —4 @ ist eine dichte Einbettung. Zu jedem ¢ € @) gibt es ein
p € P, so dass i(p) < g. Solch ein p ist eine Reduktion von q. O

Lemma 10.8. Seien G1 und Go generische Filter tiber M, und sei G1 C Gs.
Dann ist G1 = Go.
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Beweis: Annahme, es gébe ein p € Gy \ G1. Die Menge

{¢gePlgLpvg<p}

ist dicht in P und wird von G geschnitten. Da p € G, gibt eseinr € G1, r L p.
Da G1 C Gg, ist 7 € Go. Dann ist 7 L p und beide sind in G5. Widerspruch. [J

Satz 10.9. Sei i: P —y4 Q eine dichte Einbettung. Und sei A C P. Wir
definieren iA = {q € Q| (3p € A)(i(p) < q)} Dann gilt folgendes.

(a) Wenn H C Q Q-generisch iiber M ist, dann ist i~ H P-generisch iiber
M.

(b)  Wenn G C P P-generisch iiber M ist, dann ist iG Q-generisch tiber M.

(¢c) G =i"V"H impliziert, dass H = iG und M[G] = M[H].

Beweis: a) i~ H ist P-generisch, da i vollstindig ist.
b) Sei D dicht in @, D € M. Dann ist

D*={pe P|3q € Di(p) < q}

dicht in P. Dies zeigt man wie folgt: Sei p € P gegeben. Es gibt nach der
Dichtheit von D ein g € D, so dass i(p) > q. Sei i(p) < g, so ein p’ gibt es, da
die Einbettung dicht ist. Dann ist i(p') < ¢ < i(p) und daher ist p £ p’. Jedes
p” < p,p ist dann in D.

¢) G C i~ "iG. Da i~ G generisch ist, folgt nach dem Lemma die Gleich-
heit.

Definition 10.10. Sei i: P — Q). Wie definieren rekursiv iiber die P-Namen
iv: VP = V@ duch

ix(1) = {{ix(0),i(p)} | (o, p) € T}.
Lemma 10.11. Seii: P —.Q ,i€ M.

(a) Wenn H Q-generisch iiber M ist, dann ist val(t,i~'H) = val(i.(7), H).
(b)] Wenn ¢ absolut fiir abzihlbare transitive Modelle von ZFC* ist und
7 P-Namen sind und M |= T'(ZFC*) (T" wie in Satz[7.30), dann

(pIFarp (7)) < (i(p) Farq #(ix(7)))-
(c) Wenn ¢ beliebig ist und i eine dichte Finbettung ist, dann
(pIFp o(7)) < (i(p) IFQ ¢(ix(7)))-

Beweis: a) val(r,i """ H) = {val(c,i " H)|3p € i \"H, (0,p) € T}
v {val(i«(0),H)|3q € H(ix(0),q) € ix(1)} = val(i.(7), H).

b) Gelte p IFar,p (7). Seien H C @ und i(p) € H, und sei H (Q)-generisch
iiber M. Dann ist p € i~ H. Also gilt M[i~'"H] |= ¢(val(7,i~Y"H)). Nach a)
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ist dies dquivalent zu M[i~Y" H] |= ¢(val(i«(7), H)). Da M[H] 2 M[i~'"H] und
da ¢ eine zwischen M[H] und M[i~'”H] absolute Eigenschaft ist, haben wir
MIH] = o(val(i«(T), H)). Weil dies fiir jedes H mit i(p) € H gilt, haben wir

i(p) FarQ ¢ (ix(7))-
c) T—1ng + (ix(7)) g ist die Identitit von M[i~*"H] auf M[H].

10.2 Boolesche Werte

Lemma 10.12. Sei P eine Halbordnung. Dann gibt es eine eindeutige vollstin-
dige boolesche Algebra A, so dass es ein i: P — B\ {0} gibt mit den folgenden
Eigenschaften

(1) Vp.p' € P(p <p' —i(p) <i(p)),

(2) Vp,p' € P(p Lp' < i(p) Ni(p') =0),

(8) i"P ist dicht in B\ {0}.
Beweisskizze: Wir definieren eine Topologie auf P: Eine Basis fiir die offenen
Mengen sei {{q¢|q¢ < p}|p € P}, die Menge der sogenannten Kegel (cones). Sei

int(b) das Innere von b, d.h., die Vereinigung aller offenen Teilmengen von b. Sei
cl(b) der Abschluss von b in dieser Topologie. Dann definieren wir fiir b C P.

b ist regulér und offen <+ b = int(cl(b)).

Fir die cone-Topologie auf P gilt:

int(a) = {p[vq=>pq €< aj},
c(a) = {p|3q=pqe€a},
intcl(a) = {p|Yq>pIr>qreal.

Man rechnet leicht nach, dass [ cl(int cl(a)) = int cl(a) fir jede Teilmenge
eines topologischen Raums. Nun definieren wir 8 = RO(P) die Menge der
regulédr offenen Teilmengen von P. Auf % werden A, V und das Komplement ¢
wie folgt definiert:

bAhec = bNeg,
bVve = int(cl(bUc)),
b = int(P\Db).

A ist eine vollstindige boolesche Algebra, denn fiir S C % sind VS =
int(cl(JS)) und AS = int(NS) das Supremum und das Infimum. Ausfithr-
lich kann man zur Algebra der reguér offenen Mengen in [14] in Kapitel 4 und
Kapitel 7 nachlesen.

Nun definieren wir die Einbettung i(p) = intcl({¢q|q < p})). Man rechnet
nach, dass ¢ Eigenschaften (1) und (2) einer vollstdndigen Einbettung hat. Nun
rechnet man noch nach, dass i eine dichte Einbettung ist. Sei b = int(cl(b)) und
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sei ¢ € b. Dann ist, da b offen ist, auch {r|r < ¢} C b und, da b regulér ist
i(q) =intcl({r|r <q} Cb. O

Bemerkung: Wann ist ¢ vom vorigen Beweis injektiv? Wir brauchen, dass
p # q — i(p) # i(q). Wir nehmen an, dass es unter p ein r gibt, das mit ¢
unvertriglich ist. Dann ist r ¢ i(q). Dies ist genau dann der Fall, wenn P
separativ ist.

Definition 10.13. P heifit separativ gdw Vp,q € P(p #q— —Vr(r Lp<r L
q))

Wir definieren p = g gdw Vrr L p <> r L q). = ist eine Aquivalenzrelation auf
P. Wir definieren p/ =<' ¢/ = gdw Vr < p3s < gr [ s. Dann ist (P/ =, <’) eine
separative Halbordnung, der sogenannte separative Quotient von P. (P/ =,<’)
wird injektiv in RO(P) = RO(P/ =) eingebettet.

Definition 10.14. Sei £ eine vollstindige boolesche Algebra von M. Wir
erweitern M durch Forcing mit (P, <) = (% \ {0}, C). Dann heifit

[e(D]=\{pe Zlplk o(7)}
der Wahrheitswert von (7).

Natiirlich ist die Vollsténdigkeit keine absolute Eigenschaft. Jede abzdhlbare
vollstéindige boolesche Algebra ist endlich (Kunen, Kapitel 7, Ubungen F1 und
F6). Doch # C M ist nur von V aus gesehen abzéihlbar. Und von V' aus ist %
unvollstédndig, es sei denn es ist endlich.

Lemma 10.15. Sei wieder P = A\ {0}.
(1) Vpe Z\{0}(p I o(7) = p < [p(P)]).
2)  le(M) V@] =[e(@] V[
(3) T AY@] = [p(DIA [P
(4) [ = [e(m)]*
(5)  [Bre(z,7)] = V{lple,N)] o € M7}
Beweis: Seite 224 in Kunens Buch [22].

10.3 Das Maximalitatsprinzip

Zuerst beweisen wir ein Lemma iiber das Zusammenkleben langs einer Antikette:

Lemma 10.16. Sei A C P, A € M, A Antikette in P. Sei fiir ¢ € A o4 ein
P-Name. Dann gibt es einen P-Namen 7, so dass fir alleq € A, g7 = 04.

Beweis: Wir setzen

= J{(rr)Ir<qnri-reo, AT € dom(oy)}.
geA

Sei ¢ € A und sei ¢ € G. Dann sollen wir 7 = (04)¢ zeigen. Wir zeigen
e C (0q)G: Sei x € 1. Dann gibt es ein r € G, so dass ¢ = 7¢ und (7,r) € 7.
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Also ist 7 < ¢’ und r |- 7 € g fiir ein ¢' € A nach Definition von 7. Da A eine
Antikette ist und ¢ und r in G sind, folgt aus r < ¢’ und r [/ ¢ dass ¢’ = q.
Somit haben wir r I- 7 € g4. Also ist x € (04)c-

Wir zeigen (04)g C mg. Sei z € (04)g. Dann ist « = 7¢ fiir ein 7 € dom(oy)
und ein p mit (7,p) € o4, p € G. pl- 7 € g4. Dann gibt es ein r < p,q, r € G.
Dieses r erfiillt (7,r) € m. Also = € 7g. O

Beachten Sie, dass im folgenden Satz auch in der Konklusion p steht und
nicht wie in Korollar (d) eine stirkere Bedingung.

Satz 10.17. Das Mazimalitdtsprinzip. Sei p = Jxp(x, 7). Dann gibt es ein
7€ MF, so dass p - p(, 7).

Beweis: Wir nehmen an, dass M AC erfiillt. Dann gibt es eine (C-)maximale
Antikette A C P, A € M, so dass fiir alle g € A:

g<pAdo, e MFPq Ik p(og,T).

Nun bilden wir 7 = U es{(7,7) |7 < gATIF 7 € 0y AT € dom(oy)} wie im
vorigen Lemma und zeigen p I (7, 7).

Sonst gibe es ein r < p, so dass 7 IF —¢(7, 7). Da {¢| 30 € MPql- p(o,7)}
dicht unterhalb p ist, gibt es ein go < und ein 0 € M” ¢y I (o). Fiir jedes
q e Agilt: g Ik p(0q,7) Nog =7 und qo IF =p(m, 7). Also ist go L ¢ fiir jedes
q € A, und man hat einen Widerspruch zur Maximalitdt von A. ([l



Kapitel 11

Die relative Konsistenz von <),
der Lévy-Kollaps

11.1 Karo

Zu stationdr konsultiere man Kapitel 4.

Definition 11.1. { (Karo, (the) diamond, Jensen’s diamond, the diamond
principle) sei folgende Aussage: Es gibt eine Folge (S, | @ < wy, lim(av)), so dass
fiir jedes a, S, C «a und fiir jede Teilmenge X von w; die Menge

{acw | XNa=25,}

stationar in wq ist.

Jedes solche (S, | @ < wy,lim(a)) heifit $-Folge.

Bemerkung: Statt ,, stationdr® kann man auch nur nicht leer fordern. Sei S
ein Karo-Folge in dem neuen, schwachen Sinn. Dieselbe Karo-Folge hat dann
auch die stirkere Vorhersageeigenschaft: Annahme: X C wy und S, = X Na nur
auf einer nicht stationdren Menge N. Dann nehmen wir eine monotone injektive
regressive Funktion f von N\ {0} nach wq, z.B f(a) = sup(C Na) fir einen club
C mit CN N = (. Wir dndern X auf (f(«),«) geringfiigig ab zu X', so dass
Sa # X' Mo und so dass fir kein 8 < a, Sg = X’ N 5. Dann wird X’ nirgends
von S vorhergesagt, und daher ist S auch keine Karo-Folge im schwachen Sinn.

Definition 11.2. P heifit (< wi)-abgeschlossen (oder, leider auch, w-abge-
schlossen oder wi-abgeschlossen) gdw fiir alle v < wy fir alle (py | < 7), so
dass po > pg fiir a < 8 <, es ein ¢ € P gibt, so dass fiir alle a < v, ¢ < pq.
Solch ein ¢ heifit eine untere Schranke von (p, |a < 7).

Satz 11.3. Sei P = Fn(wi,2,w1)™. Dann gilt

0IF<$

MG
und wM = w; 1

97
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Beweis: P ist (< wy)-abgeschlossen und fiigt daher keine neue w-Folge von alten
Elementen hinzu. Also ist (“M)M[@] = (“M)M und es gibt also keine Funktion
in M[G], die (w1)™ kollabieren wiirde.

Wir ersetzen wy durch I = {{a,&)| & < o < wy} und erhalten, dass |I| = w;
in M. Daher ist P = Q = Fn(/,2,w) und es gibt einen Isomorphismus in M.
Wir benutzen nun @ fiir unsere Argumentation. Sei A: I — 2. Dann erhalten wir
hieraus Ay : a — 2, indem wir A, (€) = A(a, §) setzen. Wenn G Q-generisch iiber
M ist, dann ist |JG: I — 2. Wir zeigen, dass ((UG)a | @ < wi) eine {-Folge ist.

Sei B € M[G], B: w1 — 2. Wir zeigen, dass {a| B [ @ = (JG)a} stationir
in wy in MI[G] ist.

Wir schreiben von nun an oft = statt &.

Wir nehmen an, dass dies nicht so wére. Dann gibt es einen Namen 7 € M?
(fiir B) und einen Namen o € M€ fiir eine club Menge in w; und ein p € G, so
dass

plH(T Cwi Ao Cwy Ao is club
ANNaeo)r | a# (UF)Q)

Nun vergessen wir G und B und arbeiten nun immer in M. Wir leiten aus
(%) einen Widerspruch her.
Fiir ¢ € Q sei

supt(q) = min{f | dom(q) € {{e, &) |§ < < B}}.

Nun definieren wir induktiv iiber n Bedingungen p,, und Ordinalzahlen £,, und
0, und abzihlbare Mengen b, € M. Alle definierten Objekte sind in M und auch
die ganze Folge wird durch den Rekursionssatz in M hergestellt. Die Objekte
sollen folgende sieben Eigenschaften haben

(%)

(1)  po=p.

(2) B =supt(pn).

(3)  On > Bn.

(4) Pn+1 < Dn-

(5) ppt1 ko, €0

(6)  supt(pn+1) > dn.

(7)) bp: Bn — 2 und pug1 IF 7 | By = by

Sei p,, gegeben. Wir zeigen, wie man 3, oy, b, und p,+; definiert.

Da p, < pist p, IF o is club. Also (nach Lemma pn Ik 32 € wy(z >
Bn Nz € 02. Nun gibt es nach Korollar (d) ein ¢ < pp und ein 0n € W1 SO
dass ¢ IF (6, > B N Oy € 0). Also §,, > B, und ¢ IF 9, € 0.

Sei r eine Verstirkung von ¢ mit supt(r) > d,. Fiir (7) sei nun F = (#»)2,
Dann 7 I 7 | 8, € F, da P w-abgeschlossen ist und daher keine neue Funktion
von 3, nach 2 hinzufiigt. Also gibt es ein b, € I und ein p,11 < r, so dass
Pn+1 =T f Bn = bn

Sei

v =sup{fn|n € w} = sup{d, |n € w}.
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Sei p, = Upn, dann ist supt(p,) = . Fir jedes n ist p, < ppt1, also p, IF
T | Bn = by. Daher ist auch b, = |J,, b, eine Funktion von v nach 2 und
P lFT v =b,.

Nun verstiarken wir p, zu s, indem wir s an den neuen Punkten durch
5(7,&) = by (§) fiir £ < ~y festlegen. Dann haben wir s I (JT'), = b,. Aus s |- (o
ist abgeschlossen AVnd,, € o) erhalten wir nach Lemma slFvyeo. Also
haben wir

slFGaea)(rla=(JD)a)

und s < p, also einen Widerspruch zu ().

11.2 Der Lévy-Kollaps

Definition 11.4. Fiir jede Kardinalzahl x definieren wir den Lévy-Kollaps fiir
k, Lv(k), als

{p||p| < w A p ist eine Funktion A dom(p) C kK X w
AY(a,n) € dom(p)p(a,n) € a}

Lv/(k), als

{p||p| < w1 A p ist eine Funktion A dom(p) C Kk X w;
AV({a, B) € dom(p)p(a, B) € a}

Die Forcing-Halbordnung ist die umgekehrte Inklusion: die Oberfunktion ist die
starkere Bedingung: ¢ < p gdw ¢ 2 p.

Definition 11.5. Sei s Uberabzihlbar und reguldr. P hat die x-c.c. gdw alle
Antiketten in P die Méachtigkeit strikt kleiner als x haben.

UBUNG: Fiir jede Halbordnung P gilt: Das kleinste &, so dass P die x-c.c.
hat, ist immer reguldr und kann nicht w sein.

Lemma 11.6. Wenn k reguldr und tberabzihlbar ist, dann hat Lv(k) die k-c.c.
Wenn k stark unerreichbar (siehe Def. ist, dann hat Lv'(k) die k-c.c.

Beweis: Wieder zeigen wir eine Art Knaster-Bedingung. Seien « Bedingungen
Pu, 1t < K, gegeben. Nach dem A-System-Satz gibt es eine Menge B (fiir Lv’
nehmen wir hier die starke Unerreichbarkeit und die allgemeinere Fassung des
Deltasystemlemmas) so dass |B| = k und so dass {dom(p,)|pn € B} ein A-
System mit einer Wurzel r bildet. Da x reguldr ist und da es strikt weniger als
r Moglichkeiten fiir p,, | r gibt, gibt es ein C' C B, |C| = &, so dass alle p, [ 7,
p € C, libereinstimmen. Dann sind je endlich viele der p,, p € C, miteinander
vertraglich. O

Man kann in [8.§ und Ny durch jedes regulire iiberabzahlbare x ersetzen
und erhélt:

Lemma 11.7. Wenn P die k-c.c. hat, dann bleiben alle Kardinalzahlen > k
erhalten bei Forcing mit P.
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Satz 11.8. Sei r stark unerreichbar in M. Sei G Lv'(k)-generisch iiber M.
Dann ist kK = (wg)M[G], und alle A > k, die Kardinalzahlen in M sind, bleiben

Kardinalzahlen in M[G]. Analoges gilt fir requdres iberabzihlbares k und die
Ordnung Lv(r) und k = (wy)MIC],

Beweis: Wir wenden das vorige Lemma in M an und erhalten (Lv(x) hat die
k-c.c.)™. Also bleiben x und alle groferen Kardinalzahlen von M auch in M|[G]
Kardinalzahlen. Fiir 0 < a < k zeigen Standard-Dichtheitsargumente, dass fiir
Lv(k)

UG)a= (8.9 11a.8.6) € U6}

eine Funktion von w auf « ist. Also ist «a abzéhlbar in M[G]. Fiir Lv/(k) be-
trachtet man nur « > w; und surjektive Funktionen von w; auf «. O

Lv/(k) ist niitzlich fiir die Untersuchung von Biumen auf wy und auf ws.

Wir schlieen mit dem Bericht {iber eine Konsistenz relativ zu ZFC+3xk unerr.
Die starke Unerreichbarkeit wird hier nicht fiir die Ketteneigenschaft, sondern
fiir ein Refelxionsargument im Beweis benutzt.

Satz 11.9. (Solovay 1970 [32]) Sei k eine stark unerreichbare Kardinalzahl in
M wund sei G Lv(k)-generisch iber M. Dann gilt in M[G]

VX CR(X € HOD(Z(w)) — X ist Lebesgue-messbar). (©)

Spéter zeigte Shelah [29], dass jedes Modell von (®) ein inneres Modell mit ei-
ner unerreichbaren Kardinalzahl hat. Dies heifit inbesondere, dass es kein Forcing
gibt, das von einem Grundmodell M = ZFC* ohne tiber ZFC* hinausgehende
Annahmen startet und (®) erzwingt. Hier ist HOD (hereditarily ordinarily defi-
nable) die Klasse der erblich (d.h,. die Menge hat die Eigenschaft, alle Elemente
haben die Eigenschaft, alle Elemente von Elementen haben die Eigenschaft ... )
mit ordinalen Parametern definierbaren Mengen. HOD(X) heift, dass man X
noch hinzugibt, jedes z € X ist auch ein Parameter. HOD(Z(w)) = ZF + DC.

Will man hingegen ein Modell von ZFC, hat man immer die Vitali-Menge,
die nicht Lebesgue-messbar ist. Doch auch fiir ZFC-Modelle liefert das Solo-
vays Arbeit ein interessantes Resultat: In HOD in M|[G] sind alle projektiven
Teilmengen der reellen Zahlen Lebesgue-messbar, und HOD = ZFC.
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Iteriertes Forcing

Definition 12.1. Sei P eine partielle Ordnung in M. Ein P-Name fiir eine
partielle Ordnung ist ein Tripel (7, 7', 7”) € M mit 7" € dom(7) und

1IF (7" € 7 A7 ist eine Quasiordnung auf 7 mit groftem Element 1).

Wir schreiben auch (7, <, 1) fur (m, 7', 7).

Nun definieren wir die Zweischritt-Iteration: Zuerst P danach, in der Er-
weiterung durch P, wird mit m¢ noch einmal erweitert. Doch es erweist sich
praktischer, dieses als einen Schritt mit einer zusammengesetzten Quasiordnung
aufzufassen:

Definition 12.2. Sei P € M eine Quasiordnung, und sei 7 ein P-Name fir
eine Quasiordnung, m € M. Dann definieren wir in M eine Quasiordnung P x 7
mit Tragermenge:

{{p,7)|[p€e PANT €dom(m) Apl-T€m}.

Auf dieser Tragermenge definieren wir die Quasiordnung (q, 7) <p.r (p,o) gdw
g <pAqlr 1 <; 0. Wir setzen 1p.,r = (1p,1,). Auerdem definieren wir
i: P — Pxm durch i(p) = (p,1).

Nun wollen wir, dass P * m eine vollstdndige Erweiterung von P ist. Dies
sagt das néchste Lemma.

Lemma 12.3. Seien P,m,i € M wie in der vorigen Definition. Dann gilt
(a) Vp,p' € Plp<p < (p,1) <, 1))
(b) i(1p) = Lpur-
(c) Yp.7), (0,7 Lp = (p,7) L, 7).
(d) Y{p,7),p" € PlpLp < (p,7) L (P 1z)).
(e) Vp,p' € P(p Lp < (p,1x) L (P, 1x)).
(f) i: P — Pxm ist eine vollstindige Einbettung.

Beweis: (d) impliziert, dass p eine Reduktion von (p, ) auf P ist.
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Definition 12.4. Sei G P-generisch iiber “M”, und sei H C 7. Dann setzen
wir
G+«H={({p,7)|lpe GNTg € H}.

Satz 12.5. Sei P eine Quasiordnung in M, und sei m ein P-Name fiir eine
Quasiordnung. Sei K P * w-generisch iiber M. Sei G = (i~ 1)K, und sei

H = {7 |7 € dom(m) A 3¢(q,T) € K}.

Dann ist G P-generisch iber M, H ist mg-generisch iber M|G], K = G« H
und M[K]| = M|G][H].

Beweis: Die Generizitit folgt aus der Vollstédndigkeit der Einbettung 7. Dann
rechnet man nach, dass H ein Filter ist. Dann rechnet man mit Namen fir
dichte Teilmengen von mg nach, dass H alle dichten Teilmengen schneidet.
Dann zeigt man K C G« H und G« H C K. M|G|[H] = M[K] folgt aus den
Minimalitédtseigenschaften.

Lemma 12.6. Sei k € M eine requldre Kardinalzahl in M, und sei P € M
etne Quasiordnung mit der k-Ketteneigenschaft. Sei o € M ein P-Name fiir

1lFpo CEAlo| < k.

Dann gibt es ein < k, so dass 1 IF o C (3.
Beweis: Wie der Beweis von c.c.c. erhalt Konfinalitdten.

Lemma 12.7. Sei P € M eine Quasiordnung, sei 1 € M ein P-Name fiir eine
Quasiordnung, sei k eine requlire Kardinalzahl in M, (P habe die k-c.c.)M und
LI 7 hat die k-c.c.. Dann (P x 7 hat die k-c.c.)M.

Beweis. Wir nehmen an, dass {(pg¢, 7¢) | £ < K} eine Antikette in P * 7 wire und
leiten einen Widerspruch her. Sei o = {(¢, pe) | €x}. Dann ist o ein P-Name in M
mit 1 IF o C &. Fiir einen P-generischen Filter G ist dann o = {£ < k| pe € G}.
Wir zeigen, in M[G] folgendes gilt: Fiir £,& € o ist 7¢,¢ Lr Ter - Sonst gébe es
einen Namen o und eine Bedingung q < p¢, per so dass g IF o < 7: Ao <7 7¢r, im
Gegensatz dazu, dass wir mit einer Antikette begannen. Da 1 I+ 7 hat die x-c.c.,
ist |og| < k in M[G] fir jeden P-generischen Filter G. Daher ist 1 I |o] < k.
Nach dem vorigen Lemma gibt es nun ein 8 < k, so dass 1 I ¢ C B Dies
widerspricht pg I B €o.

Definition 12.8. Sei « eine Ordinalzahl in M und sei J C Z(«) ein Ideal auf
a + 1, so dass J alle endlichen Teilmengen von « enthélt. Eine Iteration der
Lénge a mit Trégern in J ist ein Objekt der Form:

({({(Pe, <¢, 1) | € < @), ((7e; S, 1) | € < @))),

das die folgenden Eigenschaften hat: Jedes P ist eine Quasiordnung mit Ele-
menten, die {-Folgen sind. Fir p € P und n < {ist p [ n € P,. Jedes 7
ist ein Pe-name fiir eine Quasiordnung. Wenn (o, |7 < §) € P¢, dann ist je-
des g, € dom(my,). 1p, ist die Folge (1., [n < &). Wir setzen supt({(o,|n <
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§)) = {n < &loy # 1x,}, diese Menge heifit der Trager von (o,|n < §). Die
Halbordnungen P, £ < o werden durch transfinite Rekursion definiert:
Anfang: Py = {0}.
Nachfolger: p € Pei1, wenn p = (0, |n < {+1) und p [ £ € P, ¢ € dom(me)
und p [ € IFp, 0c € me. p' < p, wenn p’ [ £ <p, p [ {und p' [ §IFp, 0 <r, 0.
Limes: Sei 7 eine Limesordinalzahl, und sei p = (05 |9 < 7). Dann ist p € P,
wenn fiir alle § <, p [ § € Ps und supt(p) € J. Fiir p’,p € P, ist p’ <p, p wenn
furalle § <n, p' 16 <p; p | 9d.

Definition 12.9. Wenn J die Menge der endlichen Teilmengen von « ist, dann
heifit die Iteration Iteration mit endlichen Tragern oder auch Iteration mit
direkten Limiten. Wenn J die Menge der hochsten abzéhlbaren Teilmengen von
« ist, dann heifft die Iteration Iteration mit abzéhlbaren Tragern, englisch c.s.i.
countable support iteration. Wenn J die volle Potenzmenge von « ist, spricht
man von einer Iteration mit vollen Tréagern oder indirekten Limiten.

Definition 12.10. Sei die Notation wie in Fiir ¢ <7 < « definieren wir
i¢: Pe = Py, so dass ig(p) = p' mit p’ [ £ = pund p'(pn) = 15, fiir £ < p <.

Induktiv iiber 1 zeigt man, dass ¢, wohldefiniert ist.

Lemma 12.11. Sei é <n<(<a.

(a) igc = inc O iy

(b) igy(lp,) =1p,.

(¢c) Vp.pePy(p<p —=pl&<p &

(d) Vp,p' € P(p <p > igy(p) <ien(p).

(e) Ypp'ePy(pl&Lpln—ply).

(f)  Vp,p' € Py(supt(p) Nsupt(p’) CE—= (p [ ELp [ € pLY)).
(9) Vp,p' € Pe(p Lp' < igy(p) Lieq(0))

(h) ¢y ist eine vollstindige Einbettung von P in P,.

Lemma 12.12. Sei in M k eine requldre tiberabzihlbare Kardinalzahl, und sei

(P, <e, 1) | € < a), (e, <, 1) | € < @))),
eine Iteration der Linge o mit endlichen Tragern und gelte
LlFp, m¢ hat die k-c.c.c

Dann hat jedes Py die k-c.c. in M.

Beweis: Induktiv iiber o. Fiir die Nachfolgerschritte nimmt man Lemma [12.7]
In den Limesschritten nutzt man die Endlichkeit der Tréger: Sei {p¢|& < k}
eine Menge von Bedingungen. Nach dem Deltasystemlemma gibt es eine Wurzel
r fiir {dom(p¢)|& < k}. Das Maximum 8 von r ist < . Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es £ # (, so dass p¢ [ (8 + 1) und p¢ | (8 + 1) vertréglich sind.
Dann sind auch p¢ und p¢ vertriglich nach Lemma Teil (f). O
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Das obige Lemma gehort zu den Erhaltungssétzen in P-Q-Form, das heift,
die Voraussetzungen sprechen iiber die Iteranden. Wir geben noch einen allge-
meineren Beweis in der sogenannten “P-Form”.

Lemma 12.13. Sei in M k eine requldre tiberabzihlbare Kardinalzahl, und sei

(P, e, Le) | € < ), (Mg, <imes Lme) | € < ),

eine Iteration der Linge o mit endlichen Trigern und jedes P¢, § < o habe die
k-c.c. Dann hat P, die k-c.c. in M.

Beweis: Induktiv iiber «.. Fiir die Nachfolgerschritte nimmt man Lemma, [12.

In den Limesschritten der Konfinalitidt < s nutzt man das Schubfachprinzip. In
den Limesschritten der Konfinalitdt > s nutzt man die Induktionsvoraussetzung.
Nun sei cf () = k. Wir nehmen eine aufsteigende stetige gegen « konverigerende
Folge (f;|i < k). Dann wahlen wir einen club C' C &, so dass fir i € C und
J < i, sup(p;) < ;. Fir jede Limeszahl in £ € C gibt es ein v(§) < &, so
dass supp(pe) N Be < By(¢)- Da die Funktion § — () auf einem Club definiert
ist und regressiv ist, gibt es eine stationdre Menge S C C und ein v, so das

supp(pg) N B¢ C By fiir jedes £ € S.

Wir betrachten {pe [ ¢ |€ € S}. Dieses ist eine Teilmenge von Pg und &
viele Indizes £ gehdren zu dieser Menge. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt
es daher £ < 7, so dass p¢ [ B¢ und p¢ [ B¢ vertrdglich sind. Sie ¢ € P [ 3, ein
Zeuge.

Wir definieren nun eine Bedingung in Pj,:

q(B)  wenn 8 < B,
T(ﬂ) = p&(ﬂ) WeEInI Bv <p< ﬁna
pp(B8) wenn 3, < B < a.

r bezeugt, dass ps und p,, vertriglich sind. O

Lemma 12.14. Sei in M

({((Pe, ¢, 1) | € < a), (e, S, 1) | € < @),

eine Iteration der Linge a. Sei G Py-generisch tiber M. Fir § < o sei G¢ =
(igi)”G. Dann it G¢ Pe-generisch iber M und & < n — M|[G¢] € M[G,)]. Sei
Q¢ = (m¢)ce und sei
He = {og, | 0 € dom(me) A Tpp o € Gepr}-
Dann ist He € M[Geq1] und He ist Q¢-generisch iiber M[Ge].
Beweis: folgt aus Lemma, [12.5

Lemma 12.15. Seiin M « eine Limesordinalzahl, und sei

({((Pe, <¢, L) | € < a), (e, S, 1) | € < @))),

eine Iteration der Linge a mit Trdgern in J, und sei jedes Element von J
beschrankt in «. Sei G, generisch iber M, S € M, X C S, X € M[G] und

1S| < cf(a)MIC]. Dann gibt es einn < a, X € (ina)"G.
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Beweis: Sei o ein P,-Name, so dass X = og. Fir s € S gilt s € X
gdw dp € Gp IFp, § € 0. Nach der Voraussetzung iiber das Ideal J ist
Po = Ugca i o Pe und Ge = zg}lG und G = Ugeq B¢ o Ge. In M[G] wihlen wir
fur jedes s € X eine { < a, so dass es ein p € G¢, gibt, so dass i¢_(p) IF s € .
Nun ist n = sup{&s | s € S} von Konfinaltiat < |S|, also < a. Dies gilt nun auch
in M. Nun ist X € M[G,]. O

Satz 12.16. MA(k) ist dquivalent zu seiner Einschrinkung auf partielle Ord-
nungen des Mdchtigkeit k.

Beweis: Wir nehmen die eingeschrinkte Form an. Sei Q eine c.c.c Halbordnung
beliebiger Méachtigkeit, und seien D;, ¢ < x dichte Mengen in . Wir bilden
eine kleine C;.-Unterhalbordnung P von @), so dass jedes D; schon in P dicht
ist. C;. steht fiir “incompatility preserving”: Seien p,q, € P, wenn p [ ¢ in Q,
so soll es schon einen Vertraglichkeitszeugen in P geben. Man hat also: Wenn
p,q in P inkomptibel sind, so auch in ). Hierzu kann man den absteigenden
Satz von Léwenheim und Skolem auf die Struktur (Q, <q, (D;)icx) anwenden.
Jede elementare Substruktur (P, <¢g NP?, (D; N P);ex) mit |P| < k ist von der
gewiinschten Art.

Nun hat auch P die c.c.c. Die eingeschriankte Version von Martins Axiom
liefert einen P-generischen Filter, der jedes D; schneidet. O

Unvertraglichkeitserhaltende Unterhalbordnungen stehen zwischen allgemei-
nen Unterhalbordnungen und vollstdndigen Unterhalbordnungen. Wir haben
also bei den Inklusionsrelationen zweier Halbordnungen folgende Kette von
Eigenschaften:

Ca—Ce—>Cie > C .

Lemma 12.17. Fliir jede unenendliche Kardinalzahl \ sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(1) MA(N).

(2)  Wenn Q(A\, W) und D eine Familie von < X\ dichten Mengen in (A, W)
ist, dann gibt es einen Filter auf (\,W) der jedes D € D schneidet.

Beweis: Klar nach dem vorigen Satz, es kommt ja nur auf den Isomorphietyp
der Halbordnungen an.

Definition 12.18. Sei 0 € M. 7 heiit ein netter Name fiir eine Teilmenge
von o gdw es Antiketten A, fir 7 € dom(o) gibt so dass 7 = {{7} x Az |7 €
dom(o)}.

pord(A, W) sei die Abkiirzung fiir die Aussage (A, W) ist ein c.c.c. Quasi-
ordnung. Diese Aussage ist nur abwérts absolut, denn in Erweiterungsmodellen
koénnen tiberabzahlbare Antiketten sein.

Satz 12.19. Sei in M, k > wy eine requlire Kardinalzahl, und 2<% = k. Dann
gibt es eine Quasiordnung P € M, so dass P die c.c.c in M hat und dass in
M[G] Martins Aziom fiir < k viele dichte Mengen gilt und dass 2¥ = k.
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Beweis: Wir halten ein Funktion f: x — k X k in M fest mit der folgenden
Figenschaft

VE,n,y < K(f(€) = (m,7) = n<E).

(Uberlegen Sie sich, warum es so eine Funktion gibt.) f wird spiter als sogenannte
Buchhaltungsfunktion benutzt.
Wir konstruieren in M eine Iteration mit endlichen Tragern

(((Pe <¢,0¢), € < k), ((Ae, 06, 0) |€ < K))).

In der Nomenklatur der Definition eines iterierten Forcings ist also
(¢, <me» Lre) nun von der Form (:\g,ag,m. Die Wahl von (A¢,0¢) muss nun
sorgfiltig getroffen werden, denn wir wollen im Lauf der Iteration alle c.c.c.
Halbordnungen auf allen A < x (in M[G], aber wir werden sie zum Gliick von M
aus prognostizieren kénnen) abdecken. In der Konstruktion gilt an jeder Stelle
& < K

(1) 1elkp pord(Xe, o¢) und
(2) )\5 < K.

(1) und (2) werden im Laufe der induktiven Definition gezeigt. Nach (1) und
Lemma wird fiir jedes £ < k P eine c.c.c. Halbordnung in M sein. Mit
(2) und der Voraussetzung 2<% = k zeigt man durch Induktion iiber & < k, dass
|P¢| < k und |P| = k. Dieses wiederum wird wichtig sein, um die Anzahl der
netten Pe-Namen fiir Halbordnungen auf A¢ nach oben abzuschitzen. Es sind
zum Beispiel < (k) < & viele nette P,-Namen fiir Halbordnungen auf A fiir
A < k. Ebenso gibt es genau « viele reelle Zahlen in M[Gy].

Zur Wahl von \¢ und o¢: P ist gegeben. Wir nehmen in M eine Aufzahlung
<<)\§/, a§> | v < k) der Paare (\, o), so dass A\ < k, A Kardinalzahl und o ein netter
Pc-Name fiir eine Teilmenge von A X A ist. (Wir werden aus diesen Teilmengen
dann die c.c.c. Halbordnungen heraussuchen.) Wir kénnen die x vielen Aufgaben
nun nicht im einzigen Schritt £ ausfithren. Daher verteilen wir die k mal x vielen
Aufgaben tiber alle Schritte {. Das bedeutet, dass wir im Schritt § es mit o] zu
tun haben fiir ein n < &. Hier nutzen wir die Buchhaltungsfunktion, die jeden
Namen einmal aufruft (zu gentigend spéter Zeit, d.h., wenn geniigend viel von
der Halbordnung schon konstruiert ist).

Sei f(§) = (n,7). Das n < § ist ist der P-Name o7 definiert. Sei nun o der
hochgehobene P¢-Name iy .(07), und sei A = 7. Wir setzen A¢ = A. o war zur
Zeit P, vielleicht ein c.c.c. Name, wir wissen es nicht.

Aber entscheidend ist, ob es nun zur Zeit £ ein Name fuer eine c.c.c. Halb-
ordnung ist. Da wir auch dieses nicht wissen, nehmen wir fiir o¢ einen P;-Namen
so dass

1p, IFp, pord(X, o¢) A (pord(X, o) = o¢ = ). (V)

Da

P IFp, IW (pord(A, W) = Apord(A, o) = W = o),

kann man sich nach dem Maximumprinzip einen Namen o¢ hernehmen.
So einen Namen W gibt es, da man falls p¢ I —pord(A, o) immer die c.c.c.
Halbordnung A x A auf A nehmen kann (diese ist Forcing-dquivalent, also dicht
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einbettbar in die Einpunkt-Halbordnung). Nach dem Maximumprinzip gibt es
dann den Namen o¢. mit (7).

Also haben wir die Konstruktion vollstdndig definiert. Nun sei P, = P und
sei G ein P-generischer Filter iber M. Wir rechnen nun nach, dass fiir A < k in
MI[G] MA()) gilt. Daher ist 2¢ > X fiir alle A < k und somit 2* = x in M[G].

Sei nun in M[G]A < k eine Kardinalzahl und sei W C A x X eine c.c.c
Halbordnung und sei & eine Familie von < X vielen dichten Mengen in (A, W).-
Wir zeigen, dass es einen Filter auf der Halbordnung (A, W) gibt in M|[G], der
alle D € & schneidet.

Fir £ < s sei G¢ = i;}t"G es gibt ein 7 < K, so dass W und 2 in M|[G,)]
sind. Fur W folgt dies aus Lemma fir 2 = {D, | p < A} folgt dies aus der
Anwendung desselben Lemmas auf {(u,v) € A x A|v € D,}.

Wir halten so ein 7 fest. Dann halten wir v fest, so dass W = val(o?, G),
und wir halten § > 7 fest, so dass f(§) = (7,7). Sei & = iy ¢ «(07). Dann ist nach
dem Lemma @ (a) W =0, und Z € M[G¢] und Z ist eine Familie dichter
Mengen in W in M[G¢] nach Lemma [10.9] (b). In M[G] und auch in M[G¢]
gilt pord(A, W). Denn wenn W in M[G¢| nicht c.c.c. wére, gdbe es dort ein
iiberabzéhlbare Antikette fiir W, und diese bleibt eine iiberabzéhlbare Antikette
auch im Modell M[G], da das Restforcing von & bis x auch c.c.c. ist.

Nach @ ist

Llkp, pord(X, W) — o¢ =0,
also ist W = (0¢)g,, und daher enthélt nach der Konstruktion M[G¢ 1] einen
Filter H¢ als Element, der (A, W) generisch fir 2 ist tiber M|[G¢] ist.
Wir bemerken noch, dass die Auswahlen

(A5, 05) |7 < K)

in jedem Schritt & Wohlordnungen auf Mengen in H (k1) wihlen. All diese Wohl-
ordnungen koénnen simultan gewahlt werden, wenn man eine Wohlordnung <,.+
auf H(k") in M fixiert, und alle vorkommenden Mengen, die ja als Elemente
von H (k™) auch Teilmengen von H (k™) sind, mit dieser Wohlordnung anordnet
und die dadurch bestimmten aufsteigenden Aufzéhlungen nimmt. U

Korollar 12.20. Con(ZFC) — Con(ZFC + 2% = N7 + MA).
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Kapitel 13

Entstehung

Die erste Version (ohne L und ohne iteriertes Forcing) schrieb ich in der Zeit vom
Wintersemester 2003 bis zum Sommer 2006 am Kurt Goedel Research Center der
Universitdat Wien. Ich danke den Hérern Dr. Andrew Brooke-Taylor, Dr. Ajdin
Halilovi¢, Dr. Peter Holy und Fabian Linzberger fiir zahlreiche Hinweise auf
Fehler im Skript in diesen Jahren.

Im Sommersemester 2011 und im Sommersemester 2013 hielt ich jeweils
eine Vorlesung iiber Unabhéngigkeitsbeweise in Freiburg. Ich danke Herrn
Christoph Betz im Dezember 2011 und Herrn PD Markus Junker fir Hinweise
auf einige Ungereimtheiten im Skript. Im Sommer 2013 trugen Herr Pascal
Schwer und die Hérerinnen und Horer der Vorlesung mit ihren hartnickigen
Fragen und Hinweisen auf Fehler zur Uberarbeitung des Skripts (hoffentlich
zur Verbesserung) bei. Im Sommersemester 2014 fand Herr Miiller, dass die
Vereinigung in M[G] mehr erfordert als die Vereinigung in M, und einen falschen
Querverweis in Satz Im Sommer 2015 tiberarbeitete Herr Bier das Kapitel
iiber L und fiigte zum Satz von Hessenberg und zum Satz von Cantor, Schréder
und Bernstein veranschaulichende Bilder hinzu.
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