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Aufgabe 1. Eine Ordinalzahl « ist eine Limeszahl, wenn o # () und a # 3+1 fiir alle Ordinalzahlen
B.

a) Ist a eine Limeszahl genau dann, wenn (a # ) und o = |J«)?

b) Nun sei « eine Limeszahl. Ist dann a = J{8+1: 8 € a}?
Beweisen Sie Thre Antworten.

Aufgabe 2. Wir definieren eine Operation 3 : On — V rekursiv iiber @ € On (Die sogenannte
Beth-Operation):

30 =w
:a—i-l = 2:‘a
:)\ = U 35.
o<

a) Ist die Beth-Operation wohldefiniert?

b) Welche Axiome ziehen Sie neben dem Rekursionssatz zur Begriindung der Wohldefiniertheit
heran?

Aufgabe 3. Sei X eine nicht leere Menge. Wir definieren folgende Verwandte des Auswahlaxioms:

o AC,(X) (Abzahlbares Auswahlaziom auf X): Jede abzihlbare Menge {P, : n € w} C P(X)
besitzt eine Auswahlfunktion f (i.e. Yn € w(f(n) € B,)).

(f
e DC(X) (Beschranktes Auswahlaziom auf X): Fiir jede Relation R C X x X mit Vo € X3y €
X((z,y) € R) gibt es eine Folge (x, : n € w), so dass Vn € w((zy, Tp+1) € R).

o AC, (Abzdihlbares Auswahlaxiom, Aziom of countable Choice): Fiir alle Mengen X gilt AC,,(X).
e DC (Beschrinktes Auswahlaziom, axiom of Dependent Choice): Fiir alle Mengen X gilt DC(X).

Wir betrachten die folgenden moglichen Implikationen:

AC, — AC

AC, — DC

AC - DC

AC — AC,

DC — AC,

DC — AC

Finden Sie die drei unter diesen, die aus ZF folgen, und beweisen Sie diese. Die technischen
Mittel zum Nachweis einer Nicht-Implikation werden wir in der Vorlesung kennen lernen.

Aufgabe 4. Wir setzen ZF ohne das Fundierungsaxiom voraus, und definieren V,, wie im Blatt 0.

a) Ist diese Definition auch ohne das Fundierungsaxiom gerechtfertigt? Denken Sie iiber den
Beweis des Rekursionssatzes nach.

b) Sei o € On. Hat jedes z € V, ein €-minimales Element? Arbeiten Sie induktiv iiber . Zum
Auffinden eines Minimums kann es giinstig sein, ein Element zu raten.
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