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Aufgabe 1. Zeigen Sie:

a) Sei κ unendlich und regulär. Dann gilt: (Vκ,∈) |= Ersetzungsschema;

b) Sei κ eine starke Limeskardinalzahl. Dann gilt: (Vκ,∈) |= Potenzmengenaxiom;

c) Wenn α > ω, dann (Vα,∈) |= Unendlichkeitsaxiom;

d) Wenn κ > ω und stark unerreichbar, dann (Vκ,∈) |= ZFC.

Aufgabe 2. Wir betrachten ω1 mit der Ordnungstopologie. Sei f : ω1 → R stetig. Zeigen Sie, dass

∃α < ω1∀β > α(f(β) = f(α)).

Hinweis: Sei L := {λ < ω1 : λ Limes}. Für ε > 0 �nden Sie eine Abbildung g : L→ ω1, so dass
für alle α ∈ L, g(α) < α und so dass ein geeignetes Intervall I ⊆ R gibt, mit f ′′[(g(α), α)] ⊆ I.
Dann verwenden Sie das Lemma von Fodor für g. Zum Schluss wiederholt man den Vorgang für
eine fallende Folge 〈εn : n ∈ ω〉 und geeignete Intervalle I der Länge εn.

Aufgabe 3. Sei λ eine unendliche Kardinalzahl. Seien 0 < κi, für i ∈ λ, Kardinalzahlen. Wir
de�nieren

∏
i<λ κi := {f : λ→

⋃
i∈λ κi : ∀i ∈ λ f(i) ∈ κi}. Seien nun für i < j < λ(κi ≤ κj).

Ist dann
|
∏
i<λ

κi| = (sup
i<λ

κi)
λ?

Hier ist die kardinale Exponentiation gemeint.
Hinweis: Für die ≥-Ungleichung kann man

∏
i∈A κi betrachten für A ⊆ λ, |A| = λ.

Aufgabe 4. Sei κ eine unendliche Kardinalzahl. Sei µ := min{λ : κλ > κ}. (Hier ist die kardinale
Exponentiation gemeint.)

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie µ unter GCH.

b) (3 Punkte) Nun arbeiten wir in ZFC ohne Zusatzannahmen. Ist µ regulär?

Hinweis: Wenn µ eine unendliche Kardinalzahl ist, ist µ insbesondere eine Limesordinalzahl.
Wenn A eine nicht leere Menge ist, dann ist jede Funktion f : µ→ A durch die Folge 〈f � α :
α ∈ µ〉 bestimmt. Genügen auch weniger Anfangsabschnitte?
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