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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sein > 1. Sei A C V eine A,-Menge, d.h. es gibt eine A,-Formel ¢ so,
dass x € A< ¢(x). Sei F: AxV — V eine ¥,-Operation, d.h. es gibt eine X,,-Formel ¢, so dass

F(I.? y) =z <:> w(m7y7 Z)'

Zeigen Sie, dass F'(x,y) = z eine A,-Operation ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass =(F(z,y) = z) eine X,-Definition hat.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei A CV eine Klasse. Sei R eine fundierte mengenahnliche Relation auf
A C V. Wir definieren x R*y durch

dn € wixg...dz,—1 TRxo N /\ ziRxi41 N xp—1Ry.
i<n—2

Untersuchen Sie R* auf folgende Eigenschaften hin:
a) Irreflexivitét,
b) Transitivitit,
¢) Fundiertheit,
d) Mengenéhnlichkeit.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sein > 1. Sei A C V eine A,-Klasse. Sei F': AxV — V eine X,,-Operation.
Sei R C A x A eine fundierte mengenahnlich Relation, so dass

y={u : uR*x}
eine A, -definierbare Eigenschaft von (z,y) ist. Hier ist R* wie in der Aufgabe 2 aus R gebildet. Sei
G wie im Rekursionssatz gebildet: G(z) = F(z, G | pred(z, 4, R)).
(a) Bestimmen Sie die Komplexitidt von G(z) = y in der Lévy-Hierarchie.

Hinweis: Man kann G(x) = y wie folgt ausdriicken: Es gibt eine funktionswertige Funktion
(gu : pred(u, A,R* )U{u} -V : uR*'zVu=uz)
so, dass

(Vu € pred(z, A, R*) U {x})(Vz € dom(g,))(gu(2) = F(z, g | pred(z, A, R)))A
(Vv € pred(z, A, R*) U{z})(VuR* ) (gu C gv) A gz(2) = y.

(b) Kann man G(z) = y auch mit einem V-Quantor und einer wenn-dann Formel ausdriicken?

Begriinden Sie, dass die skizzierten Aussagen tatsichlich dquivalent zu Formeln in der Sprache
L(€) der von Thnen bestimmten Stufe in der Lévy-Hierarchie sind. Begriinden Sie, dass aus
beiden Formeln zusammen die Operationalitit von G folgt.

Bitte umbléttern.

Abgabe bis Dienstag 27.06.2017, 10:15 Uhr,
entweder in der Vorlesung oder im Postfach Eckerstrafe 1, 3. OG, Logik-Flur



Mengenlehre: Unabhéngigkeitsbeweise Dozentin: Prof. Dr. Heike Mildenberger
SS 2017 Assistentin: M. Sc. Fiorella Guichardaz
Ubungen

(¢) Konnte man auch die Rekursionsgleichung G(x) = F(z,G | pred(z, A, R*)) zulassen?

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei n > 1, und sei A eine A, -Klasse. Sei R C A x A eine mengenihnliche
Relation, so dass
y={u : uRx}

eine A, -definierbare Eigenschaft von (x,y) ist. Sei R* aus R wie in Aufgabe 2 gebildet. Ist dann
auch
y={u : uR*x}

A,,-definierbar?

Abgabe bis Dienstag 27.06.2017, 10:15 Uhr,
entweder in der Vorlesung oder im Postfach Eckerstrafe 1, 3. OG, Logik-Flur



