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Kapitel 1
Die Jordan’sche Normalform

Quellen: [11, [21, [3], M1, [51, [6], [7] [8], [9], [10].

1.1 Zwei Matrizen-Muster

Definition 1.1. Es sei V' ein n-dimensionaler VR. Sei f € End(V'). Ein Vektor v heifit
Eigenvektor zum Eigenwert \,, falls v # 0 und f(v) = A\v.
Wenn A ein Eigenwert ist, dann heifit V) = {v eV : f(v) = Av} der Eigenraum zu .

Wenn A kein Eigenwert ist, kann man V) auch wie oben definieren, und erhélt dann
Vi ={0}.

Definition 1.2. Eine n-n-Matrix der Form

o1,1 0 0
A= 0 04?12 0
0 0 o Qpn

heifit Diagonalmatrix.

Definition 1.3. Es sei A € K. Eine n-n-Matrix J;L der Form

A1 0 0
0 A 1 0

J;\L — . ,.. .
0O - 0 X 1
0 - 0
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heifit Jordanblockﬂ der Dimension n zum Eigenwert A oder kurz J) oder auch A-Block.

1.2 Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit

Unsere ersten Aussagen und Definitionen lassen sich fiir beliebige Korper treffen.

Lemma 1.4. Sei K ein Korper P € K[X] und P(X) =0. Dann teilt (X —\) das Polynom
P.

Beweis: Im Polynomring gibt es die Division mit Rest (Ubung). Es sei
PZ(X—/\)'P1+P2.

Es gilt deg(P») < deg(X - \), also deg(P,) = 0. Es ist P(\) = P,(\) =0, also ist P, das
Nullpolynom. Nach Induktionsvoraussetzung gilt (X —\) teilt P». Der erste Summand wird
durch (X - \) geteilt wird, teilt (X — ) auch ganz P. O

Definition 1.5. Set P € k[ X], P()\) = 0. Die Nullstellenvielfachheit oder Multiplizitét von
A in P ist die maximale Zahl m = ordy(P), so dass (X — \)™ das Polynom P teilt.

Satz 1.6. FEs seien A1, ..., Ay alle Nullstellen von P, die \; seien paarweise verschieden.
Dann ist .

P10 -2

i=1

mit einem @, das keine Nullstellen hat. Falls K algebraisch abgeschlossen ist, so ist ¥.i"; ordy, (P) =
deg(P).
Beweis: Da (X — A1) (P) das Polynom P teilt, ist

P=(X-)\)"NP) . p
Nun teilt (X —A2)°™ 2 (P) das Polynom P, da (X — X2)*"®2() das Polynom P teilt, aber
(X = Ag) nicht (X — A1) ) teilt. (Zwischenrechnung!)

Wir fahren bis m fort.
Falls K algebraisch abgeschlossen ist, gilt deg(Q) = 0.

Definition 1.7. Es seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V).
(a) f heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis von V gibt, beziiglich der f durch eine
Diagonalmatrix dargestellt wird.
(b) f heifit trigonalisierbar, wenn es eine Basis von V' gibt, beziiglich der f durch eine
obere Dreiecksmatrix dargestellt ist.
'"Marie Ennemond Camille Jordan, genannt Camille Jordan, 5.1.1838 — 21.1.1922
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1.2.1 Trigonalisierbarkeit

Satz 1.8. Wenn das charakteristische Polynom von f in Linearfaktoren zerfallt, dann ist
f trigonalisierbar.

Wir stellen den Beweis zuriick, denn er wird leicht aus der Jordan’schen Normalform
ablesbar sein.

Definition 1.9 (Algebraische Vielfachheit und geometrische Vielfachheit). Es ein von nun
an K algebraisch abgeschlossen.

(1) Das charakteristische Polynom x s von f zerféllt in Linearfaktoren
r .
xp(X) = JT(X = a)
i=1

mit paarweise verschiedenen A, ..., A,. Die Ordnung von \; in x ¢, also y1; = ordy, (xs) >
1, heiit algebraische Vielfachheit (oder Multiplizitit) des Eigenwerts ;.

(2) Die Dimension des Eigenraums V), = {v € V : f(v) = A\jv} heiBit geometrische
Vielfachheit von \;.

(3) Spater in Beobachtung werden wir sehen, dass es ein in der Teilbarkeitsrelation
kleinstes Polynom P € K[X] gibt, so dass P = [T (X = X)Y?) und P(f) = 0 €
End(V'). Die Zahl v()\;) heiit Nilpotenzindex oder Nilpotenzgrad von A;. Es gilt
v(Ai) < pi und P teilt x .

1.2.2 Diagonalisierbarkeit

Satz 1.10. Es sei V ein endlichdimensionaler k- Vektorraus f € End(V). Es seien A,
... Am die FEigenwerte mit algebraischer Vielfachheit p; und geometrischer Vielfachheit
o(A;). Es sind dquivalent

(a) Das charakteristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren und o(\;) = p; fir all i =

1,...m.

(b) Der Vektorraum hat ein Basis aus Eigenvektoren von f.
Umformulierung
Satz 1.11. Genau dann, wenn es eine Basis aus Figenvektoren gibt, ist f diagonalisierbar.

Satz und Satz folgen aus der Jordan’schen Normalform und werden daher
hier nicht bewiesen.
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Definition 1.12. Es seien V;, 1 <i <k, Unterrdume von V.

(1) Das Tupel (Vi,...,V}) heifit transversal, falls

k
Vvlévl...VvaVk (Evi=o—>v1="'=1}k=0\/).
i=1
Man sagt hierzu auch Vi, ..., V sind als Unterrdume linear unabhéngig.
(2) Das Tupel (V1,..., Vi) heifit komplementér, falls es transversal ist und Vi+---+V, =V

ist.

Wir wissen schon aus LA 1, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenvektoren linear
unabhéngig sind. Dieses konnen wir nun noch einmal formulieren.

Lemma 1.13 (Transversalitit der Eigenrdume). Wenn \;, 1 < i < n, paarweise verschieden
sind, dann sind die V), transversal, d.h.

n
V'UZ' € V)\i(Zvi =0- V1 ="=Up= Ov).
i=1
Beweis: Wir fihren Induktion iiber n. Fir n = 1 ist das Lemma klar. Nun sei n > 1. Es
sei v; € Vi und Y1 v; = 0. Dann ist f(0) =0 = f(XiL,vi) = Xieg Aivi. Aus Y7 v; = 0 und
Yiv1 Aiv; = 0 ergibt sich durch Abziehen von A, mal der ersten Gleichung von der zweiten
Gleichung

n—1
Z (/\z - /\n)vi =0.
=0

Nach der Induktionsvoraussetzung ist (A\; —A\p)v; =0 furi=1,...,n—1. Da A\; = A, #0, ist
vi=0fiiri=1,...,n—1. Einsetzen in die Voraussetzung ergibt dann, dass auch v, =0. O

Die Summe V), +---+ V), ist also direkt. Doch spannt sie ganz V' auf? Im Allgemeinen
nicht.

Definition 1.14. Es sei f € End(V). Wir definieren fiir k € N, f0 =idy und ' = f*o f.
f* heiBt die k-fache Komposition von f oder die k-malige Hintereinanderausfithrung von

f.

1.3 Eigenrdume und Hauptriaume

Definition 1.15. Es sei K ein Koérper, und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f ¢
End(V), A e K. Dann heifit

Hy={veV : es gibt ein k <n, sodass (f - Aid)"(v) =0}

der Hauptraum von f zum Eigenwert .
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Lemma 1.16 (Erste Eigenschaften von H)). Es seien K ein Kérper, und V ein n-
dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V), Ae K.

(1) Genau dann, wenn X ein Eigenwert von [ ist, ist Hy nicht der Nullraum. In diesem
Fall ist V) € Hy.
(2) Es gilt
ker(f — Aid) € ker((f - Aid)?) € --- € Hj.

Die an einem Anfangsstiick echt aufsteigende Folge von Unterrdumen wird nach
spdtestens n Schritten stabil. Das Anfangsstiick kann leer sein.

(3) Es gilt f[H\] € Hy, oder in Worten: Hy ist f-invariant.

Beweis: (1) und (2). Falls fir s > 1, (f — Aid)*(v) = 0, so ist fiir jedes g € End(V),
go (f-Aid)*(v) =0, also insbesondere fiir g = (f — Aid)" fir ein r € N.
(3) Es sei v e Hy via (f - Aid)*(v) =0, s > 1. Dann Av e Hy und f(v) - Av e Hy, da

(f = Aid)* ™ (f(v) = xo) = (f = Aid)*(v) = 0.
Also ist f(v) = f(v) = Av+ Av e Hy. O

Satz 1.17 (“Das Késtchenlemma). Es sei V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum und
es sei f e End(V) und es sei U €V ein f-invarianter Unterraum, d.h., f[U] € U. Dann
ist f:V|U - VU durch

flo+U)=f(v)+U

wohldefiniert, und es gilt
Xf = XfIU X

Beweis: Sei v+U =v'+U. Dann ist v—v' € U und daher f(v—-v'+U) = 0. Wir nehmen eine
angeordnete Basis B von U und ergéinzen B zu einer angeordneten Basis C'= B~D von V.
Die Lénge von B sei r und die Lénge von D sei k =n —r. Es sei E = (di+U,...dp+U).
Dann gibt es Matrizen

M =MatZ(f 1 U)

und i
N = Mat(f),
so dass
MatS(f) = (]\04 ﬁ) (1.1)

5
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Man rechnet nach, dass fir j=1,...,k,

r k
f(dy) = ki jbi + ) i d;
=1 =1
- (1.2)
F(dj+U) =Y ni(d; +U),
=1

da die mit der K-Matrix gebildete erste Summation auf der rechten Seite in der ersten
Zeile in in U liegt.
Unter den Bedingungen des Késtchenlemmas gilt nun also (nach der Leinizformel zum
Beispiel)
det(f) = det(M) - det(N).

Dann ist auch x5 = XfIUX fs denn U ist auch unter f—X id invariant ist fiir jedes X ¢ K. 0O

Ubung 1.18. Wie vereinfacht sich die Kistchenmatrix in Zeile (T.1), falls zusétzlich auch
D einen f-invarianten Unterraum aufspannt?

Satz 1.19 (Transversalitit). Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und V
ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V), \; € K, i = 1,...,r die paarweise ver-
schiedenen Eigenwerte von f. Dann sind die Hauptrdume Hy,, ..., Hy, transversal.

Beweis: Wir zeigen induktiv iiber s < r:
Falls v; e Hy,, 1<i<sund Y ;v; =0, soist v; =--- = v, = 0.
Fir s =1 ist nicht zu zeigen. Insbesondere besteht V' gerade aus dem Hauptraum H, .
Im Induktionsschritt von s auf s + 1 seien v; € Hy,, 1 <i<s+1 und

Zvi =0. (1.3)

Dann ist

s+1 s
(f = As+l id)y()\s+1)(2 Ui) = Z(f = As+l id)y()\s+1)(vi) =0.
i=1 =1

Nach der Invarianz (Lemma 3)) ist (f = Aes1id)?Ps+0)(v;) € Hy, fiir i = 1,...,5. Wir

haben also in der rechten Seite eine Summe von s Summanden aus paarweise verschiedenen

Hy,, die 0 ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist fiir i = 0,...s, w; = (f = Ass11d)*(v;) = 0.
Behauptung:

Dann ist fiir ¢ = 1,...,s die Abbildung

9= (f = A1 id) 1)

6
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injektiv auf Hy,.

Beweis der Injektivitét:
Wir verfahren indirekt und nehmen fiir einen Widerspruch an, dass 0 # v € ker(g) n Hy,.
Es sei N minimal, so dass (f — \;id)V(v) = 0. Dann ist o' = (f - \;id)V"1(v) # 0 ein
Eigenvektor von f zum Eigenwert A;. Durch Vertauschen erhalten wir

g(vl) = (f = As1 id)y()\s“)(f -\ id)N_l(v)
= (f = Xid) V(S = A 1d) ) (0) = 0.

Nun ist v’ ein f-Eigenvektor zum Eigenwert \;, und daher haben wir
9(v") = (i = A1) o) o =0

Dann ist v’ = 0. Widerspruch.
Da nun g auf H), injektiv ist, impliziert w; = 0 auch v;, i = 0,...,s gleich Null. Nach
Gleichung ((1.3) ist auch vgyq1 = 0. O

Satz 1.20 (Dimension von H) und die algebraische Vielfachheit). Es seien K ein alge-
braisch abgeschlossener Korper, und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V),
A € K ein Figenwert von f. Das charakteristische Polynom von f | Hx:Hy — H) ist
(X = A)ordalxs)

Beweis: Wir wahlen eine Basis vq, ..., v, von H) und ergidnzen diese zu einer Basis von
V, sei G ein Komplementarraum. Da H) f-invariant ist, gilt nach dem Késtchenlemma
Xf = XfrHy X fIG-
Nach dem vorigen Satz (Satz sind die H,, zu verschiedenen p transversal. Daher
XfiH, die Form
Xpry (X) = (A= X)H)

mit einem p(A\) = dim(Hy) < ordy(xy), da xy1m, das Polynom x; teilt. Andrerseits ist
1(X) > ordy(xs), da (X - \) das Polynom x s nicht teilt und xf = [T_; (X = A;)" Oer)
O

Satz 1.21 (Komplementaritit). Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und
V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V), \; € K, i = 1,...,k die paarweise
verschiedenen Eigenwerte von f. Dann ist die natiirliche Abbildung

gHy, ®-0oH), -V

k
(vl,...,vk) = Zvi
i=1
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ein Isomorphismus von @% | Hy, auf V. Es gilt also V = Hy +--- + Hy, und die Summen
sind direkt.

Beweis: Nach Satz ist die natiirliche Abbildung ¢ injektiv und die Summe ist direkt.
Es ist noch zu zeigen, dass die Summe ganz V ist.

Da n = Y%, ordy,(xs) und n = dim(V) und nach dem vorigen Satz (i.e., Satz ist
dim(Hy,) = ordy,(xy) ist die Abbildung g auch surjektiv. O

1.4 Analyse auf einem Hauptraum und der Satz von der
Normalform

Wie immer sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Wir betrachten nun fiir f €
End(V), A Eigenwert von f die Abbildung f | H) genauer. Wir suchen Basen von H),
beziiglich denen f | H) eine besonders einfache Darstellung hat.

Definition 1.22. Es sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Die Abbildung f heifit nil-
potent, falls es ein n € N gibt, so dass f™ die Nullabbildung ist, also jedes v € V annihiliert,
auf Oy abbildet. Das kleinste solche n heifit Nilpotenzgrad von f.

Wir betrachten nun h = f | Hy fiir einen Eigenwert A. Dann ist nach Definition von H)
die Abbildung

g="h-X\idg,
eine nilpotente Abbildung.

Definition 1.23. (1) Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € End(V).
Eine f-zyklische (angeordnete) Basis von V ist eine Basis der Form

(FEH W), f0),0)

Der Vektor v heifit der Hauptvektor der f-zyklischen Basis.
(2) Ein Unterraum W von V heiit f-zyklisch, wenn er f-invariant ist und f | W-zyklisch
ist.

(3) Die f-Ordnung eines beliebigen x € V ist das kleinste m, so dass f™(z) = 0, falls
dieses existiert. (Dieses ist kleiner oder gleich dem Nilpotenzgrad, falls f nilpotent
ist.)
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Beispiel 1.24. Es sei n > 2. Die n-n-Matrix Jj der Form

01 0 - 0
0 0 1 0
Jr=|: T
0 - 0 0 1
0 - 0

definiert fyn = f € End(K™). Dieses f ist nilpotent vom Nilpotenzgrad n und hat die
zyklische Basis
(fn_l(en) =€1, -+, f(en) =€n-1, en)-
Ist umgekehrt f nilpotent mit der zyklischen Basis

(fn_l(/v), B f(v)7v)7

so hat f beztiglich dieser die Darstellung J;'.

Lemma 1.25. Es sei f € End(V) nilpotent, v+ 0, d > 1 und f41(v) # 0 und f%(v) = 0.
Dann ist v der Hauptvektor des zyklischen Teilraumes U(v), der von

(ST V), f(0)0)

aufgespannt wird. Die Vektoren f&(v),..., f(v),v sind linear unabhingig. Es gilt U(v) N
ker(f) = {81 (v) : Be K}

Beweis: Es seien o; € K und

-1
Y aif'(v)=0.
i=0
Auf diese Gleichung wenden wir f7 an fiir j=1,...,d - 1 an und erhalten
-2
Z aifu—l(v) =0
i=0
-3
Z O(Z'sz(U) =0
i=0
aofdfl(v) =0
Riickwértsarbeiten durch alle d Gleichungen ergibt ag =--- = ag_1 = 0.

Falls w = Y44 Bif'(v) € ker(f), so ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der fi(v)
hochstens 841 £ 0.
O
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Satz 1.26 (Existenz zyklischer Basen). FEs sei V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum
und es sei g € End(V") nilpotent. Dann gibt es g-zyklische komplementire Teilriume VY,
.., V! won V'. Dabei sind r und die Dimensionen der V; bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Im Beweis des Satzes wird Satz fiir jedes i = 1,...,k auf V' = Hy, und
g=9gi=f 1 Hy -\ idHAi angewendet.

Beweis: Es sei d > 1 minimal mit ¢¢ = 0. Wir beweisen die Aussage induktiv iiber d.
Fir d = 1 ist g die Nullabbildung. Die g-zyklischen Unterrdume sind in diesem Fall alle
eindimensional. Wir nehmen eine Basis B = (vy,...v,) von V' und setzen V; = span({v;}).
g hat also als Darstellung beiiglich B die Nullmatrix.

Schritt von d auf d + 1:
Es sei g[V] = W. Dieser Teilraum W ist g-stabil und hat Nilpotenzgrad d. Es gilt nach
Induktionsvoraussetzung also

W=Wie - W, (1.4)

fir eine Zerlegung in g-zyklische Teilrdume W; = span(g% “Hwy),...,w;) mit Hauptvekto-
ren w; und d; < d mit mindestens einem j € {1,...s} mit d; = d und g% ! (w;) # 0.

Nach Induktionsvoraussetzung hat fiir j = 1,...,s die Teilabbildung g I W; auf dem
g-zyklischen Unterraum W; beziiglich der zyklischen Basis (g%~ (w;),...,w;) die Darstel-

lung
01 0 0
0 1 0
g = .
0 0 0 1
0o - 0

Sei wj = g(vj). Wir nehmen also irgendein Urbild v; von w;. Dieses v; ist nicht eindeutig.

Wir setzen nun fir j=1,...,s,
Uj = span(gdj (vj) = gdj*l(wj), coowj = g(vy),v5).
Der Nilpotenzgrad erhoht sich durch
g% (v;) = g% (wy) # 0

also um 1, und es gilt g% *1[U;] = {0y} und d;+1 ist der genaue Exponent. Die Teilabbildung
g I U; hat in diesem Fall auf dem g-zyklischen Unterraum U; beziiglich der zyklischen Basis

10
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(g% Y (w;),...,wj,v;) die Darstellung
0 1 0 0
0 1 0 0
dj+1 Do
Jy! =
0 000 ..10
0 0 0 01
0 0 0 0

Wir zeigen als néchstes: Es gibt einen Unterraum X vom ker(g) mit
Vi=XeU @ U, (1.5)

Die Transversalitét der U; folgt aus (1.4) und einer Anwendung von g auf ¥.7_v; = 0.
Die U; spannen zusammen mit ker(g) ganz V' auf: Sei v € V'. Dann ist

S
g(v) =w = Z‘iw}
]:

mit geeigneten w;- eW;,denn W=W;®---&W,.

Die w} sind Linearkombinationen aus g(v;) = wy, .g%(vj) = g% (w;), denn der
Unterraum W; hat ja die zyklische Basis (g%~ (w;),...,w;). Wir haben also eine Linear-
kombination

dj-1 ;-1
wh= Y gt (w;) = Y, gt (vy)
=0 =0
Dann ist
s dy
v=3"3 ;.9 (v;) € ker(g).
j=1.1=1

Wir kénnen also jeden Vektor aus V'’ durch U; @ --- @ Uy und einen Vektor aus dem Kern
von g kombinieren. Wir wéhlen aus ker(g) eine Komplementiarraum X zu U; @--- @ U; aus.
Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt.

Der Unterraum X des Kerns wiederum lasst sich als Summe von dim(X)-vielen ein-
dimensionalen g-zyklischen Unterrdumen schreiben. Wir erhalten also aus eine Dar-
stellung

Vi=VieVie oV

und die Uy, ..., U sind unter den V;. Hierbei ist
dim(ker(g)) = dim(ker(g")) - dim(ker(g°)) = r

11
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und fiir 1<j<d
dim(ker(g?)) - dim(ker(¢? 1)) = Anzahl der V; mit dim(V}) > j;
und demnach fiir 1 <j<d
dim(ker(¢7)) - dim(ker(g7™)) - (dim(ker(g7*1)) - dim(ker(5"))
= Anzahl der V/ mit dim(V}') = j.
O

Satz 1.27 (Jordan’sche Normalform). Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und
V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f € End(V'). Dann gibt es eine angeordnete
Basis von V', beziiglich der f die Darstellung Fine n-n-Matriz der Form

ni
J]

n2
Js

JiT
Hierbei sind die kp, £ =1,...,7 und die ny eindeutig bis auf die Reihenfolge. Wiederholungen

unter den kg sind gestattet. (Alle kg mit gleichem Wert X gehéren also zum Hauptraum Hy.)
In den freien Feldern stehen lauter Nullen. Fiir jeden vorkommenden FEigenwert \ gilt:

(1) Die algebraische Vielfachheit von A ist die Summe der Griéflen aller kg-Blocke mit
Kp=A.

(2) Der Nilpotenzgrad zum Eigenwert X ist die Grifle des grifiten kg-Blocks fir kg = .

(8) Die Dimension des Eigenraums zum FEigenwert X ist die Anzahl der k¢-Blocke, fir

die kg = X ist.

Beweis: Erster Schritt: Zerlegung in Hauptraume.
Es seien A1, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte von f. (Dies ist nun eine ganz andere
Nummerierung als in der Matrix! Daher haben wir jene oben k; genannt.) Dann gilt nach

den Sétzen [1.19] [1.20| und [T.21

k
V=@H,,.
i=1

Die H), sind f-invariant. Die Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge. Nun halten
wir ein i € {1,...,k} fest. Wir setzen

gi = f 1 Hy, - Aiidg,

12
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Zweiter Schritt: Zerlegung eines Hauptraums in g;-zyklische Unterrdume.
Dann ist nach Konstruktion H),; auch g;-invariant und g; ist ein nilpotenter Endomor-
phismus von H),. Daher gilt nach Satz angewandt auf g;,

T
H)\Z = @ ‘/7').7
j=1

mit g;-zyklischen Unterrdumen V; ;, wobei nach Satz der Raum V; ; durch
((f = Xid) o™ (wig), - vi)

aufgespannt sei und g; | V;; den Nilpotenzgrad d; ; hat. Fiir jedes j € {1,...,r;} haben
gi I'Vij bzw. f I Vi ; hat beziiglich dieser Matrix die Darstellung

0 1 0 Ai 0 0
00 1 — 0 A 1o 0
Jgi,j: : o Jf\lii’j: : o
0 - 0 0 1 0 0 N 1
0 - 0 0 0 - 0 A

Wiederum ist die Darstellung eindeutig bis auf die Reihenfolge. r; = dim(V},) ist die
geometrische Vielfachheit von )\;. Die Matrix J;l;’j heit Jordanblock oder \;-Block.
Dritter Schritt: Zuriick zu einem ganzen Hauptraum.
Nun setzen wir die angeordneten Basen der V;i, ..., V;, hintereinander und erhalten
beziiglich dieser angeordneten Basis von H), die Darstellung von f | H), der Form

d; 1
J)\

%

Jdi,2

di1yeodir,
Job L
)\.

X3

di,ri
J)\i

hat. In den freien Feldern stehen lauter Nullen. Hierbei heif3t Jf\if’l"“’di’” “Jordankéstchen
zum Eigenwert \;” oder “Jordan-Matrix zum Eigenwert A;” oder “Jordan-Matrix fiir f auf
dem Hauptraum H),”. Es gilt fiir 1 <i < k:

— Die algebraische Vielfachheit p(\;) von \; ist gleich Z;il d; j und dies ist dim(Hy,),

— der Nilpotenzgrad v()\;) von g; ist das Maximum der d; j, j = 1,...,7;,

13
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— die Dimension des Eigenraums V), ist r;, d.h., die Anzahl der \;-Blécke. Diese heif3t
auch die geometrische Vielfachheit von A;.

Vierter Schritt: Zusammensetzung der Hauptrdume zu ganz V.

Nun betrachten wir wieder alle i € {1,...,k} zusammen. Aus der Zusammensetzung der
f I Hy, auf den f-invarianten Hauptrdumen H),, ¢ = 1,...,k, erhdlt man eine Matrix wie
in der Aussage des Satzes. O

Mit Satz sind auch Satz [[L8 und Satz [[L11] bewiesen.

1.5 Folgerungen und Anwendungen

Beobachtung 1.28. Jeder Jordanblock Jy' und jedes Jordan-Kidstchen Jj\il""’dr mit Yi_ d; =
n haben die Form

AE, + N

mit einer nilpotenten n-n-Matriz. Wir multiplizieren die beiden Summanden und erhalten
AE,-N =N \E,. (1.6)
Jede Matriz in Jordan-Normalform ldsst sich daher als
J =M+ M,

schreiben mit einer Diagonalmatrix Mg und einer nilpotenten Matrix M, . Da jeder Hauptraum
f-invariant ist, impliziert die Vertauschbarkeit (1.6) folgendes Kommutieren:

M- M, =M, - M.

Diese Beobachtung gilt nicht nur auf jedem Hauptraum einzeln, sondern auch fiir die
Gesamtdarstellung J. Dies folgt aus einem Késtchenlemma fiir die Matrizenmultiplikation
der folgenden Form und der Induktion iiber die Anzahl der verschiedenen Hauptraume von

1.

Lemma 1.29 (Késtchenlemma fiir die Matrizenmultiplikation). Fs sein =r + k, und es
seien firi=1,2, M; e M, (K) und N; € My 1,(K).

My 0\ (My 0\ (Mi-My 0 an
o N \o ™M)\ o Ni-NoJ '

14
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Satz 1.30 (Additive Jordan-Zerlegung, auch Jordan-Chevalley-Zerlegung genannt ). Es
sei K algebraisch abgeschlossen und M € M, (K). Dann gibt es eine Zerlequng

M = Mg+ M,
in der My diagonalisierbar und M, nilpotent ist und
MM, = M,, M
gilt. Die Zerlequng ist durch die drei Eigenschaften eindeutig bestimmd.

Definition 1.31. Fiir diagonalisierbare Matrizen ist auch der Begriff halbeinfach (auf
Englisch semi-simple) tiblich. Daher wéhlten wir den Namen Mj.

Beweis: des Satzes. Es seien S eine regulire Basistransformationsmatrix und J = S~'M .S
eine Jordan-Normalform. Dann existiert nach der Beobachtung fiir J eine Zerlegung J =
Mg + M. Die Transformation in umgekehrte Richtung ergibt

M=S8JS"'=8M,S' +SM,S!.

Der erste Summand ist diagonalisierbar und der zweite ist nilpotent und sie kommutieren.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit.
Dazu zeigen wir erst ein Lemma

Lemma 1.32. Sei f = fs + f, eine additive Jordan-Zerleqgung. Dann kommutieren f, und
fs mit allen Endomorphismen, die mit f kommutieren.

Beweis: Sei g € End(V) und gf = fg. Dann ist jeder Hauptraum H) von f auch g-invariant.
Dies sieht man wie folgt: Es sei x € Hy. Wir zeigen g(z) € H).

Es sei (f(z) = A-x)" =0, n=1. Dann ist f(x) = Az und g(f(x)) = A\g(x) = f(g(x)),
also auch g(x) € V) € H).

Schritt von n auf n + 1:
Bs sei (f(z) - A-2))"" = 0. Dann ist (f - Aid)"(f(z) - A-2z) = 0, f(x) - Az € Hy mit
Exponent n. Nach der Induktionssvoraussetzung fiir n ist dann

g(f(2) = Az) = g(f(x)) = Ag(@) "M f(g(x)) - Ag(x)) = (f - Aid)(g(x)) € Hy.

Also ist g(z) € Hy.

Auf Hy ist f | Hy = Xidg, +f},, f}, € End(H)), f; nilpotent. Dann vertauscht g | Hy
mit f ! Hy und auch mit \-idgy, also auch mit f;.

Zusammenbetrachten aller Hauptrdume ergibt, dass ¢ mit f,, vertauscht. Also ver-
tauscht g auch mit fs. O

15
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Fortsetzung des Eindeutigkeitsbeweises: Sei nun also M = Mg+ M, = D + N, D diago-
nalisierbar und N nilpotent und DN = ND. Es gilt dann

DM =D(D+N)=D*+DN=D?*+ND=(D+N)D=MD
Nach dem Lemma, angewandt auf f = fME| und g = fp, ist nun auch
MyD = DM;.

Da beide diagonalisierbar sind und vertauschen, gibt es eine gemeinsame Basis aus
FEigenvektoren. (Ubung, dies geht wie n =1 im Lemma In der Darstellung beziiglich
so einer Basis ist dann auch Mg — D eine Diagonalmatrix.

Wiederum ist

NM=N(D+N)=ND+N?=DN+N?=(D+N)N=MN

und somit kommutieren auch M, und N. Daher ist N — M,, nilpotent. Dies sieht man wie
folgt: Es seinen N” =0 und M}’ = 0. Dann ist
(N _ Mn),uﬂ/ vertauscht Mi” (V ‘; ,U) NjM#+u—j - 0.
§=0

Hierbei schaut man fiir j < v auf den hinteren Faktor und fiir j > v auf den vorderen in
dem jeweiligen Summanden und sieht, dass alle Summanden schon 0 € End(V') sind. Die
binomische Formel darf man anwenden, weil die beiden Endomorphismen sich vertauschen.

. v+ v)!
Esgllt( i ):%
Da M =M;+ M, =D+ N ist
Mg;-D=N-M,

nilpotent und diagonalisierbar und somit die Nullmatrix.

Definition 1.33. Eine Matrix M € M, (K ) heifit unipotent, falls M — E,, nilpotent ist.

Beobachtung 1.34. Wenn M invertierbar ist, so ist in M = Mg+ M,, der Summand M,
ebenfalls invertierbar, und es gilt

M = My(E, + M;'M,) = M M,

und M, ist unipotent und MM, = M, M;.

?Erinnerung fis € End(K™) wird in den Standardbasen durch Multiplikation mit M beschrieben.
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Satz 1.35 (Multiplikative Jordan-Zerlegung). Es sei K algebraisch abgeschlossen und M €
M, (K) invertierbar. Dann gibt es eine Zerlegung

M = MsM,,
in der My diagonalisierbar und M, invertierbar und unipotent ist und
MM, = M, M,
gilt. Die Zerleqgung ist durch die drei Figenschaften eindeutig bestimmidt.
Beweis: Es ist M, = E,, + Ms_an. Die Matrix Ms_an ist nilpotent. Sei M = DU eine

Faktorisierung. Dann ist M = D + N mit N = D(U - E,). Aus der Eindeutigkeit der
additiven Zerlegung folgt D = M, und damit auch U = M,,. O

Definition 1.36. Es sei f € End(V). Wir setzen f° = idy und f**! = fof™. Dann definieren
wir fiir P = ¥, a;X* € k[ X] den Endomorphismus P(f) = 2%, a; f".

Lemma 1.37. Fir P,Q ¢ k[X] is Q(P(f)) = (Q(P))(f).

Beweis: Induktiv {iber den Grad von ). Man kann sich der Additivitdt wegen auf Monome

@ beschrianken. Wir fiihren Induktion iiber m. Anfang: m = 0. Wenn @ das konstante

Polynom ist, ist nicht zu zeigen. Sei nun Q = X™*! = X - Qq. Es sei P = ¥ a;X".
. n inm n i n inm Ind.Vor.

Dann ist Q(P(f)) = (Lo aif )™ = (T aif N aif)™ =" P(f) o (Qo(P))(f) =

(QP))(f)- O

Satz 1.38. Es gibt ein Polynom P € K[X], so dass My = P(M).

Beweis: Wir nehmen M in der Jordan-Normalform. Es seien A1, ..., A; die verschiedenen
Eigenwerte von M. Wir setzen fiir i = 1,...,k,
X -\
Qi=]] :
g4 N A

i1 i d

d
Wir setzen nun fiir X das Jordankéstchen J, ein, das f ' Hy, darstellt, und
erhalten Q;(f) I Hy, ist eine obere Dreiecksmatrix. Wir nennen unten (Q;(f) | Hy,)" = J;,

v; wird unten bestimmt oder gewéhlt.
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Fiir j # i ist Q;(f) I Hy, nilpotent und daher gibt es ein 1/7E|7 so dass

0

(Qi(M))™ = Ji

fiir eine Dreiecksmatrix J; mit Diagonaleintrigen 1. Auch in den oberen Feldern in J; ober-
halb dessen Nebendiagonale stehen moéglicherweise keine Nullen. Es gibt ein Polynom, so
dass P;(J;) = J;* (Ubung, dies zeigt man zum Beispiel mit dem Satz von Cayley-Hamilton
Der Satz, den wir gerade beweisen, wird nirgendwo verwendet, also auch nicht im
Beweis des Satzes von Cayley—Hamilton. Wir erzeugen also hier keinen Zirkelschluss.) Wir
setzen R; = X P;. Dann ist R;(0) =0 und

Ri(J;) = (X - P)(Ji) = Ji- Pi(Ji) = JiJ; ' = id,, -

Dies heif3t

Ri((Qi(M))") = id | H)

Dann ist Mg = P(M) fir
k
LSRR (CIEND
O

Bemerkung 1.39. Aus Satz erhélt man einen komplizierteren alternativen Beweis des
Lemmas

3Man kann sich iiberlegen, dass v; = max{v(\;) : j # i} ausreicht.
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Eine Anwendung der additiven Zerlegung

Wir betrachten fiir (y1,...,y,)7 € R" die Differentialgleichung

Yy = Ay, un) T

in einem Argment z, also y = y(z), y:R - R", y differenzierbar. Fiir n = 1 ist die Losung
y = exp(ax) mit A = (a). Fiir grofere n bildet man

A=S"Y(D+N)S

mit einem nilpotenten N und einer Diagonalmatrix D. Dann ist

exp(zA) = ()] —'(af;"A”) =exp(2(S1JS) = S exp(2J)S = S~ exp(2D) - exp(zN)S
n=0 T
Nun ist exp(xD) eine Diagonalmatrix mit Eintrigen e** und exp(zN) eine abbrechende
Summe und somit ein Element von M, ,,(K[xz]).

1.6 Der Satz von Cayley—Hamilton

Satz 1.40 (Der Satz von Cayley—Hamilton). Es sei K ein Korper und V ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum, f e End(V'). Dann ist x7(f) die Nullabbildung.

Beweis: Falls K nicht algebraisch abgeschlossen ist, gehen wir zum algebraischen Abschluss
K von K iiber (dieser wird in Algebra und Zahlentheorie hergeleitet) und erweitern V zu
einem K-Vektorraum und erweitern f entsprechend zu f. Die Basen und die Matrizendar-
stellungen &ndern sich dabei nicht. Es ist wichtig, dass die Matrix iiber K ist. Dies geht
auf genau eine Weis und es gilt xp = x;e K[X]c K[X]. Wenn nun Xf(f) =0eEnd(V),
so ist x (f) =0 € End(V).

Wir rechnen daher von nun an mit einem algebraisch abgeschlossenem K. Es seien A1,
..., A die Eigenwerte von f und es seien H), die zugehdrigen Hauptraume. Diese sind
alle f-invariant. Fiir jedes ¢ = 1,...,k zerlegt sich nach Satz der Eigenraum Hj, in
zyklische Unterrdume V; 1, ..., Vi,, ..., Vi,, (hierbei ist r; = dim(V},)), und g; | V; , hat
den Nilpotenzgrad d; , fiir o = 1,...,7;. Wie im Satz gezeigt, ist fiir den Nilpotenzgrad

v(\i) =max{d;, : 0=1,...,15}

die Abbildung
(f } H)\i _ )\z idH)\i)V(/\i)

4Genaueres gibt es dazu im Kapitel iiber Tensoren
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die Nullabbildung auf Hj,, also die Null in End(H),). Dann ist auch
(f 1 Hy, = Niidg, )

der Nullendomorphismus im Raum End(H},), da jeweils der Nilpotenzgrad v()\;) kleiner
oder gleich der algebraischen Multiplizitat p(\;) = ordy, (x ) ist.
Ingesamt haben wir also fiir X = f,

k
[T(X = Niidy)*@9) = 0 € End(V).
i=1

Dies sieht man zum Beispiel so: Fir v € H), niitzt man

k k
[T = Niidy) ) = T (f = Miidy) OO (f = Ajidy )"
i=1 i=1,i%]

und wendet diese Abbildung auf v an. Dann ist schon die Anwendung des am weitesten
rechts stehenden Faktors Null Pl O

Definition 1.41. Das Minimalpolynom von f ist das von der Teilbarkeit her kleinste
Polynom P, so dass P(f) =0, d.h. P(f) =0 und fiir jedes @ mit Q(f) =0 gilt: P teilt Q.

Die Existenz eines in einem solch starken Sinne kleinsten Polynoms folgt daraus, das
der Polynomring Teilen mit Rest gestattet:

Lemma 1.42. Fualls die Polynome P und Q) beide f annullieren, so auch annulliert auch
der grifite gemeinsame Teiler von P und @ den Endomorphismus f, denn dieser grofite
gemeinsame Teiler R hat die Form R = PP+ Q1Q.

Beobachtung 1.43. Mit den Bezeichnungen von oben ist

1

k
(X = \gidy )Y
=1

das Minimalpolynom von f. Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.

®Ein anderer Beweis wird mittels einer vollstéindigen Fahne gefiihrt. Dies kommt vielleicht in eine Ubung,.
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Kapitel 2

Skalarprodukte, euklidische und
unitire Vektorridume

2.1 Definitionen und Beispiele

In diesem Kapitel wird unter Kérper immer R oder C verstanden. Wir werden die lineare
Ordnung < auf R wesentlich in unseren Definitionen benutzen. Wir schreiben K fiir einen
dieser Korper. Die komplexe Konjugation ist die Abbildung

(x+iy) =aw~ a:=(zr-iy) (2.1)

Diese Abbildung ist linear und es gilt zy = Ty. Man sagt hierzu auch, dass die Konjugation
mit der Addition und mit der Multiplikation vertraglich ist. Man schreibt fiir c=xz +iy € C
mit reellen z,y, = Re(c), y = Im(¢) und nennt

el = V&? +y?
den Betrag von c. Es ist |c| = v/¢cc.
Definition 2.1. Es sei V ein K-Vektorraum.

(1) Eine Abbildung
sV xV->K

heifit Bilinearform (fiir K = R) bzw. Sequilinearform (fiir K = C), falls s im zweiten
Argument linear und im ersten Argument semilinear ist, d.h. fir alle , 8 € K und
v,w,r eV,

s(av+ fw,z) = as(v,z)+Bs(w,z),

s(v,az+ py) = as(v,x)+ Bs(v,y).
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(2) Die Form s heifit symmetrisch bzw. hermitesch, falls gilt
s(v,w) = s(w,v).
(3) Die symmetrische/hermitesche Bilinearform heifit Skalarpodukt, falls zusétzlich gilt
fiir v # 0 ist s(v,v) > 0.

Diese Eigenschaft nennt man “s ist positiv definit”.

(4) Das Paar (V,s) heifit euklidischer (im Falle K = R) bzw. unitdrer (im Falle K = C)
Vektorraum.

Bemerkung 2.2.

(1) Es gilt s(v,v) = s(v,v) € R, also ist s(v,v) gleich Null oder gréBer Null oder kleiner
Null.

(2) Das Adjektiv “hermitesch” wird auch im Sinne von unitir gebraucht.

(3) Man kann auch nur s(v,v) > 0 fordern und nennt dies dann positiv semidefinit.
Analog kann man negativ definit, negativ semidefinit und indefinit definieren.

Beispiel 2.3.

(1) Das Standardskalarprodukt auf dem K" ist
T n
S(:Evy) =T Y= Zflyz
i=1

(2) Esseia <beR. Das Riemannintegral-Skalarprodukt auf V' = { f:[a,b] - K : f stetig}
ist gegeben durch

b _
s(h.9)= [ Tty
(3) Auf dem C? ist
s(x,y) = 2x1y1 + T2y

auch ein Skalarprodukt.

Lemma 2.4. Es sei (V,s) ein euklidischer/ unitirer Vektorraum und es sei U ein Uni-
tervektorraum von V. Dann ist (U,s) (— genauer (U,s | U x U)—) auch ein euklidi-
scher/unitirer Vektorraum.
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Definition 2.5. Es sei V ein euklidischer/unitidrer Vektorraum mit angeordneter Basis
B =(bi,...,b,), ne N\ {0}. Dann heift

Mat () := (s(bi, bj)1<i,j<n)
die darstellende Matrix von s beziiglich B.

Definition 2.6. Es seien V und W Vektorrdume mit angeordneten Basen B = (b1,...,bp),
neN~{0}, C=(c1,...,¢m), meNx {0} und

ssVxW->K
sei bilinear oder sesquilinear. Dann heif3t
MatB’C(S) = (S(bi: Cj)lSiSn,lstm)

die darstellende Matrix von s beziiglich B, C. Falls V = W, nimmt man zweimal dieselbe
Basis und schreibt dann Mat?(s).

Satz 2.7 (Transformationsformel fiir Bilinearformen). Es seien B, C, s wie oben.

(1) Die Bilinearform s ist durch ihre darstellende Matriz bestimmdt.

(2) Fulls s symmetrisch oder hermitesch ist und V = W mit Basis B ist, gilt MatB(s)T =
MatB(s).

(3) Sei l? = (di,...,dn) eine weitere Basis von V, und es gelte b; = Yi' 1 t; jd;, also
Matg(id) = (ti;). Zusitzlich sei F = (f1,..., fm) eine weitere Basis von W, und es
gelte fir j=1,...,m, ¢; = ¥i% ui;fi, also Matg(id) = (Ui j)-

Dann gilt
MatPC (s) = (Vatg (id))” - Mat™F (s) - Mat(id) (2.2)

Beweis: (3) Es folgt firi=1,...,n,j=1,...,m,
n m _
5(bircj) = s(D thidi, Y uejfe) = D this(dis, fo)ue.
k=1 (=1 k,l
Dies ist genau die (4, j)-Koordinate der Matrix
Mat?€ (s) = (Matz(id))” - Mat?F (s) - Matf(id)

Hier ist noch ein Diagramm. Es seien ®5(v) = (a;); € k" filr v = ¥ a;b; usf. die
Koordinatisierungen beziiglich der angeordneten Basen. Teil (3) des Satzes sagt gerade,
dass das rot gezeichnete Dreieck kommutiert.
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Dann ist das folgende kommutative Diagrammﬂ eine alternative Beschreibung des Sach-
verhalts von Satz (3).

VxW Mat?2 (id)xMat’ (i) k

k™ x k™

Fiir die Beschriftung des senkrechten Pfeils haben wir die Spaltenform genommen. Es
—T

sei z € k. Wenn y = Matg(id) -, s0 ist y! = :Z‘TMatg(id) , und letzteres ist in der Formel

(2.2) gefragt. O

Definition 2.8. Sei M ¢ M, (K).

(1) M heifit symmetrisch/ hermitesch, wenn M7T = M.
(2) M heifit positiv definit, wenn die bilineare Abbildung von V' x V' nach K, die durch

(z,y) > 2" My
gegeben ist, positiv definit ist.

Es gibt Kriterien, wann eine Matrix positiv definit ist. Alle Haupt-Untermatrizen

miissen positiv definit sein.

"Wir danken den Entwicklern des Pakets xypictures.
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2.1.1 Lingen und Winkel

Definition 2.9. Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
-V >R

heiit Norm, wenn fir alle v,w € V und X € K folgendes gilt:

(1) (Aol = A ol
(2) [l +wl < [Jol[ + [l

(3) |lv]| >0 und |jv|| =0 gdw v = 0.
Definition 2.10. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
dVxV >R

heifit Metrik, wenn fiir alle x,y, z € V folgendes gilt:

(1) d(z,y) =d(y, ).
(2) d(z,z) <d(x,y)+d(y, z), Dreiecksungleichung.
(3) d(z,y)>0und d(z,y) =0 gdw = = y.

Lemma 2.11. Es sei ||-|| eine Norm auf V. Dann definiert

(2,y) = |lz - yl|
eine Metrik.

Beispiel 2.12. Die Metrik
1 z=#y

d(xvy):{o r=y

wird nicht durch eine Norm definiert.
Lemma 2.13. Es sei V' ein euklidischer/unitdrer Vektorraum. Dann wird durch
[oll = V/{v,v)

etne Norm definiert. Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung vergleicht die Norm mit dem
Betrag des Skalarprodukts:
(v, w)| < [Jv]] - [Jw]l-
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Beweis: Wir zeigen zuerst ||Av|| = |A| - ||v||. Hier nutzt man
A = (Re(N) +iIm(N)) - (Re(X) —iIm(N)) = (Re(M))? + (Im(\))? = A%
Die Dreieckungleichung ist dquivalent to
2Re((v, w)) < 2l[o]] - [|wl]

Dies wird aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgen, die wir nun ohne Benutzung der
Dreiecksungleichung zeigen. Falls w = 0, ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung richtig. Wir
nehmen nun w # 0 and und erhalten mit der binomischen Formel

0 < (flwlPv ~ (v, whw, [[w]*v ~ (v, w)w) = lwl[*lo]*  [[w]*|{v, w)*.

Nun dividieren wir durch |jw|[? und sind fertig.
O

Definition 2.14. Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer oder ein unitdrer Vektorraum. Zwei
Vektoren v, w heilen orthogonal , wenn (v, w) = 0. Man schreibt hierfiir auch v 1L w . Fir
eine Teilmenge M von V definieren wir

M*={veV : Vme M, (m,v)=0}.

Bemerkung 2.15. Es gilt Da M* = (span(M))* und span(M)+M* = V und span(M )nM* =
{0}. Daher wird M* auch das orthogonale Komplement von M genannt, denn M* ist ein
Komplementédrraum zum Unterraum span (M ).

Definition 2.16. Es seien M, N Teilmengen von (V,(-,-)). Dann schreiben wir M 1 N,
falls fiir jedes m € M und jedes n € N gilt m 1L n. (Man sieht leicht, dass dann span(M) L
span(N) folgt.)

Definition 2.17. Es seien 2,y € V'~ {0}, V mit Skalarprodukt (-,-). Der Offnungswinkel
o ist definiert durch

{z,y)

cos(a) = ———— und a € [0,7].
][ - llyll

Der Bruch liegt in [-1,1] und daher ist cos(«) wohldefiniert.

26



Mildenberger Lineare Algebra 2 Sommersemester 2022

2.1.2 Orthonormalbasen

Definition 2.18. Es sei (V,s) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitérer Vektor-
raum. Eine Menge B = {b1,...,b,} heiit orthonormal, wenn jedes b; die s-Norm 1 hat und
fiir ¢ # 7 im Sinn von s, b; L b;.

Die Menge B heifit Orthonormalbasis von V', wenn sie orthonormal und zusétzlich eine
Basis von V ist.

Bemerkung 2.19. Die darstellende Matrix eines Skalarprodukts ist in einer Darstellung
bezuglich einer angeordneten Orthonormalbasis gerade die Einheitsmatrix.
Im R” ist die Standardbasis eine Orthonormalbasis.

Lemma 2.20. Es sei B = (by,...,b,) orthonormal in (V,(-,-)). Dann ist B linear un-
abhdngig. Fir jedes x € span(B) gilt

x =) (b;,x)b;.

'MS

=1

Beweis: Es sei x € span(B), also x = Y./-; a;b;. Dann ist (bj,z) = «a;. Dies beweist die
Formel. Setzt man nun speziell x = 0 ein, so erhalt man fiir j = 1,...,n, a; = 0. Die
Vektoren by, ..., b, sind also linear unabhéngig. O

Satz 2.21 (Gram-Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren). Es sei (V,(-,-)) ein eu-
klidischer bzw. ein unitdre Vektorraum, und es seien by, ..., b, linear unabhdngig. Wir
definieren durch Rekursion tber 1 <i<n die folgenden Vektoren

B by
bl T
[[ba|
/L ~
Ci+1 = biy1- Z b]7 z+1
~ c
bi+1 _ i+1 )
i+l
Dann bilden die so definierten Vektoren by, ..., b, ein Orthonormalsystem mit selbem
Erzeugnis wie by, ..., by.
Beweis: Induktiv iiber 1 <7 < n zeigen wir die entsprechende Behauptung fiir by, ..., b;.
Fir ¢ = 1 ist nichts zu zeigen. Seien 51, Ez gewéhlt und b;,; gegeben. Da b1 ¢
span(by,...,b;) ist b;;1 auch nicht im span(l~)1, . ,Bi). Dann ist ¢;41 # 0. Durch Einsetzen
in die Gleichung fiir ¢;41 sieht man ¢;41 L l;j fir j =1,...,i. Wie im Beweis des Steinitz’schen
Satzes sieht nan span(cis1,b1,...,b;) = span(bi, ..., b;, biy1). Nun normiert man c;,; noch

und erhélt dann bi,; mit span(bis1,b1,...,0;) = span(by, ..., b, bis1).
]
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Durch Anwendung des Verfahrens auf eine Basis findet man also eine Orthormalbasis.

Korollar 2.22. Jeder endlich-dimensionale euklidische Vektorraum/ unitire Vektorraum

hat eine Orthonormalbasis.

Satz 2.23. Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer/unitirer Vektorraum und es
sei M V. Dann ist span(M) e M* =V.

Beweis: Wir nehmen eine Orthonormalbasis by, . . ., by, von span(M ) und ergénzen diese zu
einer Orthonormalbasis by, ..., bg, bgi1, - - -, by von V. Dann ist M* = span(bgy1,--.,bp).
O

2.1.3 Hilbertraume und Orthonormalbasen in Hilbertridumen

Das Wort ,,Orthonormalbasis ” hat leider zwei verschiedene Belegungen. Zur Vermeidung
von Missverstdndnissen nennen wir noch den anderen Gebrauch.

Definition 2.24. Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum iiber dem Korper der reellen oder
komplexen Zahlen, versehen mit einem Skalarprodukt, der vollstdndig beziiglich der vom
Skalarprodukt induzierten Norm ist. Dies heifit, jede Cauchy-Folge von Vektoren konver-
giert. Eine Cauchy-Folge ist wie in der Analysis definiert: (v, )y, so dass fir jedes € > 0 ein
ng € N existiert mit

Vn,m > ng, ||v, — vn| < €.

Definition 2.25. Eine Teilmenge {b; : ¢ € I} eines Hilbertraums heifit Orthonormalsystem,
falls fiir alle i,j € I, (bi,bj> = (52',]'.

Ein Orthonormalsystem B, das dicht liegt in H, heit Orthomormalbasis (im Hilbert-
raumsinn) von H. Die Eigenschaft ,B liegt dicht in H” ist definiert durch:

Vhe H Ve >0,dn e N,

n
H{b“,,bln} cl,dq; EK,HZO&Zl)Z—hH <e.
=1

Die endlich-dimensionalen Hilbertraume sind (modulo Isometrie, s.u.) gerade die eukli-
dischen und die unitédren Rdume R™ und C". Der Polynomraum mit dem Standardskalar-
produkt (z', 27) = §; ; ist nicht vollstindig. Im Vektorraumsinn sind die Hilbertriume immer
mindestens 2¥°-dimensional. Viele Rechnungen werden jedoch mit einem abzéihlbaren dich-
ten Orthonormalsystem vorgenommen. Wenn es so eines gibt, nennt man den Hilbertraum
separabel.
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2.1.4 Orthogonale und unitire Abbildungen

Definition 2.26. Es seien V' und W euklidische/unitére Vektorrdume und es bezeichne
(-,-) das Skalarprodukt auf V und auch auf W. Ein Homomorphismus f:V — W heifit
orthogonal/ unitar , falls fiir alle z,y € V|

(f(x), f(y)) = (z,y).

Falls f zusatzlich surjektiv ist, heifit f Isometrie oder Isomorphismus von euklidischen /unitéren

Vektorraumen.

Bemerkung 2.27. Fiir jeden orthogonalen/unitiren Homomorphismus f:V — W gilt fir
jedes v e V. ||f(v)|lw = ||v||lv. Auch Winkel werden erhalten. Aus Lingen- und Winkeltreue
folgt wiederum die Orthogonalitét/Unitaritét.

Beispiel 2.28. Die Drehung des R? um «. Es sei

M. - ( cos(a) sin(a)).

—-sin(a) cos(a)
Dann ist MI - M, = E3. Wir haben
(Mg, May) = (Maz)" Moy = " M Moy = 2"y = (2, y).
Hier ist noch ein Korollar aus dem Korollar 2.22]

Korollar 2.29. Es sei V ein n-dimensionaler euklidischer/unitirer Vektorraum. Dann ist

V isometrisch zum K™ mit dem Standardskalarprodukt.

Beweis: Es sei B = (by,...b,) eine angeordnete Orthonormalbasis von V. Dann setzen wir

f:K"™ -V an durch
n n
f(Z aiei) = Z Ctibi.
i=1 i-1
Man rechnet leicht nach, dass f eine Isometrie ist. O
Lemma 2.30. Es sei f:V — W orthogonal / unitar.

(1) Dann erhdlt f die Orthogonalitit und die Norm und ist injektiv und, falls dim(V') =
dim(W) endlich ist, so ist f ein Isomorphismus.

(2) Falls V=W und X ein Eigenwert von f ist, so ist |\ =1.

(3) Fualls f ein Isomorphismus ist, so ist f~ auch orthogonal/unitir.

(4) Die Komposition zweier orthogonaler/unitdrer Homomophismen ist orthogonal/unitdr.
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Korollar 2.31. Die Menge der orthogonalen/unitaren Automorphismen eines euklidischen
Vektorraums ist ist eine Gruppe.

Definition 2.32.
(1) Es sei V euklidisch. Die orthogonale Gruppe von V is die Gruppe O(V') der ortho-
gonalen Isomorphismen von V. O(R"™) heifit auch O(n).
(2) Es sei V unitér. Die unitdre Gruppe von V' is die Gruppe U(V') der unitéren Isop-
morphismen von V. U(C") heifit auch U(n).

Aus dem Lemma (1) folgt, dass O(n) € GL,(R) und U(n) ¢ GL,(C).
Erinnerung fy/(z) = Mx ist die lineare Abbildung von K" in K", die durch die Multi-
plikation von M vermittelt wird.

Lemma 2.33. Es sei M € M, (K). Dann ist fa; orthogonal/unitir genau dann, wenn
M™M= E,.

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Spalten von M eine Orthonormalbasis von R"
beziiglich des Standardskalarprodukts bilden.

Ubung 2.34. Man iiberlege sich, wie man Orthogonalitét /Unitaritét bei nicht notwendig
quadratischen Matrizen durch Transponierte charakterisiert.

Definition 2.35. Es sei M € M, ,(R) und M7TM = E,,. Dann heit M orthogonal /unitér.
Ein quadratische Matrix M is also orthogonal/unitér genau dann, wenn M beziiglich

der Standardbasis des K" eine orthogonale/unitiare Abbildung darstellt.
Beispiel 2.36. (1) O(1) ={1,-1}.
(2) O2) =My : aeR}U{N, : aeR}, mit N, = (@) cos(a@) )
cos(a) —sin(a)
(3) U(l)={2z€eC: |z|=1}={* : 0<a<2n}.

Beweis: (1) Es sei M = (a) € O(1). Dann ist |a| = 1, also s = =1 oder a = 1. (2) Im Falle von
K = C folgt aus |a| = 1, dass a = ¢'* fiir ein a € [0,27).

(2) Sei M = (a Z) € O(2). Dann ist ||[Meq|]* = a® + % =1 und ||Mes|> = b? +d* = 1 und

c
Mey 1 Mey, also ab + cd = 0. Wir setzen a = cos(a). Dann ist ¢ = £sin(«). Wir nehmen
obdA den positiven Fall. Aus der Gleichung ab + cd = 0 folgt dann, dass

(b,d) = A(sin(a), cos(a))
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fiir ein A € R mit |[\? = 1. Also A = 1. Wir erhalten gerade die M, und die N,. Ubrigens

} 0 1 1 0
is No = M, (1 0) = M:24a (O _1).

(3) ei = cos(a) —isin(a) = 7 = 6} . Es ist also @ = i@ = (e

konjugierten Zahl (a) ist die inverse Matrix der unitdren 1 x 1-Matrix (a). O

ia)—l —

é. Die Einermatrix der

Ubung 2.37. Gibt es eine nichttiviale (d.h., nicht einelementige) echte Untergruppe on
0(2)? Denken Sie an die Orientierung.

2.2 Der Spektralsatz

2.2.1 Selbstadjungierte Abbildungen

Definition 2.38. Es sei V ein euklidischer /unitirer Vektrorraum. Ein Endomorphismus
f von V heifit selbstadjungiert, falls fiir alle x,y € V,

(f(@),y) = (x, f(v))

Beispiel 2.39. Es sei V = K" mit dem Standardskalarprodukt und es sei f = fas durch die
Matrix M definiert und selbstadjungiert. Dann ist

MT =M,

denn
T My = (r, My) = (Mz,y) :M_mTy =z' My

fiir alle z,y € K". Nun ldsst man x,y iiber e;, e; rangieren und sieht M7T = M. Die Matrix
M ist also symmetrisch/hermitesch.

Beispiel 2.40. Ein Beispiel fiir einen Zustandsraum in der Quantenmechanik.
(RO 2
V={¢R C./RSM < oo}
Das Beipiel ldsst sich auf beliebige endlichdimensionale V' iibertragen wir folgt:

Lemma 2.41. Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer/unitirer Vektorraum und
es sei f:V — V ein Endomorphismus. Dann ist f genau dann selbstadjungiert, wenn
die darstellende Matrix von f beziiglich einer Orthonormalbasis von V' eine symmetri-
sche/hermitesche Matrix ist.

31



Mildenberger Lineare Algebra 2 Sommersemester 2022

Beweis: Sei by, ..., b, eine angeordnete Orthonormalbasis von V' und sei f € End(V') und
M = Matg(f), also [ fiir jedes j, f(b;) = ¥;m; ;bi. Diese Formel ergibt nun, weil B eine
Orthonormalbasis ist, ist fiir jedes i, 7,

(bi, (bj) = bi" Mbj =my ;.
Nun ist (f(b;),b;) = (bi, f(b))) gdw mj; = my ;. =

Satz 2.42 (Der Spektralsatz). Es sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer/unitdrer
Vektorraum und es sei f:V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann hat V eine
Orthonormalbasis aus Figenvektoren von f und alle Eigenwerte von f sind reell.

Beweis: Wir zeigen zuerst das letztere. Sei v € V' ein Eigenvektor zum Eigenwert A, also
f(v) = Av. Dann ist

(v, f(0)) = Aol = (f(v),0) = (Av,v) = Ajul*.

Also ist A= X eR.

Nun hat das charakteristische Polynom von f immer eine Nullstelle in C. Da aber A € R,
gibt es auch eine Nullstelle in R. Auch im euklidischen Fall hat f also einen Eigenwert A € R
und einen Eigenvektor v zu A.

Wir stellen fest, dass U = {v}* ein f-invarianter Unterraum ist: Es sei u 1 v. Dann ist

(f (u),v) = (u, f(v)) = (u, Av) = Mu,v) =0,

also auch f(u) L v.

Nun beweisen wir den Satz induktiv iber die Dimension. Fiir die Dimension 1 nehmen
wir einen normierten Eigenvektor v zum reellen Eigenwert A und haben so die Orthonor-
malbasis {v} und die Darstellung Matg( f)=).

Im Schritt von n auf n + 1 suchen wir zuerst einen Eigenvektor v,.1 zu einem reellen
Eignewert Aj41.

Dann verwenden wir das Késtchenlemma (Satz auf den invarianten Unterraum
span({vp+1}) und den f-invarianten Unterraum U = {v,.+1}* an und erhalten beziiglich
irgendeiner Orthonormalbasis B von U eine Darstellung von f beziiglich B v,,1 der Form

M 0
0 )\n+1 ’

und es gilt M7 = M. Nun konnen wir auf dem n-dimensionalen Vektorraum U auf die
Abbildung, die durch M beschrieben wird, also auf f } U, die Induktionsvoraussetzung

Znach der definierenden Gleichung fiir Matg(f) aus LA 1
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anwenden und finden eine angeordnete Orthonormalbasis (v1,...,v,) von U, so dass f | U
beziiglich dieser Diagononalgestalt mit reellen Eintrégen auf der Diagonale hat. Beziiglich
(v1,...,0n,vne1) hat f also die Darstellung

A 0 .00

0 X 0 0

2.2.2 Adjungierte Abbildungen

Achtung, nun wird ein Zeichen recycled. Wir nehmen f* nun nicht im dualen Sinne zu f
sondern im folgenden Sinn.

Definition 2.43. Essei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei euklidischen /unitéren
Vektorrdumen V und W, und das jeweilige Skalarprodukt wird mit (-, -) bezeichnet.EI
[ W =V heifit zu f adjungiert, genauer “adjungiert beziiglich (-,-)y und (-, )y, falls
firallsveV,weW,
(w, f(v)) = (f"(w),v).

Bemerkung 2.44. Falls f selbstadjungiert ist, so ist f* = f. Ist f* adjungiert to f, so ist
auch f adjungiert zu f*.

Lemma 2.45. f* ist durch die definierende Bedingung eindeutig bestimmt.

Beweis: Aus (z,v) =0 fiir alle v € V folgt 2 = 0. Nun setzt man x = (f*)1(w) — (f*)2(w)
fiir zwei adjungierte Abbildungen (f*)1, (f*)2. O

Lemma 2.46. Wenn die beiden Vektorrdume endlich-dimensional ist, so existiert f*.

Beweis: Es seien B=(b; : i=1,...,n)und C=(¢; : i=1,...,m) ONB. Fiir j=1,...,m
ist
n

f*(cj>=§ “(es)sbidy -bi = Yle, £(b:)

=1
]

Ubung 2.47. Man kann die Existenz auch herleiten, wenn nur einer der beiden Réume
endlichdimensional ist.

3Wer méchte, kann (-, -}y schreiben und selbes fiir W
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Beweis: Skizze: Falls V endlich-dimensional und B = (b1, ..,by) ist, funktioniert die For-
mel fiir beliebiges j € J, C' = (¢; : j € J). Falls W endlich-dimensional ist, ist V/ker(f)
endlich-dimensional und hat eine Basis b} + ker(f), ..., bl, + ker(f). Gram-Schmidt auf
irgendwelche Reprisentanten, z.B. auf die b}, ..., b, liefert dann eine ONB eines m-
dimensionalen Teilraums 7" von V, fiir den das Bild von f | T schon der Bildraum B ist.
Man ergianzt den Bildraum um einen orthogonalen Komplementarraum B’. Auf f | T und
7} B kann man die Formel anwenden. Auf allen Vektoren v aus einem orthogonalen
Komplementéirraum von T (so einen gibt es), ist f(v) = 0. Auf allen Vektoren w € B’ ist
f*(w)=0. O

Beispiel 2.48. Wenn V = K" mit dem Standardskalarprodukt und Orthonormalbasis B
und ebenso W = K™ und Orthonormalbasis C, und f:V — W mit

Mat%(f) = M.
Dann ist )
MatZ(f*) =M".
Definition 2.49. Es sei M € M, (K). Dann heif3t
M =M"
die zu M adjungierte Matrix.

Die Formel liefert im Endlichdimensionalen einen Existenzbeweis. Im Unendlichdimen-
sionalen wird es wie bei den Dualrdumen und beim Dualisieren der Homomorphismen (in
der Vorlesung Linear Algebra 1) wieder trickreich. Wir beschranken uns hier auf endlich-
dimensionale Vektorrdume. [

Korollar 2.50. Es seien V und W euklidische /unitire Vektorraume mit Orthonormalba-
sen (by,...,by) und (c1,...,¢m). Es sei f linear mit darstellung M beziiglich dieser bei-
den angeordneten Basen. Dann hat die adjungierte Abbildung f* als Darstellung beziiglich
(c1,...,¢m) und (by,...,b,) die adjungierte Matriz M* = MT.

2.2.3 Normale Endomorphismen

Wir betrachten nun wieder V = W. Vorsicht, nun brauchen wir K = C. Ohne Nullstellen
geht es nicht.

“Etliche Beweise, die induktiv iiber die Dimension des Vektorraums gefithrt werden, haben im Unend-
lichdimensionalen schlichtweg keine Analoga.
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Definition 2.51. Es sei V ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum und es sei f ¢
End(V). Dann heiit f normal, wenn

frof=fof"
Beispiel 2.52.
(1) Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal.
(2) Jeder unitédre Endomorphismus ist normal.

Satz 2.53 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen). Es sei V' ein endlich-dimensionaler
unitdrer Vektorraum und es sei f € End(V') normal. Dann hat V' eine angeordnete Or-
thonormalbasis aus gemeinsamen Eigenvektoren von f und von f*. Wenn f(v) = v, so

f*(v) = M.
Beweis: Diesmal arbeiten wir in C. Es sei n > 1 die Dimension von V. Dann hat f einen
Eigenvektor v zu einem Eigenwert A. Wir zeigen, dass v auch Eigenvektor von f* ist:
Essei Vi={veV : f(v)=Av}. Dann ist fiir w e V)
SO (w)) = f7(f(w)) = £ (Aw) = Af* (w).
Also ist auch f*(w) € V). Der Eigenraum V), ist f*-invariant. Die Abbildung f* | V) = V)

hat einen Eigenvektor v € V), zu einem f*-Eigenwert p. Dann ist

[L(U,U) = <MU,U) = (f*(U)/l)) = <Uv f(U)) = (U,)\U) = A(U,U},

also ot = A, da (v,v) # @.

Wie oben haben wir, dass U = {v}* sowohl f-invariant als auch f*-invariant ist. Wir
nehmen ||v]| = 1 an. Nach dem Késtchenlemma (in der Form, dass sowohl span({v}) also
auch U beide f-invariant sind) hat f beziiglich einer angeordneten Orthonormalbasis B
von U und v daran angehingt die Darstellung

(v )

N 0
0 A
und MN = NM.

Wir haben, dass U unter f invariant ist. Dies sieht man wie folgt: Es sei (v,u) = 0.

und f* die Darstellung

Dann ist

(v, f(u)) = (" (v),u) = Mv,u) = 0.
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Ebenso sieht man, dass U unter f* invariant ist und (f | U)* = f* | U.

Wir kénnen daher auf f | U und f* | U die und den niedriger-dimensionalen Vektor-
raum U die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten fiir U eine Orthonormal-Basis
C aus gemeinsamen Eigenvektoren fiir f und fiir f*. Insgesamt haben wir beziiglich C"v
die Darstellung von f bzw f*

M 0O ...00 M O ...0
0 X 0 0 0 X 0 O
0 ... 0 M\, 0 ... 0 X\,

O

Korollar 2.54. Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer bzw unitarer Vektorraum
und es ei f € End(V') orthogonal/ unitar. Dann gilt det(f) = +1 /|det(f)|=1.

Beweis: Fiir K = C oder K = R wenden wir den Spektralsatz[2.42]an und sehen, dass es eine
Basis aus Eigenvektoren gibt. Jeder Eigenwert hat den Betrag 1, also hat det(f) = [T\
den Betrag 1. Es ist |a - b| = |a] - [b]. Nun spezialisieren wir auf R und wissen, dass es eine

Basis aus Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten gibt, da f sowohl selbstadjungiert als auch
unitér (fo f*=1) ist. O

2.2.4 Hauptachsentransformation

Wiederholung:

Definition 2.55. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
O:VxV ->K

heifit bilinear/sesquilinear oder Bilinearform/Sesquilinearform wenn @ in der zweiten Ko-
ordinate linear und in der ersten sesquilinear ist, d.h.

d(Mv,w) = A®(v, w)

im Falle K =C.
Eine Bilinearform/ Sequilinearform ® heifit symmetrisch/hermitesch, falls

D (v,w) = P(w,v).
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Es sei B eine angeordnete Basis von V.
M = MatB,B((I)) = ((I)(bi,bj))lg,jgn

heiBt die darstellende Matrix von ® beziiglich B.
Dies ist eine symmetrische/ hermitesche Matrix.
Fiir Basiswechsel mit einer regulidren Matrix S~! gilt nach Satz

Matg, 5 (®):=S"MS = 5" MS
Nun kénnen wir Satz 6.9 aus Lineare Algebra 1 noch einmal beweisen

Satz 2.56 (Satz 6.9 aus LA I). Es sei V eine endlichdimensionaler euklidischer/unitdirer
K-Vektorraum und es sei s:V xV — K eine symmetrische Bilinearform/ hermitesche Ses-
quilinearform. Es sei M die Darstellung von s beziiglich irgendeiner angeordneten Ortho-
normalbasis B, d.h., s(b;,b;) = bl Mb;. Dann gibt es eine orthogonale/unitire Basiswech-
selmatriz S, und eine neue Basis C, so dass N = Mate & s)

N=S*MS=8"'MS
Diagonalgestalt hat.

Beweis: Aus dem Spektralsatz Wissen wir, dass es fiir M und fj; (Erinnerung fy/(z) =
Mz fiir x € k") eine (bzgl des Skalarprodukts auf V') Orthonormalbasis (ci, ... ,¢,) aus Ei-
genvektoren gibt, also Mc¢; = A\j¢;. Dann sei S die reguldre Matrix Matg(id). Da sowohl
B und C Orthonormalbasen sind, ist S orthogonal /unitir. Dann gilt nach dem Transfor-
mationssatz aus LA I fiir die Diagonalmatrix N = S™'MS = Matg( far). Nun haben wir
S* = $7! und daher folgt nach Satz die Gleichung N = Mat ~(s), denn M = Matg z(s)
und N erfiillen die Gleichung N = S*MS. O

Satz 2.57 (Satz 6.10 aus LA I). Es sei V eine endlichdimensionaler euklidischer/unitdrer
K-Vektorraum und es sei ®:V xV — K eine symmetrische Bilinearform/ hermitesche
Sesquilinearform. Es sei M die Darstellung von ® beziiglich irgendeiner angeordneten Basis
B. Dann ist ® positiv definit, genau dann, wenn alle Eigenwerte von M positiv (>0) sind.

Beweis: Wir konnen die Basis so wéhlen, dass M Diagonalgestalt hat. Dann ist
biMb; = \jd; ;.

Sei nun ® nun positiv definit. Dann ist ® ein Skalarprodukt und J; ist die ®-Linge von

b; und also positiv.
Seien umgekehrt alle \; positiv. Dann ist M positiv definit und also ein Skalarprodukt.
O
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Wir erinnern an den Satz von Sylvester.

Satz 2.58 (Der Trigheitssatz von SylvesteIEI). Zu jeder reellen symmetrischen n-n-Matriz
S gibt es eindeutig bestimmte Zahlen p und q € N und ein nicht notwendig eindeutiges

M e GL(n, K), so dass

] Lag, (k) 0 0
S:M 0 _qu,q(K) 0 M (23)
0 0 0

p+q heifst Rang, p wird der positive Tragheitsindex, q der negative Tragheitsindex, p — q
wird manchmal der Trigheitsindex oder auch die Signatur genannt.

Beweis: Existenz: Wir nehmen nach Satz[2.56] eine regulire orthogonale Matrix W, so dass
D =WTSW eine Diagonalmatrix ist. Wir nehmen W’, so dass wy ; = 0 fiir i # j und w;,; =
\/Tllﬂ’ falls d; ; # 0, und wl’l =1 falls d; ; = 0. Dann ist W/'"DW' eine Diagonalmatrix, in der
auf der Diagonalen hochstens 1, 0, und -1 vorkommt. Durch Permutation der angeordneten
Basis erreicht man nun noch die normierte Diagonalgestalt wie in der Mitte der rechten
Seite der Gleichung .

Wir nehmen an, dass D; und D> zwei unterschiedliche diagonale normierte Darstel-
lungen fiir S sind: D; = W;'SW; beginne mit p; Einsen auf der Diagonalen, und dann g;
minus Einsen, und p; < p. Der Rang von D; ist p; + ¢; = r, unabhéngig von ¢, da beide S
darstellen. Sei ®;(z) = 2" D;z. Die ®; sind wegen der Normierung auf die Léngen 1 (der
Multiplikation mit W’ von oben) jetzt nicht notwendig Darstellungen von ®.

Nun seien y = (n1,...,n,)" die Koordinaten von v € K" nach dem Basiswechsel mit
Wi, x = (&,...,&,)" nach dem Basiswechsel mit Wa. Sei U = Wa(W7t) | {1,...,7}? eine
reguldre r-r-Matrix. Dann ist

S = W[ DiWy = Wy DyW,

und daher
y' Diy =y (W) Wy DaWoWi 'ty = (Uy) DUy = ®2(Uy).

Wir haben somit
D1 (y) = 22(Uy).

Nun seien z = (&1,...,2,)" and y = (m1,...,7,)". Wir setzen nun ein, dass wir die D;
kennen:
_ _ .2 2 2 2
D1 (y) = P2(Uy) = Po(x) =ny + -+ 1, =M1 ==
5 9 ) (2.4)
TR TR SR SRR )

®James Joseph Sylvester, 1814 — 1897

38



Mildenberger Lineare Algebra 2 Sommersemester 2022

Nun hat das lineare Gleichungssystem 1y =---=n,, =0=¢§y,41 =--- =&, in dem die Werte
von (m1,...,m,) gesucht sind, eine nicht triviale Losung (n1,...,7,), denn sein Rang ist
r—(p2 —p1) <r. Fir diese (n1,...,n,) wire aber nach Gleichung (in die die p; + ¢2
Nullen aus dem lineares Gleichungssystem eingesetzt werden)

e et €
also doch n; = 0 fir alle 1. O

Beispiel 2.59. Der Minkowski-Raum ist ein vierdimensionaler reeller Vektorraum, auf dem
eine symmetrische nicht definite Bilinearform der Form

(m,y) =—2oYo + T1Y1 t T2Y2 + T3Y3

definiert ist. Hierbei ist die Koordinate xg = ¢ -t ebenfalls reell definiert: sie geht mit Hilfe
der Lichtgeschwindigkeit ¢ aus der Zeitkoordinate t hervor.
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Kapitel 3

Das Tensorprodukt

3.1 Produkte von Riaumen und von Vektoren

Definition 3.1. Es seien V,W k-Vektorrdume. Das Tensorprodukt V ® W ist ein neuer
Vektorraum T, der aus den Elementen

T=V@W =span{vew : veV,weW}

besteht. Hierbei ist wie immer span(M) = {¥Xi*,a;m; : n € N;m; € M,a; € k fiir i =
1,...,n} und die leere Summe wird als 0y interpretiert. Fiir die Abbildung

VxW->V&W; (v,w) »vW
gelten die folgenden Rechenregeln
(1) Fir alle vi,v2€V, aj,ap €k, we W ist
(a1 + av2) @ w = a1 (v1 @ W) + aa(v2 @ w).
(2) FiralleveV, aj,as €k, wy,wy e W ist
v® (qw + agws) = a1 (v @ wy) + az(v ® ws).

Vorsicht: Die Abbildung (v,w) = v ® w ist nicht surjektiv, falls dim(V) > 1 und
dim(W) > 1. Die Vektoren v ® w heiflen reine Tensoren. Die Linearkombinationen mit
mindestens zwei Summanden, die nicht vereinfacht werden kénnen, heiflen zusammenge-

setzte Tensoren.

Bemerkung 3.2. Aus den obigen Regeln folgt zum Beispiel a(v®w) = (av) @ w = v ® (aw).
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Das Tensorprodukt ist durch eine (sogenannte) universelle Eigenschaft eindeutig cha-
rakterisiert.

Lemma 3.3. Fin k-Vektorraum T zusammen mit einer bilinearen Abbildung ® :UxV - T
ist genau dann ein Tensorprodukt der beiden k-Vektorraume V und W, wenn ® und T die
folgende universelle Eigenschaft haben: Jede bilineare Abbildung s:V x W —Y (mit einem
wetteren k- Vektorraum Y ) ldsst sich als Komposition von ® mit einer eindeutig bestimmten
linearen Abbildung f:T —Y schreiben.

VxW

|
I
|
i

|
]
Y
Beweis: <= ®, T vom Lemma sind ein Tensorprodukt: Man zeigt, dass ® und T die Re-
chenregeln 1) und 2) repektieren. Dies folgt aus der Bilinearitét von s, die durch fo®
treu widergegeben werden muss: s(a1v1 + agvg, w) = f((@1v1 +a1v2) ® w) und andererseits
s(a1vr +agug, w) = a1s(vy,w) +ass(ve,w) = a1 f(v1@w)+asf(vOw) = f(a1v1, W+ V2 ®
w). Wenn nun das Argument a;vy, @w + v ® w = (a1v1 + ajv) ®w) ist, hat f auf beiden
gleichen Argumenten auch denselben Wert.
Warum muss das Argument in beiden Darstellungen gleich sein? Da man den kleinsméglichen
Raum T definiert, denn man fordert ja dass f eindeutig ist. Dies sieht man wie folgt:
Wenn wir

0101 ® W + e ® w # (v + A v2) ® W

annehmen, dann ist
d=01v1 ® W+ v ® w— (a1 + Av2) @ w # Op

und es gibt ein lineares ¢:T - Y, das g(d) # Oy und g(v ® w) = Oy hat. Man kann zum
Beispiel Y =T selbst nehmen. Dieses g wird zu keiner Bilinearform gebraucht, um s(v, w)
als f(v ® w) to schreiben. Man kann g zu jeder Losung f von Vv € VVw € Ws(v,w) =
f(v ® w) auf allen Elementen von T hinzuaddieren und erhélt eine neue Losung. Dies
widerspricht der Eindeutigkeit von f.

Wenn ajv1 @ w + asva ® w =v' @ w’, w' # w fiir irgendein v’, dann gibt es ein bilineares
s', so dass s(v',w'") =0 fiir alle v" und s'(ayv1 + agve, w) # 0, fiir das es nun kein f gibt.

Wenn a1v1 ® w + asve ® w = v’ ® w, v’ # aqv] + asvy, dann gibt es ein bilineares s”, so
dass s"(v',w) =0 und s'(aqv; + ague,w) # 0, fiir das es nun kein f gibt.
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= Jedes Tensorprodukt hat die universelle Eigenschaft. Man setzt f(v® w) = s(v,w).
f is wohldefiniert und linear, da s bilinar ist. O

Wie zeigt man die Existenz und die Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie) des Tensorpro-
dukts? Durch eine Konstruktion.

Definition 3.4. Sei {a; : i € I} eine Basis von V. Dann heif}t (a;);c; indizierte Basis von
V. Mengentheoretisch kann man (a;);e; mit dem Graphen

{(iya;) : i eI}

identifizieren. Man kennt also nicht nur die Elemente der Basis, sondern weifl bei jedem
Basisvektor, welchen Index er tragt. Falls I eine lineare Ordnung (I,<) triagt, spricht man
auch von einer angeordneten Basis (a;)es.

Beispiel: Es ist also fiir ap # a; die indizierte Basis {(0,a0),(1,a1)} verschieden von

{(0,&1), (LQO)}‘

Satz 3.5. Je zwei Vektorrdume V und W haben ein Tensorprodukt @V x W — T. Der
Raum T ist eindeutig bestimmt in folgendem Sinn: Wenn ®:V x W — T ein zweites
Tensorprodukt ist, gibt es genau einen Isomorphismus t:T — T , der das Diagramm

®

VxW T

kommutativ macht.

Beweis: Im Falle, dass V oder W der Nullraum ist, ist auch 7" der Nullraum.

Wir nehmen nun an, dass weder V' noch W der Nullraum ist. Wir wéhlen indizierte
(“angeordnete”) Basen (a;)ier von V und (bj), ey von W. Fiir T nehmen wir einen Vektor-
raum mit einer durch I'x.J = {(i,7) : i € I,j € J} indizierten Basis (c; ;)  )erxs- SchlieBlich
definieren wir die bilineare Abbildung ®:V x W — T durch

a; ® bj =Cij

und setzen sie bilinear fort, das heifit fiir alle Paare aus endlichen Linearkombinationen
gilt:
(Ya)o () Bibi)= 3 apjlaeb)= 3  abjey

ielp jedo (4,5)eloxJo (4,5)eloxJo
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Sei nun eine konkurierende Abbildung ®": V xW — T’ gegeben, die auch die Tensorprodukt-
Eigenschaften hat. Wenn ¢ : T — T” linear ist, ist ¢ o ® bilinear und stimmt mit ® genau
dann iiberein, wenn fiir alle ¢ und j t(a; ®b;) = t(c; ;) = a; ® b; . Man kann aber Werte von
t auf der Basis (ci7j)(i7j)g 1=y beliebig vorschreiben und ¢ ist dadurch eindeutig bestimmt. ¢
ist ein Isomorphismus von T auf T". O

Wir geben noch einen alternativen Beweis mit einer Quotientenkonstruktion E|
Definition 3.6. Es seien V' und W k-Vektorraume.

(1) Wir definieren

Z=- @ k

(v,w)eVxW
Wir setzen (v,w) Abkiirzung fir as Element von Z, das an der Stelle (v,w) den
Eintrag 1 hat und Null an allen anderen Stellen.

(2) Im Vektorraum Z definieren wir den Unterraum

R = span({(ajv1 + agva, w) — a1 (v, w) — ag(ve,w) : aj,a € k,vi,v9 € Viwe Wiy
{(v, Brwr + Bowz) = B1(v,w1) = Pa(v,w2) : P1, B2 € k,wy, wa e WyveV})

(3) Dann setzen wir

VRW= @ kIR
(v,w)eV xW
(4) Wir definieren
OV xW ->VeW

durch (v,w) ~ (v,w)+ R =vQw.

Ubung 3.7. Rechnen Sie nach, dass das eben definierte Tensorprodukt @ die unverselle
Eigenschaft von Lemma [3.3] und dass die Operation ® die Eigenschaften aus der Deifnition
[B-Ihat. Die Bezeichnungen in Satz[3.5]stimmen also mit denen aus der Quotientendefinition
iiberein.

Bemerkung 3.8. Die Elemente von T heiflen auch Tensoren. Ein Tensor ¢ € T' heifit rein
oder Elementartensor , wenn t =v®w = (v, w)+ R fiir Vektoren v € V', w € W also ¢ im Bild
von @ ist. Das Bild von 6 is kein Unterraum von 7. Es gibt keine Regel zum Vereinfachen
von v ® wy + v1 ® we. Wir sehen, dass die reinen Tensoren den Raum aufspannen. Die
Menge der reinen Tensoren ist linear abhéangig, falls dim (V") -dim (W) # 0. Sie bleibt linear
abhéngig, auch wenn man Tensoren der Form Oy ® w weglésst.

!Diese wird meistens als sehr abstrakt empfunden. Wenn jemand sie als besonders schén empfindet,
moge er es mich bitte wissen lassen. :-)
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Korollar 3.9. Es sei (a;); eine indizierte Basis von V, I Menge.

1) Wenn (bj) eine Basis von W ist und J so ist (a; ® bj)(; ierxy €ine Basis von T.
J 5 ) (4,5)elxJ
(Man hat I x J = @, falls eine der beiden Mengen leer ist. Die Aussage stimmt also

auch in diesen Extremfillen.)

(2) Jedes Element von V@ W lisst sich schreiben als endliche Summe von
a; ® w;
fiir eindeutig bestimmte w; € W.

Beweis: (1) Es sei Y, a; ja; ®bj = 0. Das heiflt, jede lineare Abbildung in einen weiteren k-
Vektorraum U, bildet ) o; ja; ®b; auf Oy ab. Nun nehmen wir eine bilineare Abbildung, die
genau s(aj,, bj,) = 1 hat und alle anderen Basis-Paare auf 0 abbildet. Nach der universellen
Eigenschaft gibt es ein lineares f:T — U, so dass

f(a; ® aj) = s(a;, by) fiir alle i € Iy, j € Jp.
Dann ist

0= f(OT) = f( E Qa4 ® bj) = Zai,jf(ai ® bj) = Z ozms(aj, bj) = Qg jo -
iE[o,jEJO

(2) Wir haben
Yo vijai®bi= > a;® (). vijbj) =Y, ai®w;

ielp,jedo iely jedo iely
mit

wi = Y Y-
jeJo

O]

Beispiel 3.10. Wir nehmen V' = k? mit Basis (e1,e2) und W = k3 mit Basis (ej, e2,e3) und
t=e1®e;+rea®es. Dann ist ¢ kein Elementartensor. Der Ansatz t = (aje1 +age2) ® (Sre1 +
Baea) = a1fie] ® e1 + agfies ® e1 + ayf2e] ® eg + apflaes ® eo und somit ayf1 =1, oy B2 =0,
asfs =1 und asfB; = 0. Also a1 = 0 oder B3 = 0. Beides fithrt zum Widerspruch. Es gibt
also keine solchen a, 81, a9, 5o

Korollar 3.11. Aus 1) folgt, dass fiir endlichdimensionale Vektorrdume
dim(V @ W) =dim(V) - dim(W).
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Korollar 3.12. Aus 2) folgt, dass jedes Element von T eine Summe von reinen Tensoren
ist. Nicht jeder Tensor ist rein. Man kann sich namlich leicht iiberlegen, daff ¢ =¥, ;v ja;®
b; genau dann ein reiner Tensor ist, wenn die Matriz A = (v; ;) hochstens den Rang 1 hat.
Der Rang von A, der auch im Unendlichdimensionalen existiert, hingt nur von ¢ ab und
nicht von der Wahl der Basis. Er heif$t der Rang von c.

Lemma 3.13. Die kanonische Abbildung K ® V -V, definiert durch
a®u=qu
ist ein Isomorphismus.
Beweis: Die Umkehrabbildung ist v~ 1® v, weil a @ v=a(l®v) =1 ® (av). O

Definition 3.14. (und Existenzbehauptung) Es seien f:V — V' und g:W — W’ lineare
Abbildungen. Weil

s(v,w) = f(v) ® g(w)

bilinear ist, gibt es wegen der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts genau eine
lineare Abbildung

fogVRW >V QW'
mit
(feg)(vew)=f(v)®g(w).
Hierdurch ist ® auf Hom(V, V") x Hom(W, W) definiert.

Satz 3.15. Die so definierte Abbildung

®:Hom(V, V") x Hom(W, W") - Hom(V Q W, V' Q W')

(fi9)~fog
im Diagramnt]
VW —9 o
0 9’
Vew — 1% . yview

wird auf diese Weise zu einem exakten linearen Bifunktor, d.h., es gelten folgende
Bifunktor-Gesetze

2Hierbei sind 6 und ¢’ die Abbildungen aus der Quotientenkonstruktion in Definition
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(1) idy @idw = idygw .

(2) (f'ef)e(g'og)=(f'®g)o(f®Y).

(3) (f+[)eg=(feg)+(f®y).

(4) (af)eg=a(f®g).

(5) 3) und 4) gelten auch fir das zweite Argument.

(6) Wir kénnen also den Urbildraum der Abbildung ® aud Satz[3.15 als Hom(V, V') @ Hom (W, W)

benennen.

(7) Der Funktor ist exakt, erster Teil: Im(f ®idy ) =2 Im(f) @ W.

(8) Der Funktor ist exakt, zweiter Teil: ker(f @ idy ) 2 ker(f) Q W.
Beweis: Um zu zeigen, dass die linearen Abbildungen, die jeweils auf den beiden Seiten
der Gleichungen stehen, gleich sind, geniigt es zu zeigen, dass diese Abbildungen auf den
FErzeugenden v ® w iibereinstimmen. Das sind leichte Rechnungen.

(2) Es seien f € Hom(V, V"), f" ¢ Hom(V', V"), g e Hom(W,W'), ¢’ ¢ Hom(W', W").

Dann ist fiir veV, we W,

(fref)e(g og)(vew)=((fof)(v)e (g °g)(w))
=(f'(f(v))) ®g'(g(w))
=(f'®g)(f(v) ®g(w))
=(f"ed)((feg)(vew))
=((f'eg)e(fog)(vew).
(6) Nach (3), (4) und (5) gelten fiir (Hom(V,V'),+), Hom(W,W'),+) und f ® g gerade
die Identifikations-Gesetze aus Definition B.1}

(7) und (8) Es sei ker(f) durch by, ..., by aufgespannt und es seien by.1, ..., by, eine
Ergénzung zu einer Basis von V. Dann spannen nach dem Noether’schen Isomomrphiesatz

F(bga1)s -, f(by) das Bild f[V] = Im(f) auf.

Die Abbildung (f ® idw)(v,w) ~ (f(v)) ® w ist wohldefiniert und auf den (v,w) mit
v € span(bgy1, ..., by) bijektiv.

Genau fiir v € ker( f) ist fir jedes w das Tensorprodukt f®idy (v, w) = 0. Falls f(v) # 0,
so ist fiir jedes w e W, f(v) ® w = 0. Falls fiir ein w e W, f(v) ® w = Oy’ gw, so ist schon

fw)=0.
O

Beispiel 3.16. Es sei V' ein R-Vektorraum. Dann ist C®Q V' ein C-Vektorraum mit der
Skalarmultiplikation fiir a;, A € C,

Ma®v) = a®v (3.1)
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Man nennt C® V' die Komplexifizierung von V. Es sei uy die Multiplikation mit A € C.
Aus Ma®v) = (uy ®idy)(a ® v) folgt, dass Gleichung eine C-Vektorraumstruktur
CQ®V =V iiber V definiert. Jede R-lineare Abbildung f:V — W induziert eine C-lineare
Abbildung idc ® f = fc: Vo = We. Die darstellenden Matrizen bleiben gleich.

Dies haben wir in unseren Beweisen iiber End (V') schon mehrfach benutzt and den Stel-
len, als wir iiber einem algebraisch abgeschlosssenen Korper arbeiten wollten. Ein Beispiel
ist der Satz von Cayley-Hamilton

Definition 3.17 (und Existenzbeweis). Das Tensorprodukt einer endlichen Familie V1, ...V,

von Vektorraumen ist ein Vektorraum

zusammen mit einer multilinearen Abbildung

®V1XXVR_>‘/1®V2®®V7“

so dass sich jede multilineare Abbildung
'u;‘/'lx...xvnaw

eindeutig in der Form
p=fo®

fiir ein lineares f: V1 ®---® V,, > W schreiben lasst.

Wir schreiben immer v; ® --- ® vy, statt ®(vy,...,vy,). Die lineare Abbildung f ist dann
gegeben durch f(v; ® -+ ® v,) = p(v1,...,v,). Man sagt, dass u durch ® faktorisiert.
Existenz und Eindeutigkeit zeigt man wie in Satz Wenn fiir j = 1,...,n, die Folge
(bj,i)ier; (mit einer Menge I;) eine indizierte Basis von Vj ist, so ist

(b1,iy ® *+* ® bnji, ) (i in el xx T
eine indizierte Basis von V; ® ---® V;,. (Ende der Definition)
Satz 3.18.

(1) Durch (v1® - ®@Vp) @ (W1 Q- @wy) = (V1 Q... Uy WL - @wy,) wird ein Isomor-
phismus

Q- Q@V) QN Q- QWa) > ViR QVn QW1 Q- QWa

definiert.
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(2) Die Riume VW und WV sind kanonisch isomorph. Der Isomorphismus wird
durch v®w - w v gegeben.

Definition 3.19. Sei ®° V = k und (fiir positive p) ®” V das Tensorprodukt von p Kopien
von V. Dann ist nach dem vorhergehenden Satz fiir alle p und ¢ eine bilineare Abbildung
P+q

®:(§VX(§V—>®V

definiert. Wenn p oder ¢ Null sind, soll diese Abbildung Multiplikation mit Elementen von
k sein.

Satz 3.20. Die Abbildungen
ptq

p q
®:®V><®V—>®V
machen

(V)= DRV

neN
machen (T'(V),+,®, skalar, Lk) 2u einer assoziativen Algebra mit Einselement, der Ten-
soralgebra von V.

3.2 Tensorprodukt, Verjiingung (contraction) und Dualitit

Definition 3.21.
(1) Die durch die bilineare Abbildung (\,z) — A(z) gegebene lineare Abbildung
VixV > K

heifit Verjiingung (contraction) .
Auch ihre Faktorisierungs-Abbildung auf V* @ V heifit Verjiingung.

Auch in der umgekehrten Reihenfolge kann man verjingen: V x V* - K, (z,)\) —
Ax).
(2) Allgemeiner definiert man die Verjingung iiber V; und Vj falls V; = V" durch
, P
F;- =U:®Vk—> ® Vk
k=1 ki,

durch [

V(U1 ® - ®U;® QU ® - ®Vp) =1;(Vj) VI ® QU ® - ®V; ® - B Up.

3Die Schreibweise bedeutet, dass im rechten Produkt die Faktoren v; und v; weggelassen sind.

49



Mildenberger Lineare Algebra 2 Sommersemester 2022

Die Elemente von , .

-QV @KV
nennt man p-fach kontravariante und g-fach kovariante Tensoren (oder auch Tensoren
der Stufe (p,q)). Tensorieren liefert eine lineare Abbildung

/ !
P P p+p
VPV v

Verjiingungen iiber der i-ten Kopie von V* und der j-ten Kopie von V liefert eine
Abbildung
N q-1
LV = V.0

(Dies entspricht der Schreibweise v;(v;1,) von oben, die Nummerierung startet in der
I-Schreibweise bei den hinteren Faktoren neu mit 1.) Man schreibt mit e’ = ¢} zum
Beispiel

3 ajl"“”ie“®---®eip®ej1®---®ejq.

i17"'77:p7j17"'7jq

Die Verjlingung in der zweiten und in der dritten Koordinate
JFURQV RV -U
liefert fiir jedes a = a1 ® ao € U ® V* eine lineare Abbildung

faaV->U

v jla®v) =a(v)- a1

Die Abbildung a — f, ist offensichtlich linear und es gilt fogx(v) = Afa(v).

Satz 3.22. Die Abbildung a — f, ist ein Isomorphismus zwischen (U @ V*) und dem Raum
L.(V,U) der linearen Abbildungen in Hom(V,U), die endlichen Rang haben.

Beweis: Die Abbildung bildet nach Lo(V,U) ab: Sei a =u1 ® A\i +-+-+up, ® A\, e URQ V™.
Da die Abbildung linear ist, hat f, endlichen Rang, denn fiir beliebiges v € V' gilt

fa(v) = ifui@,,\i(v) = Zn;)\l(v)ul e span(uq, ..., uy).

Die Abbildung ist injektiv: Es seia € U ® V™, sodass f,(v) = 0 ist fiir alle v € V. Sei genauer
a=u] ®A + -+ Uy ® A\, fur linear unabhéngige uq,...,u,. Dann ist

fulw) = ixi<v)ui ~0,
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wegen der linearen Unabéngigkeit der u; ist also A;(v) = 0 fir alle v und i < n, also ist
a=0.

Die Abbildung ist surjektiv: Sei g € L.(V,U). Es sei uy, ..., u, eine Basis von Bild(g)
und vy, ..., v, eine Basis von einem Komplementirraum von ker(g), so dass g(v;) = ;.
AuBerdem seien v; die dualen Basisvektoren von (ker(g))*. Dann setzen wir

n
a=>y u; ®uv
i=1
und erhalten fiir v e V, f,(v) = g(v). Dies rechnet man fiir vy, ..., v, durch v;(v;) = d; ;
nach und fiir v € ker(g) ist fq(v) = 0. O

Definition 3.23 (Definition 4.28 aus LA I). Das Paar V, W heifit duales Paar, wenn es
eine Bilinearform B:V x W — K gibt, so dass dim(V") endlich ist und dim (V) = dim(W) =
Rang(B).

Satz 3.24. Wenn U und V' endlichdimensional sind, bilden U @ V und U* @ V* ein duales
Paar.

Beweis: Eine bezeugende Bilinearform vom vollen Rang ist (A ® u),(u ® v)) = A(u) -
w(v). O

Bemerkung 3.25. (UQ®V)* kann also mit U* @ V* identifiziert werden.

3.3 Multilineare Abbildungen
Definition 3.26. Es seien V, W K-Vektorrdume.

(1) Eine Abbildung f: V"™ — W heifit multilinear, wenn sie in jedem Argument K-linear
ist.

(2) Eine multilineare Abbildung f: V"™ — W heift symmetrisch, wenn fiir jede Permuta-
tion o € S, gilt

f(vl, e ,’Un) = f(vg(l), .o .’Ug(n)).

(3) Eine multilineare Abbildung f:V"™ — W heifit alternierend, wenn fiir jedes Tupel
(v1,...,v,) mit einer Wiederholung also v; = v; fir ein i # j gilt, f(v1,...,v,) =0.

Beispiel 3.27. det : (K™)™ - K ist eine alternierende Multilinearform. (Form = Lineare
Abbildung mit Bildraum K)
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Lemma 3.28. Fs gentigt, die Symmetriebedingungen nur fir Transpositionen zu verlangen.
Fiir alternierende f gilt

F(Wa(1)s -+ Vo(n)) =sign(a) f(v1, ..., vn).
Beweis: Die erste Aussage folgt aus LAI 3.13. Die zweite Aussage ist gerade LAI 3.32. [
Definition 3.29. Es sei V' ein K-Vektorraum, n > 1.
(1) Esseil, c®"V der Unterraum von @V, der von
{v1® @V —Vy(1) @ ®Ug(p) * V1,...,Vn € V,0€85,}

erzeugt wird. Die n-te symmetrische Potenz von V ist der Quotienten-Vektorraum

S"(V):=QV/IL,.
Die zugehorige Projektion

mgn: V" = S"(V)

(v, ) PUVI® - @Uy+ [, =tV 0 00,

heifit das symmetrische Produkt.
(2) Essei J, < ®"V der Unterraum von ®" V', der von

{vi®@--®u, : Ji#j,v=v;}

erzeugt wird. Die n-te duflere Potenz (exterior product, wedge product) von V ist
der Quotienten-Vektorraum

/n\(V) = éV/Jn.

Die zugehorige Projektion
n
A V> AV
(V15 U) P VI ® - ®Up + Jp =1V Aot AUy
heiflt das Dachprodukt, d&ufleres Produkt, wedge product.

Ubung 3.30. Das symmetrische Produkt ist symmetrisch. Das duflere Produkt ist alter-
nierend.
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Das Dachprodukt ist also antisymmetrisch:
e1nex+eane] = ejAeat+eanea+eine+eane] = (e1+ex)Aea+(er+ea)ner = (er+ex)A(er+ea) = 0.
Die erste Gleichung folgt, da man modulo J, addiert.
Satz 3.31 (Universelle Eigenschaften).

(1) Es sei f:V™ - U eine symmetrische multilineare Abbildung. Dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte Abbildung f, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

TSN

V'ﬂ

S’:V

|
|
'
|

|

Y
U

(2) FEs sei f:V™ - U eine alternierende multilineare Abbildung. Dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte Abbildung f, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

v ATV
I

|
| -
|
|
A
U
Beweis: (1) Da f multilinear ist existiert aufgrund der universellen Eigenschaft des

Tensorprodukts genau eine lineare Abbildung f : ®"V — U, mit f(vi,...,v,) =
f(vl ® - Quy,) fir alle vq,...,v, € V. Wir definieren nun f durch

flvie--0v,)=f(v1® - ®vy).
Da f symmetrisch ist, ist f wohldefiniert: Seien vy e---e v, = v} e--- e/ d.h.
V@ ®Uy—V]® @V, €.

In anderen Worten existiert eine Permutation o € S,, mit v; = v(’f ) fiir alle ¢ < n. Also
ist

fln ® o ®up) = f(V1,0,00) = F(Va(1)s -5 Vo(n)) = f(vi ® - ®,).
Schliefllich haben wir

(fomgn)(v1,...,vn) = f(vie-0v,) = f(01®---®vy) = f(v1,...,00).
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(2) Genauso wie in (1). In diesem Fall ist die Vorschrift

forn-Avy) = flo1©--®vy,)

wohldefiniert weil f alternierend ist.
O

Die Konstruktion von symmetrischen und dufleren Potenzen ist vertraglich mit linearen

Abbildungen.

Lemma 3.32. Es sei f:V — V' linear und es sei n > 1. Dann gibt es eindeutige lineare

Abbildungen

S*(f):8"(V) = S"(V)

vl.....vnﬁf(vo).....f(vn)

AD:AV) = AV
VA AU e f(og) A A f(oy)
Beweis: Die Abbildung mgn o f™ ist multilinear und symmetrisch, die Abbildung mano f™ ist

multilinear und alternierend. Die jeweiligen universellen Figenschaften der symmetrischen
bzw. dufleren Potenz ergeben dann jeweils die eindeutigen Abbildungen S™(f) und A™(f).

O
Es sei nun V endlich-dimensional und dim(V) = n. Sei aulerdem {ei,...,e,} eine
Basis von V. Fiir eine beliebige p-elementige Teilmenge I = {i1,...,4,} von {1,...,n} mit
11 <--- <1, betrachten wir
p
er=ej A-neg € \V.
Satz 3.33. Die Menge der eg, I p-elementige Teilmenge von {1,...,n}, ist eine Basis von

AP V. Insbesondere hat APV die Dimension (Z)

Beweis: Die ey bilden ein Erzeugendensystem: Sei v; A---Awv, € APV. Es reicht zu zei-
gen, dass sich Elemente der dufleren Potenz in dieser Form als Linearkombinaton der ey
schreiben lassen, denn jede endliche Summe von Linearkombinationen ist ebenfalls eine
Linearkombination. Fiir ¢ < p schreiben wir den Vektor v; als Linearkombination unserer
Basis von V,

n
J=1
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Da das Dachprodukt multilinear und alterneriend ist bekommen wir dann

j=1 J=1
n n n
= Z Qg1 | €5y A Z Ay 2655 | A e A Z Ajp,,pCip
et joml jo=1
n n
=2 2 (g, (e A Aeg,)
Jji=1 jpzl

Dabei lauft die letzte Summe tiber alle p-elementigen Teilmengen von {1,dots,n} und es

ist
P
or = Z sign(o) Hajo-(i)vi'
oeSp i=1
Die ey sind linear unabhéngig: Fir festes I = {i1,...,ip} € {1,...,n} mit iy < --- < 4

gibt es nach Korollar 3.33 LA T genau eine p-Form py: VP -» K mit

P 1 I=J,
ur(€i,...,e5 )= er 6-):
( J1 ]p) kl::[l Zk( Jk {0 I#-J
Dabei ist J = {j1,...,Jp} € {1,...,n} mit j; <--- < j, beliebig. Aufgrund der universellen
Eigenschaft der dufieren Potenz gibt es also eine eindeutige lineare Abbildung e} € (AP V)*
mit
1 I=J,

e;(e‘])z{o I+J

Die Situation wird durch das folgende Diagramm verdeutlicht:

TAD

1% NV

.
er

p
|
|
|

wr |
|
Y

K
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Seien nun I,..., I paarweise verschiedene p-elementige Teilmengen von {1,...,n} und

k
Z @jejj =0.
j=1

Wir miissen nun o = 0 fiir alle j < £ zeigen, um die lineare Unabhéngigkeit der e; zu
beweisen. Fiir festes j < k gilt aber tatsdchlich schon

k k
0=e7,(0) =€, (Zal -611) =) au-ej(en) = .
=1 =1
]

Korollar 3.34. Im Spezialfall n = p erhalten wir dim(A"™ V') = 1 und fir jedes f € End(V),
(A" f)(er A Aep) =det(f)-e1 A Aep.

Beweis: Sei A = ()i j<n die darstellende Matrix von f zur Basis {e1,...,e,}, d.h. fur
j<nist

f(ej) = ;az;jez'-

Durch Anwenden der Definition von A”(f) und einer Rechnung wie im vorherigen Beweis
erhalten wir

(/n\(f)) (erA---nep)=fler)A-Aflen) =a-(e1 A - Aey),

wobei wir fiir « jetzt die Leibniz-Formel benutzen kénnen:

a= ) sign(o) ﬁag(i)ﬂ- =det(A) = det(f).

ogeSn
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Kapitel 4

Affine Raume

Nun definieren wir affine Rdume. Diese haben drei Komponenten: eine Tridgermenge A,
einen Vektorraum V und eine Abbildung ":Ax A - V.

Definition 4.1. Gegeben seien eine Menge A # @, deren Elemente geometrisch als Punkte
aufgefasst werden, ein Vektorraum V iiber einem Koérper K und eine Abbildung von Ax A
nach V', die zwei Punkten P, () € A einen Verbindungsvektor Fé in V zuordnet, so dass
die folgenden beiden Regeln gelten:

(1) Dreiecksregel, Regel von Chasles. Fiir je drei Punkte P,Q, R € A gilt:

PQ+QR- PR,

(2) fiir jeden Punkt P € A und jeden Vektor v € V' gibt es einen eindeutig bestimmten
—
Punkt Q € A, so dass v = PQ (Abtragbarkeitsregel).

Das Tripel (A,V,—) heifit affiner Raum. Wenn klar ist, welcher Vektorraum V und
welche Pfeilabbildung — zugrunde liegt, spricht man auch allein vom affinen Raum A. Bei
dem Korper K handelt es sich oft um den Kérper R der reellen Zahlen.

Aus (1) folgt PP = Oy und aus der Eindeutigkeitsaussage in (2) folgt, dass ]_3@) = Oy
schon P = () impliziert.

Beispiel 4.2.

(1) Affine Raume der Dimension 0, 1, 2 heiflen Punkte, Geraden, Ebenen.

(2) Jeder Vektorraum kann als affiner Raum aufgefasst werden, man nimmt 1_35 =Q-P.
Falls V' = K™, so nennen wir V als affinen Raum aufgefasst A".
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(3) Essei M e My, ,(K), be K". Die Menge
A={xeV : Ax =1b}
ist leer oder ein affiner Raum zum Vektorraum {z : Az = 0}.

Jedem affinen Raum, also jeder Struktur (A,V,™), kann man ein “gemischtes” Plus
zuordnen, das bei fester zweiter Komponente als Verschiebung fungiert.

Definition 4.3 (Translationen). Im affinen Raum ist eine Abbildung + von AxV — A,
(P,v) » P+,

dadurch definiert, dass P + v = () gerade der durch ]_36 = v eindeutig bestimmte Punkt
Q ist. Fir festgelegtes v € V' heifit die zugehérige Abbildung T,: A - A, P —» P + v die
Translation (Verschiebung) um den Vektor v.

Proposition 4.4. Die Translationen sind stets Bijektionen. Sie bilden zusammen mit der
Hintereinanderschaltung als Gruppenverkniipfung eine Untergruppe der Automorphismen-
gruppe Aut(A). Es ist Ty, =idg und T-, = (T,)™" und Ty o Ty, = Ty

Definition 4.5. Wenn P ein festgelegter Punkt aus A ist und U ein Untervektorraum von
V,dannist B=P+U = {P+u : u €U} ein affiner Unterraum von A, auch affiner Teilraum
genannt.

Der zu einem affinen Teilraum gehorige Untervektorraum U ist eindeutig bestimmt.

Definition 4.6. Die Dimension eines affinen Raums A zu einem Vektorraum V iiber einem
Korper K ist definiert als die Dimension des Vektorraums V. Oft ist es bequem, auch die
leere Menge als affinen (Teil-)Raum anzusehen. Diesem leeren Teilraum wird dann die
Dimension -1 zugeordnet.

Der affine Punktraum und der ihm zugeordnete Vektorraum: Aus A wird V eindeu-
tig bestimmt, aus V und P wird A bestimmt. Wegen dieser engen Verwandtschaft wird
manchmal auf eine rigide Unterscheidung zwischen dem affinen Punktraum einerseits und
dem Vektorraum der Verschiebungsvektoren andererseits verzichtet.

Beispiel 4.7. Jeder Vektorraum kann als affiner Raum aufgefasst werden. Dadurch ist auch
jeder Unterraum eines Vektorraums ein affiner Raum.

Die Losungen eines inhomogenen linearen Gleichungssystems bilden einen affinen Raum
iiber dem Vektorraum der Lésungen des zugehorigen homogenen Systems. Das gilt analog
auch fiir Systeme linearer Differentialgleichungen.
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4.1 Etwas affine Geometrie der Ebene

Es sei k ein Korper. Wir nennen A? = k? die affine Ebene und die Elemente P € A? Punkte.

Wir mochten zwischen den Punkten und den Vektoren unterscheiden. Fiir P, Q € A?
—

schreiben wir PQ = Q) — P € k? fiir den Verbindungsvektor.

Definition 4.8. Eine affine Gerade in der Ebene ist eine Teilmenge von A% von der Form
L=P+V
mit einem Punkt P e A% und einem Unterraum V ¢ k? der Dimension 1.

Lemma 4.9. Es sei L eine affine Gerade, L = P + V. Dann gilt fir jedes QQ € L, dass
——
L=Q+V. Auferdem ist V fiir je zwei verschiedene P, QQ € L durch PQ aufgespannit.

Lemma 4.10. Seien P #+ Q € A?. Dann ¢ibt es genau eine affine Gerade L, die P und Q
enthdalt.

Definition 4.11. Zwei affine Geraden heiflen parallel, falls ihre Richtungsvektoren iibereinstimmen.

Satz 4.12 (Parallelaxiom). Es sei L eine affine Gerade und P € A? ein Punkt. Dann gibt
es genau eine zu L parallele affine Gerade durch P.

Warum kann man hier ein Axiom beweisen? Dies liegt an den starken Voraussetzungen
an den zugrundeliegenden Vektorraum. Es gibt auch geometrische Rdume mit mehreren
“Parallelen” und keine “Parallelen” in dem Sinn, dass eine von L unterschiedliche Parallele
zu L die Gerade L nicht schneiden soll.

Beweis: Es sei Lo = Py+V, V ¢ k? ein Unterraum der Dimension 1. Wir setzen L =
P+V. O

Lemma 4.13. Zwei nicht parallele Geraden in der Ebene schneiden sich in genau einem
Punkt.

Beweis: Es sei fir ¢ = 0,1 die gerade L; durch L; = P; + V; gegeben. Da Ly und L; nicht
parallel sind, ist V;; # V. Da V zweidimensional ist, ist daher V; ein Komplementarraum zu
Vo. Es sei V; = span({v; }). Die Gleichung avg + fv = (Pp, P1) hat daher genau eine Losung
(e, ). Dann ist Py + (Py, P1) = P1, also Py + avg + Sv; = Py und somit Py + avg = Py — fuy.
Dies ist der gesuchte Schnittpunkt. Er ist eindeutig, da Vp NV} der Nullraum ist. O

Satz 4.14. Es sei k ein Korper der Charakteristik ungleich 2,3. Dann gilt: Die Seitenhal-
bierenden eines echten Dreiecks (d.h., es gibt zwei linear unabhingige Seiten) schneiden
stch in gerade einem Punkt.
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Beweis: Es seien A, B und C die Eckpunkte des Dreiecks im affinen Raum k2. Es sei
a=(B,C),b=(C,A),c=(A,B)=-a-b.
Die Seitenmittelpunkte sind

1 1 1
P,=B+-a, P,=C+=b, P.=B+—=(a+b).
2 2 2
Die Gerade durch A und P,, bzw. durch B und P, C und P, ist
_ 1
Lo,=A+span((A,P,))=A- span(§a -b);
- 5 1
Ly = B +span((B, Py)) = B +span(a + 51));
_ s 1
L.=C+span((C,P,)) =C + span(§(b— a)).

Nun sei M = A - %a - %b. Dann ist

[N

2
MZA—g( a+b)=
1 2 2 1 2 1
:B+a+b——a——b:B+—a+—b:B+—(a+—b):
3 3 3 3 3 2
1 2 1 1 1
=C+b-a-b=C=za+2b=C+(b-a).
3 3 3 3 3
Da a aund b linear unabhéngig sind, ist die Losung M eindeutig. O

Fiir den Satz vom Schnittpunkt der Winkelhalbierenden wiirde man nun Winkel einfithren
und dadurch Gleichungen fiir die Winkelhalbierenden erhalten. Danach kann man in &hnlichem
Stil weiterrechnen. Fiir den Schnittpunkt der Héhen und den Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten arbeitet man mit einer geeigneten Beschreibung des Senkrechtstehens.

4.2 Affine Teilraume

Definition 4.15. Es sei (A,V,™) ein affiner Raum. Ein affiner Teilraum ist ein affiner
Raum der Form (A’, V', ™ } A’x A") mit einer Teilmenge A’ ¢ A und einem Untervektorraum
V' von V.

Lemma 4.16. (A',V') ist ein affiner Teilraum von (A,V), wenn V' ein Unterraum ist
und fiir einen Punkt Pe An A’ gilt, A’ ={P+v : veV'}.

Bespiele: In der affinen Ebene des k? ist jede affine Gerade ein affiner Unterraum.
Gegenbeispiele: Im k2 gibt es affine Ebenen und affine Geraden, die die jeweilige Ebene
womoglich nur in einem Punkt durchstoflen.
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Lemma 4.17 (Parameterdarstellung eines affinen Teilraums des A™). Es sei (A, V) ¢ A"
(Erinnerung A" = k") ein affiner Teilraum der Dimension d und es sei P € A. Dann ist
A={P+v : veV} und es gibt Vektoren vy, ..., vqg € k", die eine Basis von V bilden.
Ausfiihrlich also A= {P+ Y%, \jv; = A\ € k™}.

Lemma 4.18 (Implizite Gleichung fur einen affinen Teilraum des A"). Es sei (A, V) ¢ A"
(Erinnerung A™ = k™) ein affiner Teilraum der Dimension d. Dann ist gibt es eine Matrix
B € M(y,_qyxn (k) vom Rang n —d und ein b e k"4 so dass

A={xek" : Br=0"}.

Beweis: Es sei P € A. Falls A =V, nehmen wir b = 0, andernfalls b = P. Es sei vy,...,vg4
eine angeordnete Basis von V. Wir setzen diese durch vg4.1,...,v, zu einer Basis von k"
fort. Weiter sei w1, . ..w,_q eine Basis von k"%, Nun definieren wir 3:k" — k"¢ durch

0 fir 1 <4 <d,
B(vi) = . .
wi_g furd<i<n.

Sei nun B eine Matrix, die 8 in den Standardbasen darstellt. Wir setzen b’ = §(P). Dann
ist
ker(f) =V =ker(fp)

und

A={zek™: Br="0b"}.
O

Beispiel 4.19. Eine affine Hyperebene A ¢ A", dim(A) = n — 1, ist gegeben durch eine
Gleichung

n
A={(z1,...,2p) €k™ : ) ajz; = b}
i=1
mit einem (ay,...,a,) # Ogn. Fiir n = 2 erhilt man eine Gerade in der Ebene als

L={(x,y) ek?® : ax +by=c},

mit (s,0) # (0,0). Eine Parameterdarstellung ist L = {(z, “5<) : z € k}.

Korollar 4.20. Jeder affine Teilraum des A™ der Dimension d ist der Schnitt von n —d
Hyperebenenen.

Beweis: In der impliziten Darstellung von Lemma besteht die Matrix gerade aus n—d
linear unabhéngigen Zeilen. Jede dieser Zeilen beschreibt eine Hyperebene. O
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Definition 4.21. Es sei (A, V) ein affiner Raum. Zwei Teilraume (A;,V;), i = 1,2, heiflen
parallel, falls V3 € V5 oder V5 € V7.

Lemma 4.22. Es seien Ay, As parallele Teilraume. Dann sind A1, Ao disjunkt oder es
gilt A1 € Ay oder Ay € Aj.

Beweis: Falls Pe A1 n Ay und V; € V5, so ist A € As. O

Definition 4.23. Es seien (A1, V) und (As, V2) zwei affine Teilrdume eines affinen Raums
(A,v). Es sei Aj+ Ag der von A; U Ay aufgespannte affine Teilraum , also der kleinste affine
Teilraum von A, der A; und A, als Teilmengen enthélt.

Satz 4.24 (Dimensionsformel fir affine Teilrdume). Es seien (A1,V1) und (Az, Vo) zwei
nicht leere affine Teilrdume eines affinen Raums (A,V'). Dann gilt

—dim(A1 ) AQ), falls AinNnAs+ @

d1m(A1 + Ag) = dlm(Al) + dlm(Ag) +
—dim(V1 N VQ) +1, falls AinAy=0.

Beweis: Falls Pe Ajn Ay £0, soist A; = P+ V; und A1 n Ay = P+ Vi nV;. Die Dimensi-
onsformel fiir Unterrdume lautet dim(Vy + V;) = dim(Vg) + dim(V;) — dim(Vy n V7). Nach
Definition ist dim(A;) = dim(V;).

Falls A1 n Ay = @, so sei P; € A; und v = (Py, P1). Der kleinste Vektorraum, der zu
A1+ Ag gehort, wird durch V4 + Vo +span({v}) aufgespannt. Da A1n Ay = @, ist v ¢ V1 + Va.
Also ist dim(A; + Ag) = dim(V; + V2) + 1. O

Beispiel 4.25. Zwei Geraden L1, Ly im A3. Es gibt vier Falle:

1. Ly und Ly sind windschief. Es sei also L1 n Ly = @. Dann ist dim(Lj + Lo) = 3.

2. L1 # La, aber sie liegen in einer Ebene. Hierzu gehoren zwei Konstellationen:

2a: Ly und L9 sind nicht parallel. Es gibt genau einen Punkt P in L;nLy. Dann spannen
Ly + Ly diese Ebene P + V] + V5 auf.

2b: Ly # Lo und beide sind parallel mit V4 = V5 = V. Dann spannt P +span((Py, P2))+V
einen zweidimensionalen affinen Raum auf, die Ebene, in der sie liegen.

3. L1 = Lo. Dann spannt L1 + Lo = L1 einen eindimensionalen affinen Raum auf.

4.3 Der projektive Raum

Gesucht ist nun ein Raumtyp, in dem sich je zwei Geraden in der Ebene schneiden, je
zwei Ebenen im Drei- und auch im Vierdimensionalen schneiden. Hierzu werden Punkt,
Gerade, Ebene und auch Dimension neu interpretiert. Es soll eine Dimensionsformel ohne
Fallunterscheidung geben.
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Definition 4.26. Es sei k ein Kérper und V' ein k-Vektorraum der Dimension n + 1. Der
n-dimensionale projektive Raum P(V') tiber V, k ist die Menge der Geraden in V', die durch

kn+1

den Nullpunkt gehen. Speziell fir V' = schreiben wir

Pn — ]P)(kn+1)’

und nennen diese Menge (mit ihrem unten beschriebenen Strukturmerkmalen) den n-
dimensionalen projektiven Raum fiiber k .

Bemerkung 4.27. In der algebraischen Geometrie schreibt man meist P"(k) oder Py. In
der Differentialgeometrie schreibt man fiir £ = R den Raum P" als P(P") und fir k = C
den Raum P" als C(P™). Man kann sich P(n) als n-dimensionale Einheitssphére im k"

vorstellen.

Definition 4.28. Es seien z,y € k"1 \ {0}. Wir definieren z ~ v, falls es ein X € k \ {0}
gibt, so dass fiir alle 0 < 1 <n, x; = Ay;.

Bemerkung 4.29. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf k"*! ~ {0}.

Definition 4.30. Es sei z € "1 \ {0}. Wir bezeichnen mit

[mo:xl:...:xn]

E™L und st

die Aquivalenzklasse von x. Dieses bestimmt nun eindeutig eine Gerade im
daher ein Punkt im P". z,y € k"*! < {0} sind also ~-dquivalent, wenn sie dieselbe Gerade

im k™! bestimmen.
Beispiel 4.31.

(1) Fiir n = 0 gibt es genau eine Gerade im k'. Diese Gerade ist der einzigen Punkt im
P?. Jeder nulldimensionale projektive Raum besteht aus einem einzigen Punkt.

(2) Fiir n = 1 sind die Elemente des P! = P(k?) bestimmt durch [z¢ : 1], (20, 21) # (0,0).
Es gibt zwei Félle: Falls 21 # 0, kann man normieren und erhélt die Reprédsentanten
[xo: 1] fur xp € £\ {0}. Falls 21 = 0, erhélt man einen weiteren Repésentanten [0: 1].
Dieser heiflit “der unendlich ferne Punkt”.

Definition 4.32.

(1) Essei 0 <i<nund U; = {[xg : @1 -+ : x| € P* ¢ x; # 0}. U; heiit die i-te

standardaffine Teilmenge.

(2) Die i-te standardaffine Karte ist die folgende Abbildung ®;:U; — k™,

o o Ti-1 Ti+1 Tn
[xg:xy ity | —,. .., —, —, ..., — .
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Lemma 4.33.
(1) ®; is bijektiv mit Umkehrabbildung ;: k"™ — Uy,
(Y1925 Yn) = [y syt Loginn st ]

(2) PP\U; =P(V;) mit V; = {x e k™' : x; = 0}.

(3) Es gilt P" = JU;.
=0

Bemerkung 4.34. Fur k = R oder k = C machen diese Karten und ihre Umkehrungen P" zu
einer Mannigfaltigkeit.

Es sei U ¢ V ein Untervektorraum. Jede Nullpunktgerade in U ist eine Nullpunktgerade
in V, also P(U) c P(V).
Definition 4.35.

(0) Ab jetzt fassen wir A" via vy als Teilmenge des P™ auf. 1)y ist nicht surjektiv. Es
fehlt die Differenz
Ho =P" N A" =P({0} x k"), (4.1)
die unendlich ferne Hyperebene H,.
(1) Fir einen Unterraum U von V heifit P(U) projektiver Teilraum von P(V).

(2) Es habe V die Dimension n + 1. Dann definiert man P(V') hat die Dimension n.
Projektive Teilrdume der Dimensionen 0, 1, 2, bzw. n — 1 heiflen Punkte, Geraden,
Ebenen bzw. Hyperebenen.

(3) Es seien Hy, Hs projektive Teilrdume. Der von H; und Hy aufgespannte projektive
Teilraum ist der kleinste projektive Teilraum, der H; und Hs enthilt. Wir schreiben
Hy + Hy fir diesen Teilraum.

Satz 4.36 (Dimensionsformel fiir projektive Teilrdume). Es seien Hy und Hy zwei projek-
tive Teilrdgume eines affinen Raums P". Dann gilt

dlm(H1 + HQ) = dlm(Hl) + dlm(HQ) - d1m(H1 n H2)

Beweis: Wenn H; = P(U;), so ist Hy + Hy = P(U1 +Us). dim(U;y +Us) = dim(U; ) +dim(Us) -
dim(Uy 0 Us). O

Beispiel 4.37. Es sei n = 2, wir sind also im P(k®). Es seien H; # Hy projektive Geraden.
H; n Hs enthélt dann genau einen Punkt. Dann ist H; + Hy = P2.
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Beachten Sie, dass der folgende Satz von der Setzung, dass die projektive Koordinate
xo die zusétzliche ist, abhingt. Wir legen fest, wie k™ in P" liegt, die Karte 1 ist dabei
ausgewahlt.

Satz 4.38. Es sei A c A" ein affiner Teilraum des A™ mit dem Vektorraum V < k™, also
A={P+v : veV}. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten projektiven Unterraum
A=P(U) cP(k"), so dass k"™ = ®o[k"™*'] die Projektion ist und

(I)O[A] NA" = A, also wo[A] = A
Es gilt An Ho, =P(V).

Beweis: Es sei A d-dimensional und r = n—d. Dann gibt es eine r x n-Matrix M und einen
Vektor b € k", so dass
A={xek" : Mx=10.}

Wir haben also V' = {z € k" : Mx =0}. Die Juxtaposition M’ := (=b|M) ist eine r x (n+1)-
Matrix. Es gilt

1
x1

X
x

(<o M) |2 |=0 < M| =0 (4.2)

In

In

Wir nehmen nun z’ = (zg, ..., 2,) € k"' und setzen

A={[z"] : M'z" =0}.

Die behauptete Gleichheit o[ A]JnA™ = A folgt aus Gleichung ([#.2)): Es sei 2’ = (z0,...,2,) €
k™t mit M'z" = 0. Falls 2o = 1 ist M(z1,...,2,) =0, also (z1,...,x,) € A. Wir haben also

A2 A" A ®[An {(20,...,20) ¢ 20 =1}.]

Wenn umgekehrt M’ (xg,...2,) =0 und x¢ # 1, so ist M(x1,...,2,) #bund (z1,...,2,) ¢
A. Die Gleichung verbessert sich also zu

A=A"n®y[A].
Es gilt
AnHep ={[2']=[0:2y::m,] : M'2"=0}={[0:2] : M2 =0} =P(V).
A ist eindeutig, da ja nach Definition A mit ¢ in A eingebettet wird.
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Nun zur Eindeutigkeit. Es sei U’ ein Untervektorraum von k"™ mit A = P(U’).

Wir behaupten U’ = U = {z € k" : M’z =0}.

Es folgt (1,21,...,2,)! € U’ fiir alle (z1,...,2,)" mit Mz = 0. Somit enthélt U’ alle
' =(1,z1,...,2,)t € k" mit M2’ =0 und U’ 2 U.

Sei nun umgekehrt (ug,...,u,)" € U’ und P(U’) no[A"] = A. Zuniichst sei ug = 0.
Dann ist u = [ug:uy -t up] = [L:ugfug - unfuo] € P(U") n4ho[A"] € A und M'u = 0.
Also U’ c U fiir diesen Teil von U’.

Falls ug = 0, withlen wir einen Hilfspunkt = = (zq,...,2,)" € U’, so dass xq # 0. So einen
Punkt gibt es das A # @ nach Gleichung . Dann hat auch [z +u] keine 0 in der ersten
Koordinate. Wir konnen also den ersten Fall auf x und auf = + v anwenden und erhalten
M’z =0, M'(x+wu)=0. Somit ist M'u=0. Also U’ cU.

O

Beispiel 4.39. Es sei g = {x = (z1,29,73)" € k3 : M = b} fiir eine Matrix M € Ms 3(k) und
einen Vektor b € k2.

Dann ist

g ={[(0,z1,22,23)'] = (-0|M)((xo,...23)") = Op2}
= {[330 Y o R ) I JI3] : (—b|M)((.T0, . .xg)t) = OkQ}

-bp 1 0 O
Falls nun (-b|M) = ( bl 0 1 O)’ so ist
—b2

g ={[zo:-bixo: —baxo: 3] : zo,x3 € k}.
Dies ist eine Parameterform fiir g.

Lemma 4.40. Es seien L1, Lo € A™ parallele Geraden. Dann schneiden sich L und Lo auf
der unendlich fernen Hyperebene. Jeder Punkt der unendlich fernen Hyperebene entspricht
genau einer Menge von parallelen Geraden im A™.

Beweis: Nun ist L; = P; + V und dim(V) = 1. Der Satz liefert nun L; n Ho, = V fiir
i=1,2. 0

Lemma 4.41. Es seien [x] = [xo:x1: 23], [y] und [2] € P2. Dann sind dquivalent:

(1) Die drei Punkte liegen auf einer Geraden. Man sagt dazu, die projektiven Punkte
sind kolinear .

(2) Die Vektoren (xg,x1,z2), (Y0,y1,y2) und (20,21, 22) sind linear abhdingig.
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Beweis: Falls x = (z9,21,72)!, y, 2 linear abhiingig sind, spannen sie einen zweidimensio-
nalen Vektorraum auf, also eine projektive Gerade. Im anderen Fall spannen x, y, z eine
projektive Ebene auf. O

Wir schreiben im folgenden Satz [(zo,z1,x2)] fiir / ~= [x0 : 21 : x2]. Die Addition ist
die Addition von 3.

Satz 4.42 (Der Satz von Desargues). Es seien zwei Dreiecke ABC und A'B'C" in der pro-
jektiven Ebene gegeben. Gehen die Verbindungsgeraden der entsprechenden Punkte durch
einen gemeinsamen Schnittpunkt, so liegen die Schnittpunkte einander entsprechender Sei-
ten auf einer Gerade.

Beweis: Wir schreiben A = [a] mit a € k3~ {0}. Jeder Punkt auf der Geraden durch A und
A’ hat die Form [Aa+pa’] = [Ma+pf(a’-a)], analog fir B und B" mit [A2b+ p2d’] und
C und C" mit [Agc + psc’] mit \;, p; € k. Der gemeinsame Schnittpunkt hat die Form

S =[Aa+pia’] = [Aab+ puob'] = [Aze + psc’].

Wir nehmen Vielfache, so dass die Gleichheit gilt. Dann fassen wir die drei Gleichungen
anders auf als

Aa—Aob=—pa’ + pgb’ = ry;

Ma - Azc = —pra’ + pzc = ro;

)\26 - )\36 = —/Lgb, + ugcl = 3.
Da das Dreieck echt ist, sind die r; # 0. Es sei R; = [r;]. Dann ist
Rie ABNnA'B' Rye ACNnA'C' R3¢ BCnB'C’.

Es gilt

r1—ro+1r3=0

die drei Punkte sind also kolinear. O

Bemerkung 4.43. Im axiomatischen Zugang zur projektiven Geometrie gilt der Satz von
Desargues nicht automatisch, sondern nur dann, wenn die projektive Ebene von einem
Schiefkérper herkommt. Addition und Multiplikation von Punkten auf einer Geraden kann
man rein geometrisch definieren. Der Satz von Desargues ist das Assoziativgesetz der Mul-
tiplikation.
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4.4 Affine Bewegungen

Definition 4.44. Es seien (A1,V7) und (A;, V2) affine Rdume. Eine affine Abbildung ist
ein Paar (®4,, Py, ), so dass P 4,: A; - Ay und Py;: Vy - V3 eine lineare Abbildung ist und
fur alle P,Q € Aq,

(I)V1 (Pa Q) = (I)A1 (P)7 (I)AQ (Q)
Bijektive affine Abbildungen heiflen affine Bewegungen.
Bemerkung 4.45. Es sei P € A;. Jede affine Abbildung (®4,, Py, ) ist durch @4, (P) und

®y, schon festgelegt.
Falls (®4,, Py, ) eine affine Bewegung ist, so ist ®y, ein Vektorraumisomorphismus.

Beispiel 4.46. Es sei A =V = k!. Dann ist « » oz + b eine affine Abbildung, die genau fiir
a # 0 eine affine Bewegung ist.

Die affinen Bewegungen bilden eine Gruppe, die schon in Dimension 1 nicht kommutativ
ist.
Satz 4.47 (Affine Koordinaten.). Es sei (A, V') ein n-dimensionaler affiner k-Raum, n > 1.
Dann gibt es eine affine Bewegung (A, V) — (A k™).
Beweis: Eine Bewegung (®4,®y) wird durch die Auswahl eines Punktes P € A und
® 4(P) = 0pn und einen Isomorphismus ® : V' — k™ bestimmt wie folgt: Wir setzen ® 4(Q) =

Py —_— _—

®(P,Q). Dann ist ® 4 eine Bewegung, denn fiir alle Q ist ®(P,Q) = P4(Q) = P4(P),P4(Q)
und fiir alle Q1, Q2 € A ist

P(Q1,Q2) = Pa(Q2) ~Pa(Q1) = PaA(P), Pa(Q2) — Pa(P), Pa(Q1) = Pa(Q1), Pa(Q2).

nach der Dreiecksregel. Es ist also ® = ®y. Da ® bijektiv ist, ist (® 4, Py ) bijektiv. Die
Bewegung ist nicht eindeutig, denn jede Wahl von ® 4(P) funktioniert. O

Satz 4.48. Es sei n > 1. Die Gruppe der affinen Bewegungn des A™ ist gegeben durch
Abbildungen der Form x — Ax +b mit A € GL,(k) und be k™.

Beweis: Jede Abbildung der gegebenen Form x — Ax + b ist eine affine Bewegung, denn es
gilt

y-x=2,9~ (Az+b),(Ay+b) = Ay +b— Az - b= A(y - ).

Da A regulér ist, ist die lineare Abbildung bijektiv.
Sei umgekehrt ® eine Bewegung und ®(0) = b und A die Matrix der linearen Abbildung

7,5~ @(2), 2(y).

Dann ist ®(x) - ®(0) = A(z —0) = ® — b. Daher ist ®(z) = Az +b. O
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4.5 Lineare Optimierung

Die Grundaufgabe der linearen Optimierung sieht wir folgt aus: Gegeben sind m Linear-
formen £;: R™ — R und reelle Zahlen ;. Die Menge der zulédssigen Punkte wurd durch

Z={xeR": fir1<i<m,{;(z)+[; >0}.
Dann ist noch eine lineare Zielfunktion f:Z — R gegeben. Gesucht ist
vy=min{f(z) : xeZ} und {x e Z : f(x)=~}.

falls dieses existiert.

Durch Ubergang zu den negativen Linearformen erhélt man auch Ungleichungen < 0.
Man kann natiirlich auch das Maximum suchen.

Es kommt auf die Form von Z an, ob es iiberhaupt ein Minimum gibt.

Definition 4.49. 1. Flirz <1xq€ R™ is [1‘1,1‘2] = {/\1x1 +Xoxo : 0< )\1,)\2,)\1 =Xy = 1}
die Verbindungsstrecke von x; zu xs.

2. K < R"™ heift konvex, falls fiir alle z,y € K auch [z,y] ¢ K.

Beispiel 4.50.
A Z{xERn : 51($)+ﬂ1 20}

ist konvex.
Lemma 4.51.
1. Der Schnitt konverer Mengen ist konvex.

2. Falls Z konvex ist und y € Z fir 1 < k < K und Ay > 0 und Zszl Ar =1, so ist
S Mgk € Z.

3. Zu M cR"™ gibt es eine kleinste konvere Obermenge K, die die konvexe Hille von M
genannte wird. Diese hat folgende Beschreibungen K = N{Z : Z 2 M, Z konvex} =
Uiz, 9] : 2,y e M}.

Beweis: (3) Durch Induktion. K =1 und K = 2 sind klar. Nun der Schritt von K Sum-

manden auf K +1 Summanden. Es seien der Einfachheit halber alle A, 1 < k < K +1, echt

positiv. Dann ist Zi{:l Ap - =1 fir

DY
Sk T Ak

69




Mildenberger Lineare Algebra 2 Sommersemester 2022

Nach Induktionsvoraussetzung ist daher

K
T=> Aept-yp € Z. (4.3)
k=1

Ausserdem ist YA A, = 1= 3% A\p + Agy1. Daher ist

K
(Z)‘k)'x+AK+l'yK+1EZ- (44)
k=1
Nun setzen wir z ein und erhalten aus (4.3)) und (4.4)) Zsz ek € Z. O

Definition 4.52. Es sei K ¢ R™ konvex und nicht leer. z € K heifit Extremalpunkt von K,
falls es keine Strecke [y, 2] ¢ K gibt, so dass = € [y, z] ~ {y, z}. Aquivalent ist: falls K \ {z}
konvex ist.

Lemma 4.53 (Bolzano-Weierstral). Falls K konvex und kompakt und nicht leer ist, gibt
hat die lineare (also stetige) Zielfunktion ein Minimum auf K.

Lemma 4.54. Das Minimum ~ tir [ auf K médge existieren und es sei K' = {x ¢ K :
f(x) =~}. Dann ist jeder Extremalpunkt von K' auch ein Extremalpunkt von K.

Beweis: Annahme, z € K’ sei kein Extremalpunkt von K. Dann gibt es v,z € K, so dass
T =My+ Az, 0< X\ <1. Dann ist f(z) =v=A1f(y) +Xaf(2) und f(z) < f(y), f(2). Also
ist f(y) = f(2) = f(x). Dann sind also y,z € K’ und somit ist x kein Extremalpunkt von
K'. O

Lemma 4.55. Falls x ein Extremalpunkt einer durch lineare Ungleichungen N1 4i(x) > f3;
gegebenen Menge ist, ist mindestens eine Ungleichung die Gleichheit ¢;(x) = [3;.

Losung der Grundaufgabe: Wir suchen Extremalpunkte.

Satz 4.56 (Kriterium fiir Extermalpunkte). Es sei K € R™ durch m lineare Ungleichungen
li(x) > By, gegeben und K sei kompakt, m >n > 1. Dann ist x € K genau dann Extremal-

punkt, falls es n linear unabhdingige Linearformen C;y, ..., L;;, ..., L;, unter den {y, ...,y

in
gibt, so dass
fiir 1< j<n,b;.(x) = p;.

Wir nennen ¢;,,...,¢;, eine Basis von x.
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Beweis: Falls x ein Extremalpunkt von K ist, so verwenden wir Lemma|4.55] um zu zeigen,
dass ein Ungleichung die Gleichheit ist. Dann schneiden wir K mit dieser linearen Menge
und erhalten K. x ist immer noch ein Extermalpunkt von K usf. Die K, K1, K>, ... steigen
jeweils in der Dimension um eins ab. Nach n Schritten erhalten wir einer Einermenge.
Falls umgekehrt 2 eine Basis hat, so ist nach n-maliger Anwendung von Lemma [£.54] =
ein Extermalpunkt von K. O

Korollar 4.57. Es gibt hochstens (ZL) Ezxtremalpunkte.
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