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KAPITEL 1

Berechenbarkeit

Literatur: Biicher: [4], [6], [7], [3], [10].

Artikel: Shelah [9].

Es sei N = {0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir stel-
len uns unter einem Algorithmus eine endliche Folge von endlich langen
Anweisungen vor. Eine Funktion f: N — N heifit berechenbar, wenn es
einen Algorithmus gibt, der fiir alle n € N auf Eingabe von n hin endlich
viele Schritte lang rechnet (oder arbeitet) und dann f(n) ausgibt. Dies ist
natiirlich nur eine vage Beschreibung und noch keine Definition.

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit den folgenden Fragen:

1. Welche Funktionen f: N — N sind berechenbar?

2. Héngt der Berechenbarkeitsbegriff gar von unserer Prizisierung des
Begriffes ,,Algorithmus” ab?

3. Welche Prézisierungen gibt es?

Wir beginnen mit der dritten Frage. Es gibt die folgenden mathema-
tischen Definitionen fiir den oben unvollstdndig beschriebenen Begriff der
Berechenbarkeit:

Turing-Berechenbarkeit,

Berechenbarkeit durch Flussdiagramme,

Registermaschinen-Berechenbarkeit,

p-rekursive Funktionen,

Ct*-Programme, Prolog-Programme, Lisp-Programme, Basic-Programme,
Java-Programme,

Perl-Scripte

und viele mehr. Wir stellen eine Version der Turing-Berechenbarkeit
vor, danach werden wir die u-Rekursivitdt definieren und den Satz von Tu-
ring (1936), dass jede p-berechenbare Funktion auch Turing-berechenbar
ist, beweisen. Uber etliche andere Prézisierungen kénnen Sie im Buch von
Odifreddi lesen. Die Churchsche These (Alonzo Church, 1936) sagt, dass
alle Préazisierungen der Berechenbarkeit dquivalent sind. Aus Zeitgriinden
betrachten wir nur zwei Prézisierungen und zunéchst nur eine Richtung des
Beweises, dass die beiden &dquivalent sind. Die Technik dieses Beweises,
némlich die Simulierung jedes der endlich vielen Befehlstypen einer Berech-
nungsart durch eine Kombination von Befehlen in der anderen Berechnungs-
art, ist reprisentativ fiir alle effektiven Ubersetzungen.

1



2 1. BERECHENBARKEIT

1. Turing-Maschinen

DEFINITION 1.1. Turing 1936, Post 1936. Eine Turing-Maschine M
besteht aus

(1) einem endlichen Alphabet A = {sg, s1,...,S,} mit zwei ausgezeich-
neten Buchstaben: sy steht fiir das Zeichen fiir die leere Feldinschrift
(also ein von der Maschine womdoglich noch nicht gelesenes Feld) und
s1 = 1 steht fiir den Zahler. sg darf jedoch auch als Helfer fiir Be-
rechnungen genommen werden. Die beiden ausgezeichneten Zeichen
miissen unterschiedlich sein.

(2) einer endlichen Menge {qo, q1, - - - , gn} von Zustdnden, worunter es wie-
der zwei besondere Zustdnde gibt: ¢, den Anfangszustand, und gy,
den Endzustand. Wieder gilt, dass es mindestens zwei Zustdnde geben
muss.

(3) einer endlichen konsistenten Programmtafel {Io,I1,...,I,}. Jedes I;
ist von einer der drei folgenden Sorten:
(qa, Sby S¢yqq): falls im Zustand ¢, auf dem Arbeitsfeld s, steht,
schreibe stattdessen s. und gehe in den Zustand gg4.
(qa, by R, qq): falls im Zustand ¢, auf dem Arbeitsfeld s, steht,
gehe mit dem Lesekopf eins nach rechts und in den Zustand ¢q.

(qa, Sby L, qq): selbes fiir links.

Eine Programmtafel heifit konsistent, wenn sie nicht zwei I; mit
identischen ¢4, sp und unterschiedlichen Fortsetzungen enthélt.

DEFINITION 1.2. Wir schreiben A* fiir die Menge der Worter iiber A,
also der endlichen Zeichenreihen des Typs ag...a,—1 mit n € Nund a; € A.
Hierbei steht [0 fur das leere Wort.

A* kann man mit A<Y = {s: {0,...,n—1} — A : n € N} identifizieren.

UBUNG 1.3. Wir halten ein Alphabet A und eine Zustandsmenge Z fest.
Wieviele Turing-Maschinen gibt es iiber A und Z7

UBUNG 1.4. Uberlegen Sie sich, wann zwei Turing-Maschinen isomorph
sind. Wieviele Turing-Maschinen gibt es insgesamt modulo Isomorphie?

DEFINITION 1.5. Eine Konfiguration einer Turing-Maschine ist ein end-
lich langes Tupel der Form

(Ug, -305,4a,054+1, - - .O’Z).

Hierbei sind die Eintrdge o; € A. Der Lesekopf steht auf o; und die
Maschine ist im Zustand ¢,. Links von og und rechts von o, stehen nur
Leerzeichen sy auf dem Band, das mindestens nach rechts unendlich lang
ist.

DEFINITION 1.6 (Turing 1936, Post 1936). Sie n > 1. Eine Funk-
tion f: N* — N, f(x1,...,x,) ist Turing-berechenbar wenn es ein Turing-
Maschine gibt, die fiir alle x; beginnend in der Konfiguration
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(80,21, 805 T2, 80, - - - » 805 Tn, S0, ¢o) Nach Befolgen der Befehle in der Turing-
tafel nach endlich vielen Schritten die Endstellung (so, f(z1,...,2n), S0, )
erreicht. Hierbei stehen nicht die Zahlen z; € N auf dem Band, sondern
es steht auf x; aufeinanderfolgenden Feldern jeweils der Zahler s; auf dem
Turingband, denn das Alphabet ist ja nur endlich. Wir notieren die Zahlen
x; also unar.

UBUNG 1.7. Wieviele Funktionen f: N — N gibt es? Folgern Sie: Es
gibt Funktionen, die nicht Turing-berechenbar sind.

LEMMA 1.8. Die Funktion (so,x1,50,q0) — (S0, %1, S0,%1,50,qf) auf N
ist Turing-berechenbar.

ProoOF. Wir nennen s; einfach 1 und arbeiten mit einem weiteren Buch-
staben 2.
Wir skizzieren ein Flussdiagramm:

(1) Suche nach der am weitestesten rechts stehende 1, die vom Input
geblieben ist, und schreibe eine 2 War sie die letzte?

(2) Falls ja, stelle den Input wieder her und gehe an das rechte Ende
des Outputs und eins weiter und stoppe.

(3) Falls nein, gehe zur rechtesten 1 im Output. Gehe eine Zelle nach
rechts und drucke eine 1. Gehe zuriick iiber einen Eintrag sg zum
Rest des Inputs und zu Zeile 1.

Nun wird dies in eine Turing-Maschine mit drei Buchstaben und 12
Zusténden iibersetzt:

Wir nennen das einzelne sg zwischen dem aktuellen Abwandlung von x;
und dem schon angefangenen rechts stehenden Kopie von z; das “Trennungs-
so” oder das Trennungszeichen.

Wir nennen das aktuell links von der Trennungs-sg stehende Wort “linkes
Wort”, das hintere “rechtes Wort”.

Wir denken uns folgende Zustdnde aus:

(qo) Anfang, gehe auf den letzten Buchstaben des linken Worts.

(q1) Lesekopf steht am Anfang auf dem letzten Buchstaben des aktuel-
len linken Worts. Suche die am weitestens rechts stehen 1 im linken
Wort. Wenn es keine Eins gibt, gehe zu ¢1¢, sonst zu g¢o.

(¢2) Wissen: noch eine Eins im linken Wort da. Uberschreibe die rech-
teste 1 im linken Wort durch eine 2. Priife, ob noch eine weitere 1
da ist, wenn nein g3, sonst qq.

(q4) Wissen: noch eine 1 im linken Wort. Lesekopf auf dem Weg nach
rechts, aber vor dem Trennngszeichen. Ab Trennungszeichen: Gehe
ZUu 5.

(g5) Wissen noch eine 1 im linken Wort. Lesekopf auf dem Weg nach
rechts, nach dem Trennungszeichen. Ende erreicht? Dann gg.

(gs) Hénge 1 an das rechte Wort und gehe zuriick (nach links) auf das
Trennungszeichen und dann auf das eins links stehende Feld und
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zu q1. Dies ist die Hauptschleife im Programm, die nun geschlossen
ist.

(g3) Wissen: Keine 1 mehr im linken Wort. Nun kommen die Endar-
beiten. Bewegung nach rechts ans Ende der Zweien, von denen
mindestens eine da ist. Wenn Ende (also die Trennungs-sp) gefun-
den, dann g7.

(¢7) Restaurierung von 22222 zu 11111 im linken Wort, von rechts nach
links. Wenn fertig, gs.

(gs) Auf dem Weg nach rechts, vor dem Trennungszeichen. Danach gg.

(q9) Auf dem Weg nach rechts, nach dem Trennungszeichen. Wenn
neuerlich eine sy gefunden, dann schreibe eine 1 und gehe nach gy¢.

(q10) Gehe eins nach rechts und nach ¢y, zum Herstellen von (so, so, 50, ¢f)
oder von (S0, 1, S0, 1, 50, qf). Der Lesekopf steht am Ende auf der
letzten sg.

(q¢r) Ende.

Daher erhalten wir nun folgende Programmtafel:

(90, 50, L, q1)

(q1, 50, R, q9) leeres Wort? Ja.

(¢1,2, L, q1) gehe an das linke Ende der Zweien zur nichsten 1 dort.

(q1,1,2,q2) die rechteste noch verbleibende 1 des linken Worts wird

durch 2 ersetzt

(q2,2, L, q2)

(g2, so0, R, q3) letzte 1 des linken Worts weg, gehe zu den Endarbeiten,
die mit g3 beginnen.

(g2,1, R, q4) noch eine 1 im linken Wort. Dies ist die wichtigste Fallun-
terscheidung. Gehe in die Hauptschleife, die mit ¢4 beginnt.

(qa,1, R, q1) (Bewegung ans rechte Ende mit Wissen ums Zuriickkehren)

(q4a 27 Ra (J4)
(g4, S0, R, q5) Ankommen beim Trennungszeichen
(

g5, 1, R, q5) Weiter auf dem Weg nach rechts, mit Wissen, dass noch
eine Eins im linken Wort steht.

(g5, 80,1, q6) Schreibe statt sy eine 1 an das rechte Ende des rechten
Worts

(g6, 1, L,qs) Nach dem Anhéngen der 1 ist der Kopf auf dem Riickweg
nach links an einer Stelle rechts vom Trennungszeichen

(g6, S0, L,q1) Nun ist der Lesekopf auf der am weitestesten rechts ste-
henden 2 des linken Worts. Die zentrale Schleife schlieft sich durch Gehen
nach q;.

(g3,2, R, q3) Bewegung nach rechts ans rechte Ende der Zweien
(g3, 80, L, q7) beim Trennungszeichen angekommen

(¢7,2,1,q7) Uberschreiben der Zweien durch Einsen, von rechts nach
links.
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qr7, 1a L7 Q7) B
q7, S0, R, gs) Uberschreibung fertig

(
(
(gs, 1, R, gg) auf dem letzten Gang nach rechts vor dem Trennungszeichen
(gs, so, R, q9) auf dem letzten Gang nach rechts beim Trennungszeichen
(

g9, 1, R, q9) auf dem letzten Gang nach rechts nach dem Trennungszei-
chen

(g9, 0,1, qu0) letzte Eins angehéngt

(q10, 50, R, q¢) Bewegen des Lesekopfs zur normierten Endstellung, auf
dem ersten sy nach dem kopierten Wort.

(Q107 13 Ra Qf)

Dank xy-pictures haben wir nun folgende Skizze

so,R

1,R und so,R

Auf dem Web gibt es etliche Turingmaschinen-Simulatoren.
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2. p-Rekursion

Nun stellen wir eine weitere Moglichkeit einer mathematischen Defini-
tion der Berechenbarkeit vor. Diese wurde im selben Jahr 1936 von Kleene
gefunden.

DEFINITION 1.9 (Dedekind 1888). Eine Funktion f wird aus g und h
durch primitive Rekursion definiert, wenn

f(Z,0) = g(@),
f@y+1) = W@,y f(Ty))
DEFINITION 1.10 (Dedekind 1888, Skolem 1923, Godel 1931).

(a) Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen ist die kleinste Menge
von Funktionen, die
(1) die Ausgangsfunktionen o(x) =0, s(z) = z+1, und fir allen €
N~ {0} fiir i < n die Projektionsfunktionen p}'(zo, ..., Tn-1) =
x; enthélt und
(2) unter Verkettung abgeschlossen ist, d. h., wenn go, ..., gm—1
und A in der Menge sind, dann ist auch

f(Z) = h(go(Z), .., hin-1(T))

in der Menge und
(3) unter primitiver Rekursion abgeschlossen ist.
(b) Ein Pradikat R C N heifit primitiv rekursiv, wenn seine charakte-
ristische Funktion primitiv rekursiv ist.

UBUNG 1.11. Warum tritt in A bei der primitiven Rekursion nur der
letzte Wert von f auf, diirfte man nicht auch auf frithere Werte zuriickgrei-
fen? Was meinen Sie, vergoflert diese Moglichkeit die Menge der primitiv
rekursiven Funktionen?

UBUNG 1.12. Die Addition und die Multiplikation und die Exponentia-
tion auf den natiirlichen Zahlen sind zweistellige primitiv rekursive Funktio-
nen.

2.1. Arithmetisierung, Kodierung von Folgen, Komponenten
aus Folgen, Lingen. Seien pi, ps ...die Primzahlen in aufsteigender Rei-
hung, und sei

(): N & N
m—1

(- mt) =[] 20
=0

0 =1

unsere Injektion aller endlichen Folgen natiirlicher Zahlen in die natiirli-
chen Zahlen (Sie kénnen eine andere rekursive Injektion wéhlen.) Die De-
kodierungesfunktionen: Ldange, Komponente, Folge (dies ist eine Relation),
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Verkettung, auch Konkatenation und Anfangsstiick (Ralation) sind auch pri-
mitiv rekursiv:
x—lg(x) = das grofite n <z, so dass p,—1|z,
(z,n)— (x), = (das grofite r <z, sodassr>1Ap.|p) —1
(—dies ist fir n > lg(x) nicht definiert—),
Seq(z) < (Vn < x)((x), definiert — n < lg(z)),
_ (@)i+1 (y)i+1
(z,y) »zxy = ][] »p I 2
i<lg(z) i<lg(y)
zEy < Seq(z)ASeq(y) A (Ju < y)(Seq(u) Az xu=y)).

PrOPOSITION 1.13 ( Rekursion iiber den Werteverlauf (Skolem 1923,
Péter 1934)). Die Geschichtsfunktion zu f wird definiert durch
f(fvy) = (f(Z,0),..., f(Z,y))-

Es seien g und h primitiv rekursiv und f definiert durch

f(Z,0) = g(),
f@Ey+1) = W&y, [(Zy))
Dann ist f primitiv rekursiv.
Beweis: Wir zeigen, dass f primitiv rekursiv ist. Da f(Z,y) = (f(&, Y))y,
ist dann auch f primitiv-rekursiv.
F(@0) = (£(7.0))
= (9(2)),
f@Ey+1) = (f(&0),....f(Zy+1)
= (f(Z0),....f(Z,y)) = (f(Z,y + 1))
= [(@y) = (h(@y [(& ).
Also greift f (Z,y + 1) nur auf den vorigen Wert zuriick, und f is primitiv

rekursiv, weil die Kodierung endlicher Folgen und die Verkettung primitiv
rekursiv sind. U

8

!

>@@

UBUNG 1.14. Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen enthélt ge-
nau diejenigen Funktionen, deren Berechnung durch ein Flussdiagramm mit
for-Schleifen und ohne Anfrage-Rauten und ohne while-Schleifen skizziert
wird.

DEFINITION 1.15 (Kleene 1936). Eine Funktion f wird aus g durch ein-
geschrdankte p-Rekursion definiert, wenn

(1) (V%)(3y)(9(%,y) = 0),
(n2)  f(&) =min{y : g(Z,y) =0} = py(g(¥,y) = 0).
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BEMERKUNG 1.16. Ubersehen Sie die nicht leicht iiberpriifbare Bedin-
gung (p1) nicht! Warum diese Bedingung so komplex ist, werden wir spéter
sehen. Die Bedingung (u1) heifit Einschrinkung.

DEFINITION 1.17 (Kleene 1936). Die Menge der p-rekursiven Funktion
ist die kleinste Menge von Funktionen, die
(1) die Ausgangsfunktionen o(z) = 0, S(z) = = + 1, pi(¥) = z; enthélt
und

(2) unter Verkettung, primitiver Rekursion und unter eingeschréankter p-
Rekursion abgeschlossen ist.

UBUNG 1.18. In der Definition der u-Rekursivitdt kann man die pri-
mitive Rekursion weglassen, denn sie ist aus den anderen Aufbauschritten
herstellbar, wenn man die Augangsfunktionen um +, Multiplikation und die
charakteristische Funktion der <-Relation erweitert. Dieses wird im Logik-
buch von Ziegler [12, Satz 16.1] ausfiihrlich gezeigt.

SaTz 1.19 ( Turing 1936). Jede p-rekursive Funktion ist Turing-bere-
chenbar.

Beweis: Dies wird induktiv iiber den Aufbau der p-rekursiven Funktio-
nen gezeigt. Wir zeigen mehr: es gibt eine Turing-Maschine, die die Fun-
kion berechnet und den Input stehen lisst, so dass f(Z) nach (d.h. rechts
von) einem sy und dem Input steht. Damit lasst sich die Induktion leichter
durchfiihren.

Fiir die einstellige Identitdt haben wir dies schon oben in Lemma 1.8
gezeigt. Bei der Nullfunktion, der Nachfolgerfunktion und bei den Projek-
tionen verfihrt man dhnlich. Nun sind noch die Komposition, die primitive
Rekursion und die pu-Rekursion nachzurechnen. Wir zeigen dies exempla-
risch fiir die primitive Rekursion.

Zu den Zeiten der Anfrage habe das Band folgende Form:

T180X280 - - - SOTnS0YS0SSOL1S0 - - - SoTnSotso f(Z, 1)

Sei f(Z,0) = g(Z) undf(Z,y + 1) = h(Z,y, f(¥,y)), und seien g und
h durch die TM M; und M> berechenbar. Wir fithren zwei neue Zéahler
s und t ein, so dass jederzeit s +t = y. Am Anfang ist s = y. In jeder
,Berechnungsrunde” wird ¢ um 1 erhoht und s um 1 erniedrigt.

Flussdiagramm:

Schreibe rechts des Inputs eine Kopie s von ¢ und eine Kopie der x; und
t=0.

Berechne f(Z,0) durch M.

s=07?

Falls s # 0, erhohe ¢ um 1 und erniedrige s um 1 und berechne durch
M5 mit dem hintersten Z und ¢+ 1 als Input den Wert z = h(Z, ¢, f(Z,t)) =
f(&,t+ 1) und schreibe diesen direkt rechts neben das neue ¢ + 1.

Gehe zur Frage.
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Falls s = 0, 16sche alles zwischen dem Input und z und schreibe z direkt
neben den Input. Lese z = f(&,t) ab. Nun ist ¢t = y.

Nun muss man wieder mit viel Geduld das Flussdiagramm in eine Turing-
Maschine umsetzen. O

Die Umkehrung gilt auch: jede Turing-berechenbar Funktion ist p-be-
rechenbar. Wir werden spéter darauf zuriickkommen. An unserer dritten
Frage konnten wir das ganze Semester (und langer) arbeiten. Doch wir wer-
den nicht nach enzyklopéadischer Breite streben, sondern lieber interessante
Phianomene und Meilensteine in der Entwicklung der Rekursionstheorie an-
schauen.

Durch lange Erfahrung wird die nicht-mathematische Antwort auf die
zweite Frage gegeben durch:

THESE 1.20 (Church 1936). Alle Prazisierung des Berechenbarkeitsbe-
griffs sind dquivalent zur p-Rekursivitdt.

Nun wenden wir uns der ersten Frage zu und schauen einige interessante
Beispiele an.

3. Primitiv rekursiv versus pu-rekursiv

Braucht man den p-Operator iiberhaupt? Ist die Klasse (well, Menge)
der primitiv rekursiven Funktionen echt kleiner als die Klasse der u-rekursiven
Funktionen? Diese Frage wurde um 1950 durch Rosza Péter gelost. Grze-
gorczyk fiithrte 1953 eine Klassifizierung der primitiv rekursiven Funktionen
ein.

Wir definieren eine Funktion durch doppelte Rekursion:

DEFINITION 1.21 (Die Ackermann-Funktion). Wir definieren A: N x
N—N:

A0,y) = y+1
Az +1,0) = A(z,1)
Alz+1,y+1) = Az, Az +1,y)).

UBUNG 1.22. Die Ackermann-Funktion ist p-rekursiv.

LEMMA 1.23. Fir jede primitiv-rekursive Funktion f gibt es ein m, so
dass (Vn)f(n) < A(m,n).

Beweisschritte:

A(m,n) > n fur alle n,

A(m+1,n) > A(m,n+1),

A(m,n) ist monoton in n,

A(n, m) ist monoton in m,

Ausgangsfunktionen < A(2,n).

Wenn f < A(m,-) und g < A(m/,-), dann ist fog < A(m+m' +2,-),
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Wenn g < A(m,-) und h < A(m, ), dann gilt fiir die primitive Rekursion
faus gund h, f < A(m+ 1,-). Den ausfiihrlichen Beweis kann man in [7]
nachlesen. O

SATZ 1.24 (Rosza Péter 1951). Die Ackermann-Funktion ist nicht pri-
mitiv rekursiv.

Beweis: Wenn A(n,n) primitiv rekursiv wére, so gébe es nach dem obi-
gen Lemma ein m, so dass fir alle n A(n,n) < A(m,n). Nun nehmen wir
n = m und erhalten einen Widerspruch. O

4. Primitiv-rekursive obere Schranken fiir die van der
Waerden-Zahlen

In diesem Abschnitt présentieren wir Teile einer Arbeit von Saharon
Shelah [9].

Wir stellen uns von nun an die natiirlichen Zahlen in der von Neumann-
schen Form vor und haben also fiir jedes n:

n=4{0,1,...,n—1}.

Falls Sie die von Neumannschen natiirlichen Zahlen nicht kennen, fassen Sie
die Gleichung als Definition auf. Diese Gleichung ist iibrigens ein Grund
dafiir, warum es in vielen Situationen giinstiger ist, mit 0 statt mit 1 zu
zéhlen zu beginnen.

DEFINITION 1.25. P C {0,2,..., N —1} heiit arithmetische Progression
der Lange t, wenn es r > 0, s > 0, gibt, sodass P={r+s-i : 0 <1i < t}.

SATZ 1.26 (van der Waerden 1927). Fidr alle positiven ganzen Zah-
len n und c gibt es eine ganze Zahl N, so dass es fir jede Fdarbung von
{0,1,..., N —1} in ¢ Farben eine monochromatische arithmetische Progres-
ston der Linge n gibt.

FRAGE 1.27. Wie grof sind die kleinsten N = W(n,c), die van der
Waerdens Satz bezeugen? Wir halten ¢ fest. Ist n — W(n,c) eine primitiv-
rekursive Funktion?

UBunG 1.28.
(a) Wenn n — W(n,c) existiert, dann ist es eine p-rekursive Funktion.

(b) Wenn f p-rekursiv ist und f < h (punktweise) ist und h primitiv-
rekursiv ist, dann ist f primitiv-rekursiv. Hinweis: ein py-Operator mit
einer primitiv-rekursiven Oberschranke des Suchbereichs fiir g(Z,y) =
0 mit einem primitiv-rekursiven g kann durch primitiv-rekursive Schritte
simuliert werden.

(¢) Wenn f < g und g primitiv-rekursiv ist, dann ist f nicht unbedingt yu-
rekursiv. Hinweis: Nehmen Sie fiir f zum Beispiel die charakteristische
Funktion des Halteproblems 3.23 oder auch das Problem K aus 3.26.
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Shelahs Ergebnis wird eine etwas stidrkere Ramsey-Eigenschaft behan-
deln. Hierzu brauchen wir die folgende Definition:

DEFINITION 1.29. *n = {n = (9(0),...,n(k — 1)) : n(i) € n}. Sei
1 < ¢ < k. Wir werden /-parametrische Teilmengen von *n definieren. Sei
k=AgUA1U---UA

eine Partition in nicht leere A; fir ¢ < ¢, Ap darf leer sein. Sei f: Ay = n
eine Funktion. Wir definieren f: ‘n — *n durch

N

fo, - sye-1) = (2o, Tp-1),
xr;, = f(l) fir i € Ay
r; = y;jfiricec Ajund 0<j </,

Eine ¢-parametrische Teilmenge von *n ist die Bildmenge von fbei einer
Wahl von Ag, ..., Ay, f.
Eine einparametrische Teilmenge heifit Gerade.

BEISPIEL 1.30. Beispiele mit ¢ = 1: A; = 0, Ag = k. Dann ist

flyo,---,ye—1) = (yo,...,y0) der Lénge k.

A ={0,....m—=1,m+1,...,n—1,n+1,...,k—1}, Ag = {m,n}. Dann
ist f(yos-- -y ye-1) = (f(0),..., f(m—1),y0, f(m+1),..., f(n—1), 90, f(n+
1),..., f(k—1)). Eine Gerade ist also eindimensional.

SaTz 1.31 (Hales Jewett 1963). Fiir alle n, ¢ gibt es eine Zahl HJ(n, c),
so dass fiir alle k > HJ(n,c) gilt: Wenn *n mit ¢ Farben gefirbt wird, dann
gibt es eine monochromatische Gerade.

SATZ 1.32 (Shelah, 1988). Die Funktion (n,c) — HJ(n,c) ist primitiv
rekursiv.

SATZ 1.33 (Shelah, 1988). Die Funktion (n,c) — W(n,c) ist primitiv
rekursiv.

Beweis: Sei k = HJ(n,c). Wie definieren ¥: *n — (n — 1)k + 1 durch

U(n) =3 ,cxn(i). Dann bildet ¥ jede Gerade in *n auf eine arithmetische
Progression der Lénge n ab, daher ist W(n,c) < (n—1)HJ(n,c)+1. O

Nun zum Beweis von Satz 1.32.

DEFINITION 1.34. Wir fithren die Grzegorczyk-Hierarchie ein.
Fiir jedes n € N definieren wir eine Funktion E,, und eine Funktionen-
menge &,.

= z+y,
1:2+1

o]

~— — ~— ~—
I
\)

= Enp1(Enya()).
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Wir definieren & als den Abschluss der Nullfunktion, der Nachfolger-
funktion und der Projektionen und unter der Komposition und der einge-
schrdnkten primitiven Rekursion. Das heifit, wenn ¢, h, j € € und f durch
primitive Rekursion durch g und h definiert ist und zusétzlich gilt

f(xlw . 'al‘k) S j(xlv"')xk)v
dann ist f € €. &™H! ist analog zu &° definiert, nur dass diesmal E,, zu
den Ausgangsfunktionen hinzugenommen wird.

Wir haben zum Beispiel, dass ,,plus eine Konstante” in &, ist, dass +
in &7 ist, dass die Multiplikation in &5 ist, die Exponentiation in &3. Dann
ist zum Beispiel fiir x > 2, 22" < Fy(z) < 3%". und

2 3

22 < By(z) <3%

mit Tiirmen der Hohe 2x+1. Die vier wichtigsten Eigenschaften der Grzegorczyk-
Hierarchie sind

SATZ 1.35.
(1) Firn > 2 und f € & gibt es eine Zahl m, so dass f(x1,...,z) <
Eg@l(max(ml,...,xk). Hierbei ist E,(;f)l die m-fache Iteration von
E,_;.

(2) Wennn > 2 und f € & einstellig ist, dann ist f ab einem endlichen
Argument kleiner als E,.

(3) Wenn g, h € & und f durch primitive Rekursion aus g und h definiert
ist, dann ist f € &L,

(4) U, & ist die Klasse aller primitiv-rekursiver/n Funktionen.

Die Beweise dieser Tatsachen konnen Sie in [8] nachlesen. Wir brauchen
nur &°.
E,11(x) ist ungefihr die Ackermann-Funktion.

Fortsetzung des Beweises von Satz 1.52
Wir werden zeigen, dass n — W (n,c) € &°. Wir erkliren die Hauptidee des
Beweises. Wir beweisen induktiv iiber n, dass HJ(n, c) existiert. Im Induk-
tionsschritt dirfen wir nur die Existenz von HJ(n,c) benutzen, nicht die
Existenz von HJ(n, ) fiir groBere ¢/, denn doppelte Induktionen kénnen zu
Ackermann-artigen Schranken fithren. Sei k eine noch unbekannte Zahl. Wir
versuchen zu zeigen, dass k > HJ(n + 1,¢). Sei also d eine ¢-Farbung von
¥(n41). Wir versuchen, das Problem auf c-Farbungen von *n zu reduzieren.
Sei ¢ = HJ(n,c). Ein natiirlicher Ansatz ist, eine /-parametrische Teilmenge
X von ¥(n+1) zu finden, so dass zwei Buchstaben nicht unterschieden wer-
den konnen durch die Farbung d. Genauer partitionieren wir {0,1,...k—1}
zuerst in £ paarweise disjunkte nicht leere Mengen Ay, ..., Ay 1. Jedes A;
wird am Ende einen Freiheitsgrad zu X beitragen, und zwar einen, in dem
die Buchstaben n — 1 und n nicht unterschieden werden durch d. Fiir jedes
1 < £ werden wir eine nicht leere Teilmenge B; von A; und eine Funktion
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ni € 4>Bi(n 4 1) wihlen. Dann wird X die /-parametrische Teilmenge
derjenigen 1 € *(n + 1) sein, so dass
(In) fir s € A; N\ B; ist n(s) = n;(s). Die bedeutet, dass die angestrebte
Gerade auf A; \. B; ein Punkt ist.

(2n) wenn s und sq in B; sind, dann ist n(s;) = n(s2). Die bedeutet, dass
die angestrebte Gerade auf B; eindimensional wird.

Wir sagen, dass n—1 und n nicht durch d unterschieden werden kénnen,
wenn fiir alle n und 7 € X folgendes gilt.

(Ul) Wenn es ein i < ¢ gibt, so dass
(i) n(s) = 7(s) fir alle s € k \ B; und
(ii) n(s) =n — 1 und 7(s) = n fir s € By,
dann ist d(n) = d(7).
Hierbei ist k immer noch die grofle Unbekannte, deren Existenz wir
zeigen wollen.
Nun sehen wir unter der Annhame von (Ul) die Abschitzung k& >

HJ(n + 1,c) wie folgt ein: Durch wiederholte Anwendung der Ununter-
scheidbarkeit (U1l) von 7 und 7 sehen wir

(U2) Wenn n und 7 in X und fiir jedes s < k gilt:
(i) (n(s) <n—1gdw 7(s) <n—1) und
(ii) (wenn n(s) <n —1, dann n(s) = 7(s)),
dann d(n) = d(7).

Nun betrachten wir die kanonische Einbettung
m:n+1) = X Ckn+1),
(Yo, -+ Ye—1) = (T, .. Tp—1), wi=y; firie Ajj <L

Wir setzen d; = d o7 und erhalten so eine c-Firbung von ‘(n + 1).

Wenn dy = dy | ‘n ist, dann gibt es nach Induktionsannahme eine ds-
monochromatische Gerade in Zn, sei diese Ly = {70,...,7Tn—1}. Nun sagt
(U2), dass w[Lo| = {7(70),...,7(7h—1)} erweitert werden kann zu einer d-

monochromatischen Gerade L in *(n + 1).

Wir fahren mit Zéhlargumenten fort:

Die Mengen A; und B; und die Funktionen n; € 4:>5:(n 4 1) werden auf
einfache Weise gewéhlt. Wir setzen k& = m/ fir eine Zahl m an. Die Werte
von k und m werden erst nach der Definition 1.36 nach oben abgeschétzt.
Wir werden A4; = [mi,m(i + 1)) wéhlen und dann geeignete a; < b; < m
wéhlen. Danach wéhlen wir die Mengen B; = [mi+a;, mi+b;). Zum Schluss
setzen wir

ni(mi+r)= n fir r < a;,
nimi+r)= n—1 firb;<r<n

setzen. B; # () ist wichtig, und B; = A; ist nicht ausgeschlossen.
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Wie erreichen wir die Bedingung (U1)? Wir mochten den i-ten Block
von 7 durch den i-ten Block von 7 ersetzen, ohne die Farbe durch d zu
dndern. Dies heifit, dass a; und b; sich ganz dhnlich verhalten iiber den
anderen aj, b;, j # i.

Technisch ist hierzu folgendes hinreichend:

DEFINITION 1.36. Fir ¢,c € N sei f(¢,c) die kleinste natiirliche Zahl k

mit der folgenden Eigenschaft:
(*) Wenn {d; : j < £} c-Firbungen von 21k sind, dann gibt es zu
jedem j </ ein Paar a; < b; < k, so dass fiir alle j < ¢
dj(ao, bo, - .-, aj—1,bj-1, a5, aj4+1,bj41, ..., ag—1,be-1) =
dj(aﬂa bO) ceeyA5—1, bj—17 b]7 Aj+1, bj-i-l) ceeyQp—1, bf—l)'

Es gibt also ¢’ Farben fiir (do,...,dy_1). Der Definitionsbereich jedes
dj ist ein 2¢ — 1-dimenionaler Wiirfel der Kantenldnge k = f(¢,c). Dieses
soll so grof8 sein, dass man in jedem d; an der Stelle 2j eine Zahl a; in b;
tauschen kann, ohne dass d; dieses sieht.

LEMMA 1.37.

() f(1,0) = c+1.
(b) Fiir £ > 1 ist f(l+1,¢) <G 11 fe &,

Beweis: (a) ist leicht. (b) Nun sei ¢ > 1, m = f(¢,¢c), k = ¢ +1 und
seien {d; : j < £+ 1} c-Férbungen von #*1k. Wir definieren

dk—={g:g %m—c}
wie folgt: Fiir jedes a < k sei
dl(a)(a’07 bUa R 7/ ) bf—l) = dﬂ(a(b bOa ceey Qp—1, bf—la (I)-

Dann gibt es, da k grof ist, ay < by < k, so dass d'(ay) = d'(bs). Nun
definieren wir die c-Farbungen {d? . j < £} von 2“1m durch

d3(ag,bo, - - aj—1,bj-1,a5,a;511,bj41, ..., a_1,bi_1) =
dj(ao,bo,-..,aj—1,bj—1,bj,a541,bj41, .., a—1,be—1,a¢, be).

Nach der Definition von m gibt es a; < b; < m fiir j < ¢, so dass (x) fir
{d? : j <} gilt. Doch nun erfiillen a; < b; fiir j < £+ 1 die Gleichung (x)
auch fir {d; : j < ¢+ 1}.

Wir haben f(z + 1) = h(f(z),z) = @ € &, da h(z,2) = & € &,
denn h wird seinerseits mit primitiver Rekursion mit einer Hilfsfunktion aus
&5 hergestellt. O

LEMMA 1.38.
(a) HJ(1,¢) = 1.
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(b) Firn>1
HJ(n+1,¢) < HJ(n,c) x f(HJ(n,c), ™Y
Da f € &y, ist HJ € &5.
Beweis: (a) Trivial. (b) Seien £ = HJ(n,c) und m = f(¢,c™+D*) und
k ={m.
Sei d eine c-Féarbung von *(n + 1). Wir definieren c-Féarbungen {djl :
§ < £} auf 2~1m wie folgt. Wenn j < £, dann ist

HJ(n,c)

).

1
dj (ao, bo, e ,aj,l, bjfl, CLj, CLj+1, bj+1, ey Qp_1, bg_l)

eine Funktion mit Definitionsbereich ¢(n + 1) und Bildbereich C rge(d), so
dass jedes n € ¢(n + 1) durch d]l auf d(v,;) abgebildet wird mit folgenden
Auswahlregeln fiir v,:

(i) Seii < {,i# 7, r <m, a; < b;. Dann sei
vp(mi+r) = n, fallsr <a,,
= n—1, falls b; <r <m,
= n(i), falls a; <7 <b;.
(i) Falls ¢ < ¢, i % j, r < mund a; > b;, dann sei v, (mi + r) = 0. Dieser
Fall wird keinen Einflufl haben.
(iii) Sei ¢ = j und r < m. Dann ist
vp(mi+7r) = n, falls r <ay,
n—1, falls a; <r <m.
|rge(d})\ < m+D " Algo gibt es a; < by < m fiir j < ¢, die () fur
{d} . J < ¢} erfilllen. Fiir jedes i < ¢ sei A; = [mi,m(i + 1)) und B; =
[mi + a;, mi + b;) und n; € 4>Bi(n + 1) wird durch
ni(mi+r) = n, fallsr < a;,
n—1, falls b <r < m.
definiert.
Sei X die f-parametrische Teilmenge von *(n 4 1), die aus denjenigen
71 besteht, die die Bedingungen (1) und (27n) erfillen. Seien 7,7 € X und
gebe es ein i < £, so dass n(s) = 7(s) fir s € k. B; und n(s) =n — 1 und
7(s) =n fir s € B;.
Da wir nach Voraussetzung {iber die d} wissen, dass

dj(ao,bo, - .., a5-1,bj-1,a;,a541,bj41, ..., a—1,be—1) =
dj(ag,bo, .-, a;j-1,bj-1,bj,aj11,b541, ... ag_1,be_1).
haben wir d(n) = d(7). Also haben wir den Wunsch (U1) erfiillt. Wir haben
n+— HJ(n,c) ist in &5. 0y .32

Es ist offen, ob n+— HJ(n,2) in & ist.






KAPITEL 2

Kleenes Satz von der Normalform

Satz 2.1 (Der Satz von der Normalform, Kleene 1936). Es gibt eine
primitiv-rekursive Funktion U und fir jedes n € N ein primitiv-rekursives
Prddikat T,,, so dass es fiir jede rekursive Funktion f in n Variablen eine
Zahl e (den sogenannten Index von f, wir schreiben spdter e statt f) gibt,
so dass

1. Vg .. Ve,13yTh(e,xo, ..., Tn_1,Y).
2. f(xo,...,xn—1) = U(uyTu(e,xzo,...,Tn-1,7)).

Beweis: Die Idee ist, jeder p-rekursiven Funktion eine Zahl oder Num-
mer, Index genannt, zuzuordnen (dhnlich wie die Gédelnummern von For-
meln) und auch jeder Berechnung eines Wertes eine Zahl zuzuordnen (&hn-
lich wie Godelnummern eines Beweises), so dass fiir n € w das sogenannte
Kleene-Pradikat

Tn(e,l'(], e 71:717173/)

folgendes kodieren: y ist die Nummer der Berechnung des Wertes der Funk-
tion mit Index e angesetzt auf den Input z, ..., x,—1. Dann wird
wyTy(e,zo,...,Tn—1,y) den kleinsten Code fiir eine Berechnung ausgeben
und U wird den Output aus y extrahieren. Dies alles ist einfacher skizziert
als durchgefithrt. Wir werden jetzt die einzelnen Schritte durchfiihren.

1. Schritt. Die Zuordnung der Indizes
Wie setzen folgende Zuordnung fest (Sie konnen diese variieren):

(0) fir die Nullfunktion.

(1) fiir die Nachfolgerfunktion.

(2,m,1) fir die Projektion p}, 0 <7 < n.

(3,b0y ..., byj—1,a) fur f(Z) = g(ho(Z),..., hm—1(Z)), wenn b; die

Nummer von h; ist und a die Nummer von g ist.

e (4,a,b) wird f(¥,y) zugeordnet, wenn f die primitive Rekursion
aus g und h ist und a die Nummer von ¢ ist und b die Nummer von
h ist.

o (5,a) wird f(Z) = py(g9(Z,y) = 0) zugeordnet, wenn VZ3yg(Z,y) =

0 und a die Nummer von g ist.

Die Nummer oder Zahl, die jeder rekursiven Funktion auf diese Weise
zugeordnet wird, heifit der Index e dieser Funktion. Da es viele Arten gibt,

17
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dieselbe Funktion zu definieren, wird jede rekursive Funktion viele verschie-
dene Indizes haben (wir werden spéter ein padding Lemma beweisen). Au-
Berdem sind viele Zahlen nicht Indizes einer rekursiven Funktion, entweder,
weil sie nicht von der richtigen Form sind, oder, weil ihre Komponenten
ihrerseits nicht Indizes einer rekursiven Funktion sind. Wir werden spéter
sehen, dass die Menge der Indizes (totaler Funktionen) nicht rekursiv ist,
denn im allgemeinen kann das Kriterium VZ3yg(Z,y) = 0 nicht von einem
Index von g aus entschieden werden.

2. Schritt Wir schreiben die Berechnungen in Bdume.

Jeder Knoten in einem Baum gibt Auskunft tiber einen Induktionschritt:
eine einfachere Funktion, oder dieselbe Funktion mit kleineren Argumenten

(1) Knoten ohne Vorgénger

f(z)=0 fiir die Nullfunktion f = o,
fle)=2z+1 fiir die Nachfolgerfunktion f = s,
Ty vy Tp—1) = T ur die Projektion f = p;".
7 fiir die Projektion f = p}
(2) Komposition

Wenn f(Z) = g(ho(Z, . .., hm—1(Z)), dann hat der Knoten f(Z) = 2
die m + 1 Vorgédngerknoten

ho(Z) = 2o . him—1(Z) = 2m-1 9(20y -y Zm—1) = 2

(3) primitive Rekursion
Wenn f(#,y) durch primitive Rekursion aus g und h definiert ist,
dann gibt es zwei Moglichkeiten fiir den Knoten f(Z,y) = z
f(7,0) = = fEy+1) ==
9(Z) =z f(z,

Y) h(Z,y, w
(4) p-Rekursion

Wenn f(Z) = py(g(#,y) = 0), dann sieht der Baum unterhalb f(Z)
wie folgt aus

w) =z

/f@) B \
9(Z,0) = 1o ! . 9@,z —1) =t 9(Z,z) =

und die ¢; sind # 0.



2. KLEENES SATZ VON DER NORMALFORM 19

3. Schritt. Kodierungen der Berechnungen.

Der dritte Schritt wird induktiv tiber die Konstruktion des (endlich
grofien) Berechnungsbaumes durchgefiihrt. An jedem Knoten stehe ein Aus-
druck der Form f(xo,...,zn—1) = z. Wir geben diesem Ausdruck die Zahl

(e,(xg,...,Tn-1),2)

fiir einen Index e von f. Jeder Knoten wird also durch einen Index, ein
Argument und einen Wert repréisentiert, und die Spitze des Baumes hat den
Wert (e, (xg,...,Tn-1), 2), der fur fe(xg,...,Trp—1) = 2 steht.

Nun ordnen wir den Béumen Zahlen zu. Jeder Baum besteht aus einem
Vertex v und einer endlichen (kann auch 0 sein) Zahl von angeordneten
Vorgéngern, die jeweils einen echten Teilbaum vertreten. Also ist folgende
Zuordnung " durch Induktion iiber die Héhe des Baumes definiert:

A

T= (v,fl,...,fn> fiir

Ty . . Th-1

T,.

Wenn ein Vertex v keine Vorgédnger im Baum hat, dann erhélt dieser Einpunkt-
Baum die Zahl (v).

4. Schritt. Wir formulieren ein primitiv rekursives Pradikat T (y), das
aussagt, dass y einen Berechnungsbaum kodiert.

Um die Lesbarkeit zu erh6hen, schreiben wir statt geschachtelter Klam-
mern nur Kommata, also zum Beispiel (y)10 = ((y)1)o-

(1) Knoten ohne Vorgénger

(0,z,0) fiir die Nullfunktion f = o,
(L,z,x + 1) fur die Nachfolgerfunktion f = s,
((2,m,1), (Toy -+ oy Tp—1), X5) fir die Projektion f = p;'.
(2) Komposition

Wenn f(Z) = g(ho(Z, ..., hm—1(Z)), dann hat der Knoten f(Z) = 2
die m + 1 Vorgédngerknoten

({3,605 - - bim—1,a),{To, ..., Tn-1),2) = (¥)o
(bo, (zo, - -, Tn-1),20) = (Y)1 (bm—1,({Z0, .- -, Tn-1), Zm-1) = (¥)m (a, (20, .-,

Das Priadikat B(y) beschreibt diese Verzweigung, g.h., B(y)
sagt, ¥ = ((¥)o, ... Ym+1) mit geeigneten b;,x ;2,2 eine Instanz
dieses Baumverzweigungsschemas ist.
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(3) primitive Rekursion

Wenn f(&#,y) durch primitive Rekursion aus g und h definiert ist,
dann gibt es zwei Moglichkeiten fiir den Knoten f(Z,y) = z

((4,a,b), (x0s - .-, Tn-1,0),2) = (¥)o
(a,{xo,...,Tn-1),2) = (Y1

((4,a,b),(z0, ..., Tn-1,¥),w) = (Y)1

Diese soll durch das Pradikat C(y) beschreiben werden.
(4) p-Rekursion

Wenn f(Z) = py(g(#,y) = 0), dann sieht der Baum unterhalb f(Z)
wie folgt aus

(a, (zo, ..., ZTn-1,0),t0) (a; (zo, ..., Tp—1,2 —1),t2-1) (a, (zo

wobei die t; # 0 sind.

Das Pradikat D(y) beschreibt dieses Situation.
Nun kénnen wir das primitiv-rekursive Pradikat ;i ist ein Berechnungs-

baum” formulieren: Die einfachsten Eigenschaften, die auch fiir Einpunktbdume
gelten, stehen in A(y):

A(y) < Seq(y) ASeq((y)o) Alg((y)o) =3
ASeq((y))o,0) A Seq((y)o,1)-

Die Ausgangsfunktionen werden beschrieben durch

(¥)o2 = (y)o1 +1]V
()o,01 = lg((y)o,1) A
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Komposition

Cly) < 18((¥)oo) = 3A (Yoo =3Alg(y) =1g((y)oo) A
1[()i,00 = (¥)o,1i A (¥)i01 = (¥)o,1] A
(Wg(y)-1,00 = ¥)0,0)g)-1 N Wig)-1,02 = (¥)o2 A
(Wig(y)-1,01 = (¥)1,025 -+ -5 (Y1g(y)—2,0,2)-

(VZ) 1<i<lg(y)—

Primitive Rekursion

D(y) < 1g((¥)o0) =3 A (¥)ooo =4A
HW)o118(w)o.)-1 = 0A1g(y) =2 A (¥)100 = (¥)o,01 A
()1,0,1 % (0) = (¥)o,1 A (Y)1,02 = (Y)o2] V
[(¥)o,1,18((w)o.1)—1 > OA1g(Y) =3 A (¥)1,00 = (Yoo A
()1,00 = (¥)o,0 Alg((¥)1,01) =18((¥)o,1) A
(Vi )0<z<lg(y)0 —1(W)1,00,6 = ()0, A
(¥)1,0,1.08((w)o.0)~1 T 1 = (W)o,11g((y)o) -1 A
(¥)2,00 = <( )0 0,2) N (¥)202 = (¥)o2 A

(

Y)2,01 = ((¥)1,01) * ((¥)1,02)]}-

p-Rekursion

E(y) < 1g((%)o0) =2 A (¥)o00=5A
lg(y )>2/\(y)0,2:1 (y) =27
(Vi) 1<icig(y)—11(¥)i00 = (¥)o,0,1 A
(¥)i01 = (Yo * <Z - 1”
(Vi)1<icigy)—11®)i0,2 7# O A (Y)1g(y)-1,02 = O-

Nun definieren wir das gesuchte primitiv-rekursive Pradikat T"

T(y) & A(y)A[B(y)vC(y) VD)V EyY)]A
lg(y) > 0 = (Vi)1<i<igey)—1T((1)i)]-

5. Schritt. Die Definition von T,, und U.

Tn(e,zq,...,xn,y) < T(y)AWoo=eA¥)o1 = (To,...,Tn-1)
Uly) = oz

Diese sind offensichtlich primitiv-rekursiv.

Nun sei f eine n-stellige p-rekursive Funktion mit Index e. Da f und
alle seine Vorgangerfunktionen beim Aufbau von e total sind, gibt es fiir
jedes Argument z,...,x,_1 einen Berechnunsgsbaum fir f(zg,...,2n—1),
der die durch e angegebene Tiefe und Gestalt hat.
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Jeder Berechnungsbaum, insbesondere der mit der keinsten Kodenum-
mer y, gibt den Wert f(x1,...,x,) als dritte Komponente an seiner Spitze
v. Daher ist

f(zo, ... xn_1) =U(uyTy(e, zo, ..., Tn-1,9)).



KAPITEL 3

Partielle rekursive Funktionen

1. Padding, rekursive Aufzihlungen und der s-m-n-Satz

Wir verwenden kleine griechische Buchstaben fiir partielle Funktionen,
also ¢: N*¥ — N. Wir schreiben ¢(Z) | gdw Z € dom(p), und ¢(Z) 1 im
gegenteiligen Fall. Zwei partielle Funktionen sind gleich, in Zeichen ¢ ~ ¢
gdw dom(yp) = dom(+)) und fir alle ¥ € dom(y), ¢(¥) = ¥(Z). Analog
benutzen wir p(¥) ~ (&) fir ein . (Dagegen kann fiir ¢(¥) ~ z immer
¢(Z) = z geschrieben werden, da z immer definiert ist.) Die Inklusion ¢ C 1
ist die Inklusion der Graphen.

DEFINITION 3.1 (Kleene 1936). Die Menge der partiellen rekursiven
Funktion ist die kleinste Menge von Funktionen, die
(1) die Ausgangsfunktionen o(z) = 0, S(z) = = + 1, p{(¥) = z; enthélt
und

(2) unter Verkettung, primitiver Rekursion und unter unbeschrankter p-
Rekursion abgeschlossen ist. Unbeschriankte p-Rekursion bedeutet:
Die Bedingung VZ3yy(Z,y) = 0 wird fallengelassen und stattdessen
setzt man

(%) ~ py[Vz < y(, 2) ) AP(Z,y) = 0].

(Die heift nach unseren Konventionen: (&) ist nicht definiert, wenn
es kein solches y gibt.)

UBUNG 3.2. Wenn man in der unbeschrinkten pu-Rekursion die Bedin-
gung
Vz S yy(T, 2)
fallenlésst, dann erhélt man eine echt gréfiere Klasse von Funktionen. Neh-

men Sie fiir A C N zum Beispiel das Halteproblem 3.26, das ist eine rekursiv
aufzéhlbare, nicht rekursive Menge. Dann setzen wir

Y(z,y) =0+ (y=0Nz € A)Vy=1
Dann ist v partiell rekursiv, aber die Funktion
f(x) = py((z,y) = 0)

ist nicht partiell rekursiv, denn wir haben f(z) =0 gdw x € A, und A war
ja gerade nicht rekursiv.

23
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SaTz 3.3. Der Satz von der Normalform fiir partielle rekursive Funk-
tionen, Kleene 1938. FEs gibt eine primitiv-rekursive Funktion U und fiir
jedes n € N ein primitiv-rekursives Pradikat T,, so dass es genau fir jede
partielle rekursive Funktion ¢ in n Variablen einen Index e gibt, so dass

1. VZ(o(Z) I FyTn(e, xo, ..., Tn-1,Y))-
2. o(xo,. .y xn—1) 2~ U(uyTn(e,xo, ..., Tn-1,Y)).

Beweis: Der Beweis geht analog zum Beweis des Normalformentheorems
fiir totale rekursive Funktionen. Der Index (5,a) wird dem Aufbauschritt

P(T) ~ py[Vz < yo (T, 2) L AY(T,y) = 0]
zugeordnet, wenn a der Index von 9 ist. Der Berechnungsbaum greift nur
auf die Werte ¢(Z, z) fir z < y zuriick. O

KOROLLAR 3.4. Die rekursiven Funktionen sind genau die partiellen re-
kursiven Funktionen, die zufdllig total sind.

Beweis. Natiirlich ist jede rekursive Funktion partiell rekursiv und to-
tal. Sei nun ¢ eine partielle rekursive Funktion. Dann gibt es ein e, so dass
o(zo, ... xp—1) =~ U(uyTy(e,xo,...,Tn-1,y)). Wenn ¢ nun total ist, dann
gilt VZp(Z) |. Also gibt es nach obiger ~-Gleichung zu jedem 7 ein y, so
dass T}, (e, xg, ..., Zn—-1,y). Dann ist ¢ nach dem Normalformentheorem fiir
totale Funktionen rekursiv. O

Das Normalformentheorem fiir partielle rekursive Funktionen hat nun
den Vorteil, dass die Menge der Indizes fiir partielle rekursive Funktionen
rekursiv ist.

UBUNG 3.5. Beweisen Sie diese letzte Behauptung.
Die folgende Definition ist von zentraler Bedeutung;:

DEFINITION 3.6. Seien e,n,s € N. Unter s kann man sich stage oder
Schrittzahl vorstellen.

1. ¢ oder {e}" ist die e-te partielle rekursive n-stellige Funktion:
e (T) = {e}"(Z) = U(ny(Tule, 7,9)))-

2. ¢y, oder {e}y ist die Approximation bis zum Berechnungsbaum der
Grofle s fiir die e-te partielle rekursive n-stellige Funktion:

Pes(L) = {e}s (@) = U(py((Tnle, Z,y)) Ay < 5)).
Wir haben also:

n 2\~ N(2\ A~ 90?(5) wenn (Ely< S)Tn(evay))
Pe.s(@) = {e}i(7) = { undefiniert  sonst.

Der folgende symmetrische Satz ist sogar élter als Kleenes Satz von 1936.
Posts Arbeit aus den 1920er Jahren wurde von Post selbst unterschétzt (nach
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seinen Aussagen hatte er zu wenig Vertrauen in die universelle Bedeutung
seines Berechenbarkeitsbegriffs, also in das, was ab Ende der 1930er Jahre
dann als Churchsche These bekannt wurde) und nicht zur Veréffentlichung
eingereicht.

SATZ 3.7 (Der Aufzdhlungssatz (Post 1922, Turing 1936, Kleene 1938)).
Die Folge (o7 : e € N) ist eine partielle rekursive Aufzdhlung aller n-stelligen
partiellen rekursiven Funktionen im folgenden Sinne:

1. Fiir jedes e ist ¢ eine partielle rekursive Funktion in n Variablen,
2. Wenn 1 eine partielle rekursive n-stellige Funktion ist, dann gibt es

ein e, so dass P ~ o,
3. Es gibt eine partielle rekursive Funktion in n+ 1 Variablen, so dass

p(e, T) ~ ¢¢ (T).

Beweis: Alles folgt aus dem Normalformentheorem. Fiir den dritten Teil

setzen wir
p(e, T) ~ UuyTn(e, Z,y)).
O

PRrROPOSITION 3.8 (Das Padding Lemma). Ausgehend von einem Index
e einer partiellen rekursiven Funktion kann man auf berechenbare Weise
unendlich viele weitere Indizes derselben Funktion herstellen.

Beweis: Sei m(e, k) der Index von U(py(Tyh(e,Z,y) A Nick, To = Zo)).
Dann berechnen alle ¢, ;) dasselbe . und es ist m(e, k) # m(e,£) fiir
L+ k. O

SATZ 3.9. Das s-m-n- oder S)'-Theorem. Kleene 1938. Fiir jedes Paar
(n,m) von Stelligkeiten es eine primitiv-rekursive injektive Funktion

Spt(e, xo, ... Tp-1),
so dass
S (es00smstn_1) (Y05 -+ s Ym—1) = Pe(T05 -+, Tn—1,Y0; - - - Ym—1)-
Beweis: Die gesuchte Funktion S)* berechnet den Index der Funktion
(0, »&n—1) = 9e(Cag, -, Cays Y0, - -5 Ym—1)

aus e und o, ..., Tn_1. Cp(z) = S@(0) ist die konstante Funktion z. Der
Aufbau von S)"(e, Z) geht induktiv (diese Induktion ist selbst eine primitive
Rekursion) iber den Aufbau von e. Bei den Schritten e = (1) oder (2,n,1)
kommen unter Umsténden die z; hinein, zum Beispiel e = (2,n + m, i) und
1 < n. Dann ist

Ge((Z0y -+ oy Tn—1,Y0s -+, Ym—1) = T; = S(xi)(O) und hat den Index

S (e, 0, .., Tn_1) = (3,¢, (1))
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und ¢ ist der Index von S®)(0). Der Index von S(®(0) ist (0). (Der
Exponent in Klammern gibt die Zahl der Iterationen an.) Bei den weiteren
Aufbauschritten zieht sich die Berechnung induktiv hoch, zum Beispiel

S™((5,a), 20, . ., &n1) = (5, 8™(a, g, ..., Tn_1)).

Die Hauptarbeit des Einsetzens von Konstanten C,, fiir die Variablen z;
geschieht also an den Blattern des Berechnungsbaumes fiir ¢, (Z, 7). O

2. Rekursiv aufzihlbare Mengen

DEFINITION 3.10 (Post 1922, Kleene 1936). Eine n-stellige Relation
heifit rekursiv aufzdhlbar (r.e.), wenn sie der Definitionsbereich einer n-
stelligen partiellen rekursiven Funktion ist. Wir schreiben W = dom(y})
und W7 = dom(py ;).

SATZ 3.11 (Das Normalformentheorem fiir r.e. Relationen. Kleene 1936,
Rosser 1936, Mostowski 1947). Sei P eine n-stellige Relation. P ist r.e.
genau dann, wenn es eine n + 1-stellige rekursive Relation R gibt, so dass

P(Z) <> JyR(Z,y).

FEine andere Formulierung ist: P is r.e. genau dann, wenn es einen
Index e von P gibt, so dass

P(Z) < W'(&) & JyR(Z,y).

Beweis: Wenn P r.e. ist, dann gibt es ein e, so dass P = dom(e), also
We(Z) <> we(¥) 1 YT (e, &, y). Fir die umgekehrte Inklusion haben wir:
Wenn P(Z) +» JyR(x,y) mit einem rekursiven R ist, dann ist P der Defini-
tionsbereich der partiellen rekursiven Funktion ¢(¥) ~ uyR(Z,y). O

Seien p und ¢ Polynome iiber Z.
D={yeN : 3% e N*p(&,y) = q(7,9)}.

Jedes solche D ist rekursiv aufzdhlbar, da die Polynome rekursiv sind.
Matyasevich [5] bewies die erstaunliche Umkehrung: Zu jeder r.e. Menge
S gibt es Polynome p, ¢, so dass die Menge der positiven Losungen D der
diophantischen Gleichung gleich S ist. Da es rekursiv aufzéhlbare, nicht re-
kursive Mengen gibt, 16st dieses Ergebnis Hilberts zehntes Problem negativ:
Es gibt eine diophantische Menge D, die nicht entscheidbar (= rekursiv) ist.

PROPOSITION 3.12 (Das Graphentheorem). Sei ¢ partiell, f total. Dann
ist @ eine partielle rekursive Funktion gdw sein Graph r.e. ist. f ist rekursiv
gdw sein Graph rekursiv ist.

Beweis: Der Graph einer Funktion ¢ ist definiert durch
G={y) : ¢(@) =y}
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Wenn ¢ eine partielle rekursive Funktion ist, dann ist ¢ ~ @, fiir einen
Index e und daher

Gy = {(Z,2) : ¢e(T) = 2}
= {(@2) : UlpyTu(e, T,y)) = z}
= {('f?z) : Jy(Thle, 7, y) A (VE < y)_‘Tn(@f? t)ANU(y) = z)}
Also ist G, nach dem Aufzahlungstheorem eine r.e. Menge.
Wenn umgekehrt G, r.e. ist, dann gibt es eine rekursive Relation R, so
dass
(#,2) € Gy <> YR(T, 2,9).
Indem man z und y in eine Zahl t = (z,y) kodiert, erhilt man

p(L) = (utR(Z, ()o, (£)1))o-

Der Algorithmus sucht also die z mit G(Z, z) aber nicht den z entlang,
sondern den t entlang, denn er darf ja nicht bei einem vergeblichen z stecken
beiben.

Der Teil des Satzes fiir die totalen Funktionen ist einfacher: Wenn f
rekursiv ist, dann ist die charakteristische Funktion von Gy rekursiv:

- 0, wenn f(Z) = z,
Xy (7, 2) = { 1, sonst.

Sei umgekehrt Gy rekursiv. Dann ist f(Z) = p2G (%, z) und die Vorausset-
zung, dass f total ist, heifit V2'3y(#,y) € Gy. Also ist der pu-Rekursionsschritt
wohldefiniert. O

DEFINITION 3.13. Unter einer Uniformisierung einer Relation R(Z,y)
versteht man eine partielle Funktion ¢, so dass

(VE)(FYR(Z,y) & (p(£) L AR(Z, (7).

Zum Beispiel kann man fragen, ob jede Borel-Relation auf R eine Borel-
Uniformisierung hat (nein) und ob jede analytische Relation eine analytische
Uniformisierung hat (ja, Satz von Kéndo, [2]).

PROPOSITION 3.14 (Die Uniformisierungseigenschaft, Kleene 1936). Wenn
P r.e. ist, dann gibt es eine partielle rekursive Funktion , so dass

P (T, y) < (p(D) L AP(Z, o(Z)).
Wenn P r.e. ist und YZ3yP(Z,y), dann gibt es eine rekursive Funktion f,
so dass
VZP(Z, f(Z)).
Beweis: Wenn P r.e. ist, dann gibt es eine rekursive Relation R, so dass
P(Z,y) +» 3zR(Z,y, z).

Indem man wieder y und z in eine Zahl t = (y, z) kodiert, erhdlt man
p(F) = (R(Z, (t)o, (1)1))o-
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Der Algorithmus sucht also die y, so dass P(Z,y) nachgewiesen wird,
und dies ist nicht notwendigerweise das kleinste y, da gleichzeitig auch den
z entlang gesucht wird. O

SATZ 3.15 (Eine Charakterisierung der r.e. Mengen, Kleene 1936). Aqui-
valent sind

1. Aisr.e.
2. A ist das Bild einer partiellen rekursiven Funktion .
3. A =10 oder A ist das Bild einer rekursiven Funktion f.

Beweis: Dies geht in einer Runde. 1 = 2: Sei A = W,. Wir setzen
o(x) ~ x4+ 0 pe(z). Dann ist das Bild von ¢ gerade dom(ye), und ¢ is
partiell rekursiv.

2 = 3: Sei A nicht leer und sei A = rge(ye). Wir wihlen ein a € A.
Wir betrachten den Ansatz

oz wemn po() ) Age() = 2,

fle) = { a, sonst.
Doch dieses f ist womdglich nicht rekursiv, da wir ¢¢(z) | vielleicht nicht
entscheiden kénnen. Daher &ndern wir den Aufzédhlungsmodus und bauen
die Schrittzahl als zweites Argument ein. Sei I: N> — N rekursiv und
bijektiv. Dann setzen wir

[ 2z, wenn @ s(x)l Apes(z) =2
f(z,s)) = { a  sonst.

Dann ist f total, da I surjektiv ist. AuBerdem ist von z = I(x, s) aus x und
s berechenbar. Somit ist f rekursiv.

2 = 1: Wenn A leer ist, dann ist A der Definitionsbereich der iiber-
all undefinierten Funktion. Wenn A nicht leer ist, dann setzen wir ¢(x) ~
wuzf(z) = x. Dann ist p(z)]<> = € rge(f), wie gewiinscht. O

_ SATZz3.16 (Eine Charakterisierung der rekursiven Mengen, Kleene 1936).
Aquivalent sind

1. A is rekursiv.

2. A ist das Bild einer rekursiven monoton wachsenden Funktion f.

Beweis: Sei A rekursiv und nicht leer und sei a = min(A). Wir setzen

f0) = a

- n+1, wennn-+1¢€A,
flnt1) = {f(n), sonst.

Nun von 2 nach 1: Wenn A endlich ist, dann ist A rekursiv. Sei nun A
unendlich und das Bild einer monoton wachsenden rekursiven Funktion f.

ze€ Ao ze{f(0),..., fpa(f(z) > 2))},
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und die rechte Seite ist rekursiv. O

Satz 3.17 (Post 1943, Kleene 1943, Mostowski 1947). Jede Menge A is
rekursiv genau dann, wenn A und A =N~ A beide r.e. sind.

Beweis: Sei A rekursiv mit charakteristischer Funktion c4. Dann ist
A = dom(p) und A = dom(v)) fiir
1, wenn ca(z) =1,
T,  sonst. ’
N 0, wenn cy(x) =0,
Vi) =~ { 1, sonst.

Nun seien fiir die umgekehrte Richtung A und A beide r.e. und nicht
leer. Es gibt rekursive Aufzahlungen f, g, A = rge(f), A = rge(g). Dann
sind die beiden Aufzdhlungen disjunkt und sie decken zusammen ganz N
ab. Um n € A zu entscheiden, lassen wir beide Aufzéhlungen abwechselnd
laufen, bis wir zu einem x gelangen, so dass n = f(z) oder n = g(z). Im
ersten Fall ist n € A, im zweiten Fall ist n € A. O

SATZ 3.18 (Post 1944). Jede unendliche r.e. Menge hat eine unendliche
rekursive Teilmenge.

Beweis: Sei A unendlich, und sei A = rge(F’) fir eine rekursive Funktion
f. Dann definieren wir g durch primitive Rekursion aus f:

g(0) = £(0),
gn+1) = fluy(f(y) > g(n))).

Nach dem Satz iiber die monoton aufsteigende Aufzéhlung ist das Bild
von g rekursiv. Auflerdem ist rge(g) C rge(f) = A. O

SATZ 3.19 (Post 1943, Mostowski 1947). Der Verband der r.e. Men-
gen.

1. Die Menge aller r.e Menge zusammen mit der Relation C ist ein dis-
tributiver Verband mit einem kleinsten und einem gréfiten Element.
Die rekursiven Mengen sind genau die Mengen, die ein Komplement
haben.

2. Die Bilder und die Urbilder r.e. Mengen unter partiellen rekursiven
Funktionen sind wieder r.e.

Beweis: 1. Das kleinste und das grofite Element sind () und N. Die
Aussage iiber die Komplemente folgt aus 3.17. Um zu zeigen, dass mit A und
B auch AN B und AU B rekursiv aufzahlbar sind, lassen wir A = rge(f) und
B = rge(g) abwechselnd ein Element aufzdhlen. Falls = in {¢g(0),...,g(n)}N
{f(0),..., f(n)} vorkommt, zéhlen wir x in AN B auf, dasselbe fiir U.
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2. Sei A r.e., und sei ¢ eine partielle rekursive Funktion. ¢(A) besteht
aus allen Elementen ¢(x) fir x € A. Um ¢(A) rekursiv aufzuzihlen, geniigt
es, A aufzuzéhlen und in die Aufzéhlung eingewoben werden immer mehr
Schritte an ¢(x) zu rechnen.

Ahnlich wird ¢~1(A) aufgezéhlt: immer groBere Stiicke von A werden
aufgezéhlt und immer mehr Schritte wird ¢(z) gleichzeitig an immer mehr
Argumenten x berechnet. Falls ein z gefunden wird, so dass ¢(z) | und
¢(z) € A, dann wird es in ¢~ !(A) aufgenommen. O

Satz 3.20 (Post 1943, Mostowski 1947). Die Boolesche Algebra der re-
kursiven Mengen.

1. Die Menge aller rekursiven Menge zusammen mit der Relation C ist
eine Boolesche Algebra.

2. Die Urbilder rekursiver Mengen unter rekursiven Funktionen sind wie-
der rekursiv.

Beweis: Nur der Teil iiber die Urbilder ist neu. Da f~1(A) = f~1(A),
sind sowohl f~1(A) als auch f~1(A) rekursiv aufzihlbar, und damit ist nach
3.17 f71(A) rekursiv. O

ProposITION 3.21 (Die Reduktionseigenschaft, Rosser 1936, Kleene
1950). Zu je zwei r.e. Mengen A und B gibt es r.e. Teilmengen A’ C A,
B’ C B, so dass

ANB' =0 und AAUB = AUB.
Beweis: Fiir die x € AN B wird beschlossen: wenn x in A friither vor-

kommt als in B, so nehmen wir € A’, andernfalls in B’. Sei x € A «
JyR(z,y) und = € B <> JyQ(x,y) mit rekursiven R, Q.

re A & Fy[R(z,y) A\Vz < y)=Q(z, 2)]
ze B © FQx,y) \Vz <y)-R(z,2)]

3. Diagonalisierung

ProOPOSITION 3.22 (Eine rekursive Version von Cantors Satz. Kleene
1936, Turing 1936). Es gibt keine rekursive Funktion, die mindestens einen
Index jeder rekursiven 0,1-wertigen Funktion aufzdhlt.

Beweis. Sei f rekursiv, so dass py() total und ist fir jedes . Wir
zeigen, dass eine Funktion nicht in der Aufzdhlung vorkommt, ndmlich die
Funktion

9(x) =1 = ¢ p(a)(2).
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g hat hochstens 0 und 1 als Werte und g ist partiell rekursiv nach dem
Aufzdhlungstheorem, und ¢ ist total nach der Voraussetzung iiber f. Aber
9(x) # Py () , also ist g # @y, fiir jedes x, also kommt kein Index von
¢ in der Aufzdhlung durch f vor. O

Wir zeigten gerade, dass
Tot = {z : ¢, ist total}

nicht r.e. ist. Insbesondere ist Tot nicht rekursiv, es gibt also keinen Al-
gorithmus, der entscheidet, ob ein Index ein Index einer totalen Funktion
ist.

SATz 3.23 (Der Kern aller Unentscheidbarkeitsresultate. Post 1922,
Godel 1931, Kleene 1936). Es gibt eine nicht rekursive, r.e. Menge. Die
Menge

K =A{z : () |}

ist ein Beispiel.

Beweis: Nach dem Aufzdhlungssatz gibt es eine partielle rekursive Funk-

tion ¢, so dass

p(r) ~ u(x).
Dann ist K r.e, da K = dom(p). Wir zeigen auf zwei verschiedene Arten,
dass K nicht rekursiv ist.

1. Art: Wenn K rekursiv wére, so wére auch die Funktion (p(z) = 0
wenn = € K und undefiniert sonst) partiell rekursiv. Dann wére ¢ ~ ¢,
fiir einen Index e. Aber dann ist p.(e) |+ e ¢ K, im Widerspruch zur
Definition von K.

2. Art: Wenn K rekursiv wére, dann wire K r.e. Aber dann ist z € K
x & Wy, also unterscheidet sich K von der z-ten r.e. Menge im Element z,
fir alle , und daher ist K nicht r.e. O

DEFINITION 3.24 (Kleene 1950, Trakhtenbrot 1953). Zwei disjunkte Men-
gen A und B heiflen rekursiv trennbar wenn es eine rekursive Menge C gibt,
so dass A C C und B C C. Im gegenteiligen Falle heien A und B nicht
rekursiv trennbar oder ,rekursiv untrennbar” (eine direkte Ubersetzung von

recursively inseparable, meinem Sprachgefiihl nach ist dieses unmogliches
Deutsch).

SATz 3.25 (Rosser 1936, Kleene 1950, Novikov, Trakhtenbrot 1953). Es
gibt zwei disjunkte nicht rekursiv trennbare r.e. Mengen.

Beweis: Wir nehmen
A= {x : (Pz(x) = O}

und
B = {.CU : @:c(x) = 1}'
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Falls es eine rekursive trennende Menge C' gidbe, dann wére die charakteri-
stische Funktion ¢ von C rekursiv und hétte einen Index e. Dann wére

ve(e) >0 —=e€c A—ecC — pcle) =ccle) =1,
vele)~1—e€B—ecC— pele)=cole) =0.
U

SATZ 3.26. [Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems. Turing 1936]
Die Menge
Ko ={(z,e) : z € W}
ist r.e. und nicht rekursiv. Die Menge Ky wird das Halteproblem genannt.

Beweis: Kj ist r.e. nach dem Aufzéhlungstheorem. Wenn Ky rekursiv
wére, so auch K, da
x € K + (x,z) € K.
O

Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems ist nur die Spitze eines Eis-
bergs aus unentscheidbaren Mengen.

DEFINITION 3.27. Eine Menge A heifit Indexmenge, wenn es eine Menge
&/ partieller rekursiver Funktionen gibt, so dass A die Indexmenge von .o/
ist, das heifit:
A={x : oz € T}

Wenn A die Indexmenge von & ist, dann schreiben wir A = 647

DEFINITION 3.28 (Decker, Rice 1953). Eine Menge partieller rekursiver
Funktionen heifit vollstdndig rekursiv, wenn ihre Indexmenge rekursiv ist.

SaTz 3.29 (Rice 1953). Jede Menge partieller rekursiver Funktionen <of
ist vollstindig rekursiv gdw </ = () oder < die Klasse aller partieller rekur-
siver Funktionen ist.

Beweis: Wenn & = (), dann #«/ = (), und wenn & die Menge aller
partiellen rekursiven Funktionen ist, dann ist 6./ = N. Nun nehmen wir
an, dass &/ echt dazwischen liegt. Dann gibt es @ und b, so dass ¢, € &
und ¢y € &/. Wenn die nirgendwo definierte Funktion nicht in &7 ist, dann
setzen wir die rekursive Funktion f an als

_J ®a; wenn r € K,
Pfa) = undefiniert, sonst.

Dann ist

T €K < prpu) €A < f(x) € A
Also ist A nicht rekursiv, da K nicht rekursiv ist. Falls die nirgendwo de-
finierte Funktion nicht in 7 ist, dann nehmen wird ¢, und K und zeigen,

dass A = (o) nicht rekursiv ist. O
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Rice’ Satz ist stark, denn er umfafit zahlreiche Unentscheidbarkeitsre-
sultate. Jede nicht triviale Eigenschaft von Funktionen ist unentscheidbar,
Zum Beispiel: die Eigenschaft, iiberall undefiniert zu sein, an einem festen
Argument definiert zu sein, total zu sein, einen gewissen Wert im Bild zu
haben, surjektiv zu sein, mit einer gegebenen partiellen rekursiven Funktion
iibereinzustimmen.

4. Der Fixpunktsatz

Uber die partiellen rekursiven Funktionen kann man nicht diagonalisie-
ren, denn jede rekursive Diagonalisierung ¢e +— ¢ () hat einen Fixpunkt.

To sentiva osannar di coro in coro
al punto fisso che li tiene alli ubi

(Dante, Paradiso, XXVIII) )

SaTz 3.30 (Der Fixpunktsatz. Kleene 1938). Zu jeder rekursiven Funk-
tion f gibt es einen Index e, so dass
Pe = Pf(e)-
Beweis: Sei b ein Index, so dass ¢ die folgende Eigenschaft hat
Peop(e) = Pflpele)):
Dann nehmen wir e = b und erhalten

Pop(b) = Pfpp(b):
Also ist ¢p(b) ein Fixpunkt von f. O

SaTz 3.31 (Der zweite Fixpunktsatz, Kleene 1938). Zu jeder partiellen
rekursiven Funktion v gibt es einen Index e, so dass

we(T) >~ (e, ).

Wir halten irgendeine rekursive Funktion A fest. Da die Funktion ¢ (h(z), x)
partiell rekursiv ist, hat sie einen Index a, der von h abhéngt. Nach dem
s-m-n-Satz ist

1/’(}1 Z) LL’) = SOS%(a,z)(‘r)’

(2),
Dies gilt insbesondere fiir h(z) = Si(z, z) und das a fiir dieses h, also
o(S1(z,2),2) ~
Nun setzen wir e = S} (a,a) und erhalten

(e, x) = (51 (a,0),7) = Pg1(4,0)(2) = Pe().

SOS% (a,2) ($) :

ch hérte von Chor zu Chor Hosanna (hoshianna hebr. errette uns) singen, zu
dem Fixpunkt hin, der jeden am Platz halt
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SATZ 3.32 (Kleene 1952). Die Klasse der partiellen rekursiven Funktio-
nen st die kleinste Menge von Funktionen, die

1. die Ausgangsfunktionen und fry (s.u) und die Vorgingerfunktion enthdlt,
2. unter Komposition abgeschlossen ist,

3. unter Definition durch Fallunterscheidung abgeschlossen ist,

4.

unter Fixpunkten abgeschlossen ist.

Beweis: Unter Definition durch Fallunterscheidung verstehen wir folgen-
des Schema:
o [ 9(Z), wennt(Z)=0,
(@) = { h(Z), sonst.
aus partiellen rekursiven g, h, t. Wir setzen diese in die Ausgangsfunktion
fru ein:
x, wenn z =0,
fFU(xayvz) - { y, sonst.
Sei nun € die kleinste Menge von Funktionen, die die angegebenen Klau-
seln 1. bis 4. erfiillt. Dann ist € eine Teilmenge der Menge der partiellen
rekursiven Funktionen, denn nach dem Fixpunktsatz gibt es immer einen
partiellen rekursiven Fixpunkt.
Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, haben wir zu zeigen , dass
die primitive Rekursion und die p-Rekursion nicht aus ¢ hinausfiihren.
Primitive Rekursion. Sei

p(7,0) = ¥(@),

o(@y+1) = ol@y, f(Zy))
Dann kann ¢ als Fixpunkt der folgenden Gleichung erhalten werden
@, wenn y = 0,
AT = { 1 ey 1), o

und hier benutzen wir nur die Vorgédngerfunktion, die Fallunterscheidung
und die Komposition.
u-Rekursion. Sei

(%) = py(Y(&,y) = 0AVz < yp(7, 2) |).

Dann kann zunéchst o = ¢, als Fixpunkt der folgenden Gleichung erhalten
werden
- v_fY wenn (7, y) = 0,
o(T.y) = { o(#,y+1), sonst.
Dann ist ¢(Z) = o(#,0), und hier benutzen wir nur die Nullfunktion, die
Nachfolgerfunktion, die Fallunterscheidung und die Komposition. O
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5. Berechnungen mit Orakeln und die Turinggrade

DEFINITION 3.33 (Relative Berechenbarkeit, Turing, 1939). Sei g eine
totale Funktion. Die Menge der in g-rekursiven Funktionen ist die klein-
ste Menge von Funktionen, die alle Ausgangsfunktionen und ¢ enthilt und
gegen Komposition, primitive Rekursion und eingeschrénkte p-Rekursion
abgeschlossen ist. Fiir eine Menge A ist die Menge der in A rekursiven
Funktionen die Menge der in ¢4 rekursiven Funktionen. Ein Pradikat ist
rekursiv in g oder in A, wenn seine charakteristische Funktion dies ist.

xai 0n wote xai £ Aepovs eAYwvy
ETOAUNTE TODTO PUQAVTEVT ATV L.
TL TOTE AeYEL 0 VEOS;
ov yap dnmov YevdeTawye
(Plato, Socrates’ Apology)
2

Ein Orakel g ist i.a. nicht rekursiv und es hilft, die Berechnung jeder
Funktion, die rekursiv in g ist, an den fraglichen Punkten weiterzufiihren,
an denen dann g angerufen wird. Das Orakel beantwortet jede Anfrage
umsonst. Turing wahlte 1939 dieses Wort.

DEFINITION 3.34. Seien f und g Funktionen. Wir sagen f ist Turing-
reduzierbar auf g, in Zeichen f <p g, wenn f rekursiv in g ist. Wir sagen
f und g sind Turing-dquivalent und schreiben f =7 g, wenn f <7 g und
g<r f.

Uberlegen Sie sich, dass <p transitiv, aber nicht antisymmetrisch ist!

DEFINITION 3.35 ( Post 1948). Die Aquivalenzklassen totaler Funktio-
nen unter der Turing-Aquivalenz heiBen Turinggrade. Die Menge aller Grade
heifit D. Die Quasihalbordnung (i.e. transitive Rel.) <p induziert eine Hal-
bordnung (i.e. antisymmetrische transitive Rel.) < auf den Graden. Die
Struktur (D, <) heifit die Halbordnung der Turinggrade. Die Struktur (£, <)
heifit die Halbordnung der r.e. Turinggrade.

2And thus once, gone even to Delphi, he dared to consult the oracle on his:
what does the god say? He certainly does not lie.






KAPITEL 4

Posts Problem, die “finite injury” Methode

DEFINITION 4.1. Undatiert. Sei « eine partielle Funktion. Die Menge
der in « partiellen rekursiven Funktion ist die kleinste Menge von Funktio-
nen, die

(1) die Ausgangsfunktionen o(z) = 0, S(z) = = + 1, pl(¥) = x; und «
enthélt und

(2) unter Verkettung, primitiver Rekursion und unter uneingeschréankter p-
Rekursion abgeschlossen ist. Uneingeschrinkte u-Rekursion bedeutet:
Die Bedingung VZ3yy(Z,y) = 0 wird fallengelassen und stattdessen
setzt man

P(T) =~ pyVz < yy(&, 2) L AY(E, y) = 0].
(Die heift nach unseren Konventionen: (&) ist nicht definiert, wenn
es kein solches y gibt.)

Vorsicht: Nicht immer gilt das analoge Resultat fiir Berechenbarkeit in
« statt Berechenbarkeit (Slang: “the result relativizes”), nicht einmal immer
fiir totale a.

DEFINITION 4.2. Sei P die Menge der partiellen Funktionen von N nach
N. Sei T' die Menge der totalen Funktionen von N nach N, fiir Mengentheo-
retiker 7 = NN,

Ein Funktional ist eine partielle Funktion F': P x N™ — N fiir k, m € N.
Ein eingeschrinktes Funktional ist eine partielle Funktion F': TF x N™ — N
fir k,m € N. Ein totales Funktional ist eine totale Funktion F: T* x
N — N fiir k,m € N. Es wird also nicht Totalitdt auf dem gréfleren Raum
gefordert.

Wir sprechen auch tiber (eingeschrinkte) Relationen auf Zahlen und
Funktionen, indem wir uns auf das charakteristische (eingeschrankte) Funk-
tional beziehen.

DEFINITION 4.3. [Kleene 1952] Seien «;, 1 < i < m, partielle Funktio-
nen. Das Funktional F'(aq, ..., ap,Z) ist ein partielles rekursives Funktional,
wenn es aus

(1) den Ausgangsfunktionen o(z) = 0, S(z) = =z + 1, p}'(¥) = x; und den
Qi 1<:i< m,

(2) durch Verkettung, primitive Rekursion und uneingeschriankte u-Rekursion
herstellbar ist.

37
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Dies bedeutet, dass AZ.F(aq, ..., an, Z) uniform partiell rekursiv in den
«;’s ist.

ProposITION 4.4 (Die Einsetzungseigenschaft. Kleene 1952). Wenn
F(a, z) und G(B,x) partielle rekursive Funktionale sind, dann ist such

H(a,z) ~ G(A\z.F(a, z2), )
ein partielles rekursives Funktional.

SATZ 4.5 (Der Satz von der Normalform fiir partielle rekursive Funktio-
nale, Kleene 1952). Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion U und fiir jedes
m,n € N ein primitiv-rekursives Prddikat Tp, n, so dass fir jedes partielle
rekursive Funktinal in m Funktionsvariablen und n Zahlvariabalen ein Index
e existiert, so dass:

1. YAVZ(F (a1, -y Qpy T1y - - -5 Tp) $4
FyTmm(e, 1, .., Tn 00,0, Y)).

2. Flan,...,0m, &1, .., &n) XUy Tmn(e, T, o, Tpy 1y ooy Quny Y))-

Beweis: Wir konnen die Funktionen «; nicht in den Berechnungen ver-
wenden, da sie womoglich nicht rekursiv sind. Daher beniitzen wir nur end-
liche Anfangstiicke ihrer Graphen. Wir weisen hier nur auf die Anderungen
im Vergleich zum Beweis des Theorems 2.1 hin.

1. Der Index eines partiellen rekursiven Funktionals kann wie gehabt
definiert werden, wir fligen nur Klauseln fiir die Funktionsargumente «;
hinzu, als ob sie Ausgangsfunktionen wéren.

2. Wir zeichnen wie gehabt Berechnungsbdume. Einige Knoten tragen
nun die Beschriftung a;(z) = z.

3. Den Knoten der Berechnungsbiaume werden Zahlen der Art

(e,(x1y... xn), (1(K),...,an(K)),z)
zugeordnet, wobei

a(K) = T ™"
k<K
der Anfang des Wertverlaufs for « ist und, falls (k) undefiniert ist, der
entsprechende Faktor ausfallt.

4. Die Definition von 7 bleibt dieselbe auBer lokalen Anderungen in
den Klauseln des Typs B(y) fiir die atomaren Baume: Fiir die Knoten mit
Beschriftung a;(z) = z mufl dann &;(x + 1)(x) = z eingesetzt werden.

5. Tm,n ist definiert durch

Tmn(€, @1,y Tny @ty ..y am, y) < T (y)A
W1 =eN(Y2=(T1,...,Tn)
Ag((y1.3) = m A (Vi)i<icm@i(1g((y)1.3.4)) = (¥)1,34)-
6. Da die Knoten im Berechnungsbaum nun Quadrupel sind, haben wir

Uy) = (3/)1,4-
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O

SATZ 4.6 (Der Satz von der Normalform fiir eingeschrankte partielle re-
kursive Funktionale, Kleene 1952). Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion
U und fir jedes m,n € N ein primitiv-rekursives Prddikat Ty, von nur
numerischen Variablen, so dass fir jedes eingeschrdnkte partielle rekursive
Funktional in m Funktionsvariablen (fir totale Funktionen!) und n Zahlva-
riabalen ein Index e existiert, so dass:

1. va(F(gla -5 9ms L1y - - - axn) \lf
A Elmi,n(eaxl) e 'a$nvg1(y)7 s 7g;n(y)7y))

2. F(g1,-- s 9msT1s -y ) 2 Uy Tmnle, z1, .o Tn, G1(Y), - gm(Y), ¥))-

Beweis: Ganz ahnlich wie oben.

DEFINITION 4.7. Seien e,n,s € N. Unter s kann man sich stage, Sta-
dium, oder Schrittzahl vorstellen. Sei A C N.

1. 3™ oder {e}" ist die e-te in A partielle rekursive n-stellige Funktion:
Pe p g
@ (F) = {e}™(@) =~ U(uy(Tanle, T, caly),y)))-

2. @ézsn oder {e}2™ ist die Approximation bis zum Berechnungsbaum der
Grofle s fiir die e-te in A partielle rekursive n-stellige Funktion:

(@) ~ {e} (@) = U(uy(Taa (e, 7, caly), y) Ay < ).
Wir haben also:

An(z 2
An(=) o (oA ~ | e (F) wenn (Jy < s)Tna(e, 7, ca(y),y)
Pe (T) 2 {es (@) = { undefiniert  sonst.

DEFINITION 4.8. Wir schreiben WA = dom (") und W™ = dom(p2)").

KOROLLAR 4.9. Kleene 1952 Wenn F(a,x) ein partielles rekursives
Funktional ist und F(a,x) ~ y, dann gilt die Kompaktheit: Es gibt eine
endliche Funktion u C «, so dass F(u,x) ~ y, und es gilt die Monotonie,
a C B impliziert F(5,z) ~ y.

Welche Grade kennen wir?

DEFINITION 4.10. o/, gelesen “o jump” oder ,der Sprung von o”, ist der
Grad von K (oder von Kj), o ist der Grad der rekursiven Mengen.

Natiirlich ist o # o'.
PROPOSITION 4.11. A r.e. Dann ist deg(A) < o'.

Beweis: A = W, fiir ein e. Dann ist x € A <+ (z,¢e) € Ky. Der Beweis
fiir K anstelle von K geht am besten mit dem s-m-n-Satz. Fiihren Sie ihn
als Ubung. O
o’ ist also maximal unter den Graden rekursiv aufzahlbarer Mengen. Gibt
es noch weitere Grade?
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PROPOSITION 4.12. A <p B gdw (Iz)(Vy)(y € A <+ y € WP) und
(F2)(Wy)(y € A ¢+ y e WP).

Beweis: Dies ist die auf B-Berechenbarkeit und B-Aufzahlbarkeit rela-
tivierte Form von Satz 3.17. O

FRAGE 4.13 ( Post 1944. “Post’s problem”). Gibt es eine r.e. Menge A,
so dass A nicht rekursiv ist und K L1 A ist?

Wir folgen nun Hartley Rogers Juniors Darstellung aus dem Klassiker
der Rekursionstheorie: “Theory of Recursive Functions and Effective Com-
putablilty” MIT Press 1987, unverdanderter Nachdruck der Auflage von 1967,
pp- 163 — 166. In Odifreddis Buch nimmt die Beantwortung der Postschen
Frage 35 Seiten in Anspruch und ist daher fiir unsere kurze Vorlesung nicht
geeignet, obwohl Odifreddis Darstellung natiirlich ausgezeichnet ist. Posts
Frage war zwolf Jahre offen, und Odifreddi beschreibt die geschichtliche Ent-
wicklung zahlreicher Versuche bis zur Losung durch Friedberg und Muchnik
1956, unabhangig voneinander.

Sie konnen in Odifreddi (pp 250 — 304) finden, warum nur so eine inkon-
struktive Methode (finite injury priority method genannt) zum Ziel fithren
kann.

Beweise des Friedberg-Muchnik-Satzes stehen im genannten Buch von
Rogers Seite 163-166, in Soares Recursively Enumerable Sets and Degrees
S. 118-120, Oddifreddi, Classical Recursion Theory S. 194-304, S. Barry
Cooper, Computablility Theory S. 238-241, [1]. Welcher spricht Sie am
meisten an?

SaTz 4.14 (Friedberg, Muchnik, 1956). Es gibt zwei r.e. Mengen A und
B, so dass A £ B und B £p A.

DEFINITION 4.15. Wir kodieren endliche Mengen {ny,...,ng_1} durch
Dualentwicklungen u = >, ;. 2. Diese Kodierung hat eine rekursive Um-
kehrung: Fiir u =Y, 2" setzen wir D,, = {n; : i < k}.

LEMMA 4.16. Es gibt eine rekursive totale Funktion p, so dass fiir alle
endlichen D

WP ={z : Ju,v,wz,u,vw) e W,y ADy € DA D, C D}

Beweis: Wir niitzen den Kompaktheit und die Monotonie der Orakel-
berechnungen und den Normalformensatz fiir eingeschrénkte Funktionale.
Genaues kénnen Sie auf Seite 254 in Proposition II1.1.4. in Odifreddi nach-
lesen. O

Wir bezeichnen mit (W?F), die Menge derjenigen x, die in < n Re-
chenschrittten in W, .y gefunden werden (fiir geniigend groies n, so dass die
Priifungen D,, € D und D, C D auch innerhalb dieser Schritte durchgefiihrt
sind und erfolgreich verlaufen sind).
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LEMMA 4.17. Seien die A; endliche Mengen und A;x1 2 A; und A =
U A;. Dann gilt

Va,z(a € WA = (3m = m(a, z, (4;):))(Vn > m)(a € (WA),)).

Beweis: Sei a € WA, Dann werden zu dieser Verifikation nur endlich
viele Anfragen an das Orakel gestellt, sagen wir, Anfragen an A | m’' =
ANnA{0,1,...,m —1}. Dann gibt es ein m > m/, so dass fiir alle n > m
Alm' =A, | m. O

Beweis des Satzes 4.14: Wir miissen Anweisungen fiir die Aufzdhlungen
von A und B geben und sicherstellen, dass es zwei Funktionen f und g gibt,
so dass

(V2)(f(x) € A& f(z) € W)
(also fiir alle x, A # W2) und
(Vz)(9(x) € B > g(x) € W),

Dann gilt: V2 A # W2 und daher nicht A <7 B. Denn letzteres ist nach
der nach B relativierten Fassung von Satz 3.17 dquivalent zu

Gz A=WPANIyA=wp.

Ebenso folgt dann VoB # W2

In Odifreddis Buch wird gezeigt, dass solche f und g nicht rekursiv sein
koénnen.

Die Konstruktion dieser A und B wird in Schritten vorgenommen. Ein
Schritt zerfillt in mehrere Teilschritte, die nicht gezdhlt werden. FEnorm
wichtig ist der Zéhler 2n 4+ 1 oder 2n + 2 fiir die jeweilige Schrittzahl.

A und B werden als aufsteigende Vereinigungen endlicher Mengen kon-
struiert. Am Anfang besteht die A-Liste aus N und die B-Liste aus N.

A, = {x : x erhélt ein + in der A-Liste in einem Schritt < n}.

B, = {x : x erhalt ein + in der B-Liste in einem Schritt < n}.

Am Schluss setzen wir A = {J,, An, B = U,, Bn. Die gesetzten +-Zeichen
werden nie mehr weggenommen. Auflerdem gibt es noch —Zeichen und
zweimal unendlich viele Marken

1, 1 € w, fir die A-Liste

li,, i € w, fiir die B-Liste.

Die Marken sitzen in der Grofle ihrer Aufschriften auf den Listen. Man zeigt
induktiv iiber die Schrittzahl, dass dies zu jeder Schrittzahl stimmt. Wenn
eine Marke bewegt werden muss, dann miissen sich auch alle Marken auf
der selben Liste, die eine hohere Beschriftung tragen, mitbewegen. Im n-ten
Schritt sind n Marken gesetzt. Marken diirfen nur zu grofleren Elementen
derselben Liste verschoben werden. Wir werden zeigen, dass jede Marke nur
endlich oft verschoben wird. Minusse diirfen in Plusse verdndert werden.
Plusse verschwinden nie mehr.
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Wenn sich die Marke 1 nicht mehr bewegt, dann wird sie auf einer
Zahl z; stehen, so dass x; € A <+ x; hat ein + < x; € WJB.

Wenn wir dies fiir jedes 1 arrangieren kénnen, dann haben wir (V) (3z;)(z; €
Az e WJ-B ) und daher A £ B. Umgekehrt arragieren wir fiir alle Mar-
ken mit Index 2: Wenn sich die Marke 2 nicht mehr bewegt, dann wird
sie auf einer Zahl x; stehen, so dass z; € B <+ z; hat ein + < z; € W]A.

Definition: Zu jeder Schrittzahl sagen wir eine Zahl ist frei in einer Liste,
wenn keine groflere oder gleiche Zahl ein + oder ein — oder eine Marke k
tragt. Eine Zahl heifit vakant zu einer Schrittzahl, wenn sie kein Pluszeichen
tragt.

Schritt 1: Setze @1 auf die 0 der A-Liste.

Schritt 2: Setze @2 auf die 0 in der B-Liste.

Schritt 2n +1: Setze 1 auf die kleinste freie Zahl in der A-Liste. Seien

(notwendigerweise aufsteigend ) aén), agn), e ,a%n) die gegenwirtigen Stellun-

gen der Marken @1, ...,[n];. Berechne n Schritte in der Aufzdhlungen von

W({SQna IBQna sy WnBQn also (WOBQn)TLa ( 1an)n LR (WnBQn)" (dle alle
each vor n liegen). Sei ag-n) das kleinste Element von {aén), . ,a%n)}, das

vakant ist und das in (VVjB 2n),, vorkommt. Wenn es kein solches ag-n) gibt,

dann gehe zu Schritt 2n 4+ 2. Wir setzen ein + auf a§~n) in der A-Liste und
ein — auf jede der vakanten Zahlen in der B-Liste, deren zu Bs,-Gehoéren
ausgenutzt wurde zur Berechnung von agn) € (VVjBZ”)n. Wenn j < n, dann
bewege alle Marken in der B-Liste 2, j <1 < n, zu groferen Zahlen,
namlich zu den ersten n — j freien Zahlen in der B-Liste (also der B-Liste
zum Zustand 2n + 1.

Schritt 2n + 2: Setze [n], auf die kleinste freie Zahl in der B-Liste.
Seien (notwendigerweise aufsteigend) bén),bgn),...,b%n) die gegenwartigen
Stellungen der Marken @2, ...,[n],. Berechne n Schritte in der Aufzédhlun-
gen von W64 et WlA L Wizt Gej b§") das kleinste Element von
{b(on), ... ,bsln)}, das vakant ist und das in (W]AQ”“),L vorkommt. Wenn es

kein solches bg-n) gibt, dann gehe zu Schritt 2n+ 3. Wir setzen ein + auf bg-n)

in der B-Liste und ein — auf jede der vakanten Zahlen in der A-Liste, deren
zu Agp1-Gehoren ausgenutzt wurde zur Berechnung von bg-n) € (W]AQ"“)H.

Wenn j < n, dann bewege alle Marken in der A-Liste 1, j <i<mn (be-
achten Sie den Unterschied zur ungeraden Schrittzahl!), zu groBeren Zahlen,
némlich zu den ersten n — j freien Zahlen in der A-Liste.

Induktiv iiber n zeigt man, dass [n], und [n}, nur endlich oft bewegt
werden: @1 wird niemals bewegt, @2 wird hochstens einmal bewegt, 1
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wird hochstens einmal bewegt fiir jede Stellung von @2, also hochstens
zweimal. 2 kann hochstens einmal bei jeder Stellung von @1 und von
1 bewegt werden. Durch Addieren 3, ,2° = 2¥ + 1 — 1 und nach oben
Abschétzen erhdlt man 2 wird hochstens 2%/ — 1 Mal bewegt.

Sei f(x) die Schlussstellung von [x], und sei g(x) die Schlussstellung
von [x],. Wir nehmen an, dass f(z) € A. Dann erhélt f(x) ein + zu einer
Schrittzahl 2n + 1. Kein Minus, das genau nach Schritt 2n + 1 auf der B-
Liste steht, wird jemals in ein Plus verwandelt in einem Schritt > 2n + 1,
denn die Marken 2, die auf der B-Liste vor dem Aenderungspunkt —

stehen, hatten k < x, da die Marken 2, n > k' > x ja nach der letzten
Anweisung fiir den Schritt 2n + 1 ins freie Feld rechts der schiitzenswerten
Minusse geschoben werden, also weiter rechts als Stellung n auf der B-Liste.
Wenn aber in einem Schritt nach 2n + 1 ein k£ < z mit Marke 2 vakant
wire und ein Minus zu einem Plus édndern wiirde, dann wiirde [x|, wieder
zu einer groBeren Zahl bewegt und neu bearbeitet, und die Marke [x], hétte
also noch nicht in der Schlussstellung erreicht. Also ist f(x) € W5,
Umgekehrt, wenn f(z) € W2, dann gibt es ein m, so dass f(z) €
(WBzn),, fiir alle n > m, und, da f(z) die Schlussstellung von [x]; ist, muf
f(z) ein + erhalten, und daher ist f(z) € A.
Genauso zeigt man g(z) € B < g(x) € W2, Also A £7 B und B %1 A.
O

Nun werdem wir auch Hartley Rogers Jr. untreu und folgen von nun an
dem technischsten der mir bekannten Rekursionstheoriebiicher: Robert I.
Soare, Recursively Enumerable Sets and Degrees, Springer 1989. Im Lichte
von Soares Darstellung ist die Beschreibung des Beweises mit den Marken,
Plus- und Minuszeichen zu “anthropomorphic”. Wir steigen ein auf Seite
122, Theorem 3.1.

DEFINITION 4.18. A heifit einfach (simple), wenn A r.e. ist und A un-
endlich ist und fiir alle e gilt: W, N A # (), falls W, unendlich ist.

UBUNG 4.19. Wenn A einfach ist, dann ist A nicht rekursiv.

SATZ 4.20 (Vorstufe zu Sacks’ Splitting Satz). Sei C' r.e. und nicht re-
kursiv. Dann gibt es eine einfache Menge A, so dass C L1 A.

Beweis: Fiir jedes e € w sind folgende Forderungen zu erfiillen:
N, : C # ¢t

P. : W, unendlich — W, N A # (.

N, steht fiir negativ, P, steht fiir positiv.
Sei (Cs : s < w) eine rekursive Aufzéhlung von C. Die Konstruktion
von A:
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DEFINITION 4.21. u(A, e, z,s) = 1+die groite Zahl, die in der Berech-
nung vorkommt, wenn cpés () } und = 0 sonst.

w(A, e, x) = min{u(A, e,z,5) = ¢/ (z) 1}, falls of(x) |,
77 undefiniert, falls of! () 1

u heifit die use function.

Schritt s = 0. Sei Ag = 0.
Schritt s + 1: Sei As schon definiert. Wir definieren fiir jedes e

length (e, s) = max{z : (Vy < 2)i(y) 4= Cs(y)};
restraint r(e, s) = max{u(As,e,z,8) : x < {(e,s)}.
Wir sagen, dass P; im Stadium s+ 1 bearbeitet werden muf}; wenn ¢ < s
und W; s N As = 0 und
(Fz)(x e Wis Ax>2i A (Ve <i)r(e,s) < x).
Wir nehmen in A4 fiir jedes i ein kleinstes x auf, so dass = bezeugt, dass

P; bearbeitet werden mufl im Zustand s+ 1. Wir sagen, dass P, im Stadium
s + 1 bearbeitet wird.

BEMERKUNG 4.22. Sei e fest. Wir nehmen an, dass kein P; fiir j < e
im Stadium s + 1 bearbeitet wird. Dann gelten:
(1) Fir y < {(e,s) und z € Agy1 . As haben wir z > u(A, e,y, s) und

AS S .
Coti(y) I= 0t (y) 1= 02i(y) = Cu(y)
und u(AS+17 e,yY,s+ 1) = U(Asa €Y, 8)-

(2) Fir y = l(e,s) und z € A1 N Ag ist z > u(As,e,y,8), da in der
Definition von r(e,s) x < £(e, s) steht, und daher folgt aus cpég(:n) N
dass

et (y) b= it (y) 1= ¢i(y) # Csly)
und U(AS+1? €,Y,s + 1) = U(Asu €Y, S)-
Die negative Forderung N, kann im Stadium s + 1 (hochstens) verletzt

werden durch ein Element z, wenn =z < r(e,s) und z € Agy1 \ As. Diese
Elemente, fiir alle s zusammen genommen, bilden eine r.e. Menge

I ={z : (3s)(z € Asy1 ~As ANz <r(e,9))}.

|I.] < e, da jedes N. hochstens einmal durch jedes P;, i < e, verletzt
wird, woraufhin P; fiir immer erfiillt wird.

LEMMA 4.23. (Ve)(C # ¢2).

Beweis: Wir nehmen an, dass C' = ¢2. Dann ist lim, £(e, s) = co. Wir
nehmen ein s, so dass N, in keinem Stadium nach s’ mehr verletzt wird.
Dann werden wir, im Gegensatz zu unsrer Voraussetzung, C' berechnen:
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Um C(p) zu berechnen, nehmen wir das kleinste s > ', so dass ¢(e, s) >
p. Durch Induktion {iber ¢t > s folgt

(x)(Vt > s)(L(e,t) > p Ar(e,t) > max{u(As, e, x,s) : © < p}),
und daher is goé; (p) = ¢2s(p) = ¢2(p) = C(p), und daher ist C rekursiv.

Nun beweisen wir (x). Wir nehmen an, dass es fir ¢ gilt. Nach der
Bemerkung sichern r(e,t) und s > §', dass A;y1 | 2 = Ay | 2 fir alle z, die
in cpéff(m) = y verwendet werden, fiir alle z < p. Daher ist 9022111 () =y und
daher f(e,t + 1) > p, auBler wenn Cyi1(z) # Cy(x) fir ein x < (e, t). Aber
wenn Cy(x) # Cs(z) fur ein ¢ > s und minimales = < p, dann sichert die
Definition von r(e,t) und “< {(e,t)” darin, dass die Ungleichung Cy(z) #
cp?,’i () fiir immer erhalten bleibt, im Gegensatz zu unsere Annahme C' = 2.
Widerspruch.

Sacks’ Strategie wird manchmal beschrieben als eine, die Ubereinstim-
mungen erhalt. Aber es ist auch entscheidend, dass mindestes eine Nicht-
iibereinstimmung erhalten wird, wenn dies moglich ist. Die Nichtiibereinsti-
mung wird erhalten, da C r.e. ist und Cs(z) nur von 0 zu 1 gedndert werden
kann und nicht umgekehrt. ([l

LEMMA 4.24. Fir jedes e gibt es ein t so dass fir alle s >t r(e,s) =
r(e,t). (Wir schreiben r(e,t) = limgr(e,s) und dberlegen Sie sich, dass
schliefliche Konstanz die einzige Moglichkeit fiir die Fxistenz eines endli-
chen Grenzwertes in w mit der diskreten Topologie ist.)

Beweis: Nach dem vorigen Lemma gibt es ein p, so dass p = pz(C(z) #
©2(x)). Wir nehmen ein geniigend grofies s', so dass fiir alle s > s’ folgendes
gilt:

(1) (Vo < p)(pos(@) I= 9l (@),
(2) (Vo <p)(Cs(z) = C(x)) und
(3) N, wird nicht verletzt im Stadium s.
Erster Fall: (Vs > s’)cpég(p) 1. Dann r(e, s) = r(e, ') fiir alle s > s'.
Zweiter Fall: gpéi(p) 1 zu einem Stadium ¢ > s. Dann ist (pé;(p) =
goéi (p) fir alle s > ¢, weil {(e,s) > p. Nach der Definition von r(e, s) bleibt

die Berechnung gpfj (p) immer erhalten. Daher ist ¢2(p) = cpég (p). Aber
Cp) # 2 (p)-

Daher ist (Vs > t)(Cs(p) # gpég(p) NL(e,s) =pAr(es)=r(et)) und
r(e,t) = limgr(e, s). O

LEMMA 4.25. (Ve)(W. unendlich — W, N A #0).



46 4. POSTS PROBLEM, DIE “FINITE INJURY” METHODE

Beweis: Nach dem vorigen Lemma ist r(i) = limgr(i,s) fir ¢ < s und
R(e) = max{r(i) : i <e}. Dann impliziert

(Fx)(x € We Az > 2e ANz > R(e)),

dass W, N A # (. Die Bedingung = > 2e impliziert, dass A unendlich ist,
und daher ist A einfach. O

DEFINITION 4.26. Ein Grad a < o’ heifit niedrig oder low, wenn a’ = o’
(das heifit, dass der Sprung von a den niedrigsten moglichen Grad hat)
und hoch oder high, wenn a’ = o’ (also a’ den hochsten moglichen Grad an-
nimmt.) Eine Menge A ist niedrig/hoch, wenn ihr Grad deg(A) niedrig/hoch
ist.

SATZ 4.27 (Sacks’ Splitting Theorem, Sacks 1963). Seien B und C r.e.
Mengen und sei C nicht rekursiv. Dann gibt es low r.e. Mengen Ag und Ay,
so dass

(1) AoUAlzBundAoﬂAlz(b.
(2) CﬁTz‘lZ de‘iZO,l.

Beweis: Wir nehmen an, dass B unendlich ist, denn sonst ist das Re-
sultat trivial. Diese Annahme beeintrichtigt jedoch nicht die uniforme Be-
rechenbarkeit von Ay, A; von B und C aus. Seien (Bs)scw und (Cs)sew
rekursive Aufzihlungen von B und C, so dass By = () und |Bsy1 \ Bs| =1
fir alle s. Wir werden rekursive Aufzéhlungen (4;s)scw, ¢ = 0,1, fiir A;
geben, die die einzige positive Forderung

T € Bsy1 N\ Bs —~ (x € A073+1 Ve A175+1)
in die negativen Forderungen fiir ¢ = 0,1 und alle e
Ne,i : C 7é @?i

erfiillen. Die Niedrigheit von A; wird automatisch aus den negativen Forde-
rungen folgen.

Stadium s = 0: Wir setzen A;o =0, ¢ =0, 1.

Stadium s+ 1: Fiir A; s definieren wir die rekursiven Funktionen ¢ (e, s)
und (e, s) wie im Beweis des vorigen Satzes. Sei x € Bsy1 ~\ Bs. Wir
nehmen das kleinste (¢/,4’), so dass = < r‘(e, s) und nehmen dann dieses in
Ai_y 541 auf. Wenn es kein solche (€¢/,7') gibt, dann nehmen z in Ay auf.

Um zu sehen, dass die Konstruktion gelingt, definieren wir die Menge
der woméglich verletzten Bedingungen I’ wir im Beweis des vorigen Satzes.
Durch Induktion tiber (e, i) zeigt man fiir alle e, i

(1) I! ist endlich,
(2) C# @, und

(3) ri(e) = limg (e, s) existiert und ist endlich.
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Mogen (1), (2) und (3) schon fiir alle (k,j) < (e,i) gelten. Nach (3)
nehmen wir ein ¢, so dass r(k, s) = r(k) fir alle (k,j) < (e, ) fiir alle s > t¢.
Dann nehmen wir 7 > 7J(k) fiir alle solchen k. Wir nehmen ein v > ¢, so
dass B [ r = B, [ r. Dann ist N/ ; nach Stadium v nie mehr verletzt und
daher gilt (1) fiir (e,7). Dann folgen wie in den ersten beiden Lemmata im
Beweis des vorigen Satzes auch (2) und (3).

Um zu sehen, dass alle A; niedrig sind, definieren wir eine rekursive
Funktion g wie folgt.

Poe) () = {
Nun haben wir fiir ¢ = 0,1

¢ € A} 6 () 1> 93 (0) = C0) T €(g(c). 5) > 0,

C(0), wenn y = 0 und X (e) |,
undefiniert, sonst.

also ist A} von der syntaktischen Komplexitit AY, da ¢ und f rekursive
Funktionen sind und da lims(g(e), s) existiert. Daher ist nach einem Satz
von Post A <p o' O

UBUNG 4.28. Beachten Sie, dass die Verletzungsmengen I! zwar end-
lich sind, es jedoch keine rekursive Funktionen f(e, i) als Obergrenze ihrer
Michtigkeit 12| < f(e,i) gibt. Beweisen Sie dies!

DEFINITION 4.29. Der Grad von A’ = {(z,¢e) : ¢2(z) |} (welcher mit
dem Grad von {z : ¢2(z) ]} iibereinstimmt) der Jump von A/=7.

SATz 4.30 (Das Jump Theorem, siehe z.B [10, Theorem IIT 2.3]). (1)
A ist r.e. in A.
(2) A" £ A.
(3) B istr.e in A gdw B <y A'.
(4) B ST A gdw B/ Sl A/.
(5) A st r.e. in B gdw A ist r.e. in B.

PROOF. (1) und (2) sind die relativierte Form der fiir A = () bekannten
Séitze. (3) B = WA heiit x € B ¢ (e, z) € Kg', also B <1 A'. (4) Vorwiérts:
B <7 A impliziert: B’ ist r.e. in A. Riickwérts: B’ istr.e.in A. B, B < B’
Das Komplement eines Orakels hat die gleiche Berechnungskraft wie das
Orakel selbst. O

DEFINITION 4.31. Die Arithmetische Hierarchie. A C N heifit ¥ =
Iy = Ay, gdw A rekursiv ist. (A; iiber einen primitiv rekursiven Kern.)
Dann immer mit unbeschranktem Quantor iiber die natiirlichen Zahlen auf-
steigen.

SATZ 4.32. “Post’s Theorem” (Siehe z.B [10, Theorem IV 2.2])
(1) B ist X1 gdw B ist r.e. in einer I1,,-Menge.
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(2) o™ ist ¥, -vollstindig fir alle n > 0.
(3) B ist Xpq1 gdw B ist r.e. in o™,
(4) B ist Apiq gdw B <7 o™,

PROOF. (4) Bist A, ;1 gdw B, BX, 41 gdw B, B r.e. in o™ also B <p
o". U

Nun widmen wir uns einer Hausaufgabe von Blatt 7. Sei a U b das
Supremum der Grade a, b.

SATZ 4.33. Es gibt eine r.e. Menge {(n,A,) : n < w} von r.e. Graden
a, = An/=r,n €w, so dass fir alle k € w fir alle paarweise verschiedenen
0y -y ipt1 € w fur alle £ €{0,...,k+ 1} gilt:

a;, gTaiOU---Uai471Uaie+lU---Uaik

PRrOOF. Wir folgen der Darstellung auf Seite 164/165 in Coopers Buch.
Wir teilen rekursiv w in unendlich viele unendliche paarweise disjunkte Teil-
mengen By, n € w. Dies geht durch eine rekursive Bijektion b: w X w — w.
B, = {b(n,i) : i € w}. Ansatz: a, = A,/ =1, A C Bn, x4, | By =
U{an,s @ s € w}, fir jedes s, ans Cend Ons+1. Also domain(oy, ) C By,.
Die Variable s steht wie immer fiir stage.

Wir setzen fiir n € w,

P,={(z,Y) : 2€{0,...,n},Y C{0,...,n} ~ {x}}.

Bs gilt 2"t — 1 < |P,| < 2" x (n+1).
Schritt 0: Wir setzen oy, o = 0 fir jedes k.
Wir setzen

n—1

dn = Z |Pn‘

m=0

Sei fn: [gn,qn+1) — P, eine Surjektion, so dass (fy, ), uniform berechenbar
ist.

In den Schritten s € [gn,qn+1) erledigen wir die Aufgabe R(f,(s),n)
fiir die Konstellation f,,(s) = (z(s),Y (s)) € P, fur das Turingprogramm n,
d.h., wir arrangieren fiir z; = min(B, ) \ domain(a,(s)s))

max{aj s41:JEY(s)}

a:v(s),s—l—l(zs) # ¢n (ZS)'
(Das Maximum entspricht gerade der charakteristischen Funktion des Turing-
joints)
Dies tun wir wie folgt: Sei z; = domain(ayy),s)-
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1. Fall: Es gibt eine Enderweiterung 7 von max{a; : j € Y(s)}, ! so
dass ¢ (zs) = k € {0,1}. Suche rekursiv das kleinste (in einer lexikographi-
schen Ordnung von 2<%) solche 7, und setze

Ay (s),s+1 = Qg (s),s - <ZS7 1- k)
ajsr1, sodass max{aj.q1 : JEY(S)=TA

|J dom(ss+1) = dom(r)

JEY (s)
2. Fall Es gibt kein solches 7, Wie setzen
Qjsyl = Qs O fiiralle j € Y(s)U{z(s)}

Alle anderen o5, j & Y(s) U{x(s)}, werden im Schritt von s auf s+ 1 nicht
verlédngert.

Auf Seite 164 unten steht, warum dann im Ende alle Forderungen erfiillt
sind.

Nun liest man auf Seite 165 in Cooper nach, dass diese Konstruktion
tatséchlich eine r.e. Menge von r.e. Mengen {(n, A,) : n € w} gibt. O

lGenauer ist gemeint, dass 7 auf der Menge \U{B; : j € Y(s)} eine Enderweiterung
von max{ca; s : j € Y(s)} ist und auf der Menge dom(7)\|J{B; : j € Y (s)} konstant 0 ist.
Die endliche vielen ag s, k € {0,...,n} ~ (Y (s) U{z(s)}), die in dem stage s € [gn, Gn+1)
auch schon etwas gewachsen sein konnen, sind ungleich 0 héchstens auf ihrem jeweiligen
By und tragen nichts bei.






KAPITEL 5
Die infinite injury priority Methode

Nun folgen wir Soare, Recursively Enumerable Sets and Degrees, Sprin-
ger 1987. Kapitel VIII.
Sei (As; : s € w) eine rekursive Aufzidhlung einer r.e. Menge A. Wir
definieren
0 — { pr(r € As N A,-y), wenn Ag N A,y # 0,
| max(AsU{s}) sonst.

50 s(Agi ) = (pég(:v), wenn dieses def. ist und u(As; e, z,8) < as,
Pe,sl s T) = undefiniert, sonst.
WAy ez, 5) = { u(As;e,x,s)  wenn Qe 4(As; x) definiert ist,
0, sonst.
T={s: As]as=A]as}
ist die Menge der wahren Berechnungsschritte von (45 : s < w). T is
unendlich, da {s : (V¢ > s)(a; > as)} unendlich ist, da wiederum {as : s € w}
unendlich ist.
T ist unendlich und T' =7 A uniform in der Aufzdhlung von A. Es gilt
(Vt € T)(Pert(Ap; ) =y —
(Vs > t)(Qe,s(As; ) = pe(A;x) =y AN U(Ass e, 2, 8) = u(Ay e, z,1))).
Die einfachste Anwendung dieser Methode ist das Dicke-Teilmengen

Lemma (thickness lemma).
Hierzu benétigen wir einige Definitionen:

DEFINITION 5.1. Sei A C w. Dann definieren wir
A = {(z,y)  Fel(z2) € ANz =y)}

und Al<vl = Uzey ALl A C B heift eine dicke Teilmenge von B wenn

AWl =* B fiir alle y. B heift stickweise rekursiv, wenn fiir alle y, B
rekursiv ist.

Das folgende Lemma wurde 1961 von Shoenfield im Fall C' = o’ be-
wiesen. Fiir allgemeines C verlangt das Lemma Sacks’ Erhaltungsmethode
zusammen mit der infinite injury Methode, so wie sie zum ersten Mal von
Sacks 1963 entwickelt wurden. Wir folgen der Lachlanschen Darstellung von
1973. Auch ag, ¢, @ und T wurden von Lachlan eingefiihrt.

51
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SATZ 5.2. Thickness Lemma. Sei C r.e. und nicht rekursiv und sei B

stiickweise rekursiv und r.e. Dann gibt es eine dicke Teilmenge A von B, so
dass C L1 A.

Beweis: Wir halten rekursive Funktionen (Bs)sew und (Cs)sew, die B
und C aufzéhlen, fest. Sei Ag = (). Zu gegebenem (A;);<s definieren wir
gbé; we oben. Wir definieren die anderen Funktionen wie in der Vorstufe zu
Sacks’ Splitting Satz (Satz 4.20), aber mit @, s anstelle von e 4:

length (e, ) = max{z : (Vy < )@e,s(Asiy) 4= Cs(y)};
restraint #(e, s) = max{a(A, e, z,s) : x < (e, s)}.
injury set I, = {z : (3v < s)(x € Ay ~ Ay Az < (e, v))}.
i~ Ui..

Nun lesen wir dies alles fiir (A¢)i<s.
Um die Forderungen

P,: Bl =Aldud N,: C+# o, eecw,
le]

zu erfiillen, nehmen wir z in A ; auf genau dann, wenn = € Bﬁl und
x > 7(i, s) fir alle ¢ < e. Dann erhalten wir I, <p Al<el da

T € A[;e] = (z e ILoze fe,s)-

Um z € I, zu priifen, priift man erst z € A<, Da BI<d =* Al<ed ynd
ersteres rekursiv ist, geht dies. Wenn nein raus kommt, ist « & I.. Wenn ja
rauskommt, rechnet man = € fe, <7 aus und entscheidet dann.

Wir halten e fest und nehmen die Induktionsvoraussetzung, dass C # ga?
und Al =* Bl fiir alle i < e an. Dann ist Al<¢) =* BI<¢l rekursiv und daher
ist I, rekursiv. Die folgenden Lemmata sind &hnlich zu denen im Beweis des
Satzes 4.20, doch werden nur die wahren Stadien betrachtet.

In den kommenden beiden Lemmata geht es wiederum um die Funktio-
nen [ usf, die von Ag, s € w, aus definiert sind.

LEMMA 5.3. C # @2,

Beweis: Wir nehmen indirekt an, dass C' = 2. Dann ist lim, {(e, s) =
0o. Wir zeigen nun C' <p I., und dies widerspricht der Nichtrekursivitét
von C, da die I, rekursiv sind. Um C(p) mit dem Orakel I, zu berechnen,
finden wir ein s, so dass @(e, s) > p und

(Vz < p)(V2)(z < u(As,e,2,5) = (2 € I,V z € Ay))

Solch ein s existiert, da C' = 4. Wie in den Bemerkungen vor Lemma 1
im Beweis zu 4.20 folgt nun induktiv fiir ¢ > s

A

(5.2) (Vt > s)(l(e,t) > p AT(e,t) > max{iu(As,e,x,s) : x < p})
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und daher is @ég(p) = ¢4 (p) = p2(p) = C(p) und daher ist C also

rekursiv. O

LEMMA 5.4. Sei T die Menge der wahren Stadien in der Aufzihlung
(As)sew von A. Dann ist limgep 7(e, t) < 0.

Daher gilt: Falls C # ®{ fiir alle i < e, dann ist limyer R(e,t) < 00,
fiir R(e,s) = max{r(i,s) : i <e}.

PROOF. Nach dem ersten Lemma wissen wir C' # ®Z'. Wir definieren
p = px[C(z) # P (A; 2).
Wir nehmen s’ € T so grof}, dass fiir alle s > s
(Vo < p)(Pes(As; ) = Do (A;2) A (Vo < p)(Cs(x) = C(x))).

1. Fall: (Vt > §)(t € T — ®.(Ay;p) 1). Dann ist fiir t € T, so dass
t>s:
l(e,t) = p AP(e,t) = max{a(Ay,e,z,5) : z < p}.
2. Fall: (Vt > s)[(t € T) A Bes(As, P) |]. Dann ist @ (A;p) = P s(Ag;p)
fir alle s > ¢ nach Gleichung (5.1). Aber C(p) # ®.(A;p). Daher

A~

(Vs > t)(l(e,t) = p Af(e, s) = (e, t) = max{i(As,e,z,s) : x < p}).

([
LEMMA 5.5. (Ve)Ald =* Blel,
Beweis: Jedes z € Bl so dass 2 > R(e) = limyer R(e,t), wird in Al

aufgenommen. ([l

Niitzliche Erlduterungen zur infinite injury priority Methode finden sich
auf in Soares Artikel [11].






(1]
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