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Sei X € V eine Menge. Wir definieren die folgenden Varianten des Auswahlaxioms:

AC,(X) (Abzdhlbare Auswahl auf X): Fiir alle {P, : n € w} mit (P, C X A P, # ), gibt es
eine Funktion f:w — V, so dass Vn € w(f(n) € P,).

DC(X) (Abhangige Auswahl auf X): Fir jedes R C X x X mit Vo € X3y € X((z,y) € R),
gibt es eine Folge (z,, : n € w), so dass Vn € w((xn, Tnt+1) € R).

AC,, (Abzihlbare Auswahl): Fir alle Mengen X gilt AC,,(X).

DC (Abhdngige Auswahl, dependent choice(s)): Fiir alle nicht leeren Mengen X gilt DC(X).
Aufgabe 1. Seien X und Y zwei Mengen, sodass es eine surjektive Funktion f:Y — X gibt.
a) Gilt die Implikation AC,,(Y) — AC,(X) in ZF?

b) Gilt die Implikation DC(Y) — DC(X) in ZF?

Bonus-Aufgabe. Zeigen Sie, dass die folgenden Implikationen gelten:
i) AC— DC
ii) DC — AC,

Aufgabe 2. Sei (V,, : a € On) die von Neumann-Hierarchie und WF = [JV,,. Seien z,y € WF.
a) Zeigen Sie, rk(z) = a < x € Voqg \ Vi

b) Berechnen Sie die folgenden Rénge in Abhéngigkeit von rk(x) und rk(y) fir beliebige « und vy :

Aufgabe 3. Welche Axiome aus ZFC gelten in V,,7

Riickseite beachten!

Abgabe bis Dienstag 16.5.2023, 10 Uhr.
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Aufgabe 4. Die N-Universitéit: Die Anforderungen um an der X-Universitéit zu promovieren, sind
lediglich die Kurse [, fiir jedes 0 € w<“. Die Voraussetzungen fiir [o | sind alle Kurse [7], fiir ein 7,
dass aus o entsteht, wenn man einen Eintrag n aus o durch eine endliche (méglicherweise auch leere)
Folge von natiirlichen Zahlen echt kleiner n ersetzt. So lehrt Sie z.B. |2,1,7, 1| alles iiber die Folge

(2,1,7,1), und hat als Voraussetzung unter anderem |1,7,1,0,1,1,0,1,7,1],12,1,5,5,4,0,1,1|

D lehrt Sie alles iiber die leere Folge () und besitzt keine Voraussetzungen.

1. Zeigen Sie, dass die Relation (7,0) € R :& ist Voraussetzung von [o |, fundiert ist; d.h.
Sie kénnen in ordinal vielen Semestern promovieren.

2. Berechnen Sie die Rangfunktion rkp : w<* — On von R, wobei rkp(z) das erste Semester
angibt, in dem Sie frithestens Kurs [z | belegen kénnen. Es ist nicht méglich, in einem Semester
zwei Kurse zu belegen, die aufeinander aufbauen.

Hinweis: Da eine Rangfunktion niitzlich ist, um Fundiertheit zu zeigen, kénnen Sie auch zuerst den
zweiten Aufgabenteil bearbeiten.

Abgabe bis Dienstag 16.5.2023, 10 Uhr.



