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Aufgabe 1. Es sei M ein abzéahlbares, transitives Modell eines geniigend grofien Fragmentes von
ZFC, P € M eine nicht-leere Halbordnung und G ein P-generischer Filter iiber M. Seien auflerdem
p,q,r € P. Wir definieren einen P-Namen

7:={{0,p), {0, 9)},7)}.

Berechnen Sie 7¢ fir alle 8 Moglichkeiten, je nachdem, ob die Bedingungen p, q, 7 Elemente von G
sind oder nicht.

Aufgabe 2. Es sei P eine nicht-leere Halbordnung.

a) Nehmen Sie an, dass P keine Atome hat. Gibt es eine unendliche Antikette?

b) Angenommen, P besitzt fiir jedes n < w eine Antikette mit mindestens n Elementen. Hat P
dann eine unendliche Antikette?

Die Elemente von Bidumen heiflen meistens Knoten (nodes). Wir betrachten nun Béume, deren
Knoten endliche Mengen sind. Es gibt auch Baume mit endlichen Folgen als Knoten, diese sind
jedoch hier nicht gemeint. Eine nicht-leere Teilmenge T C [w]<“ heifit Baum, falls fiir alle s € T
und alle n € w auch sNn € T gilt. Die Elemente von T heiflen Knoten und fir s,t € T sagen
wir, dass s ein Anfangsstiick von ¢ ist und schreiben s < ¢, falls s = () oder s = ¢ N (max(s) + 1).
Ein Knoten s € T heifit Stamm von T, wenn fiir alle t € T entweder t < s oder s <t gilt und s
maximal mit dieser Eigenschaft ist.

Ein Baum heifit superperfekt, falls es fiir jedes s € T ein t € T und ein A € [w]* gibt, sodass s < ¢
und tU{n} € T fir alle n € A gilt. Insbesondere besitzen alle superperfekten Baume einen Stamm.

Aufgabe 3. Wir betrachten die Halbordung (P, <pr) = (PT,C) € M, d.h., ¢ <pr p, falls p,q € PT
und ¢ C p und einen PT-generischen Filter G iiber M. Zeigen Sie, dass |JG eine unendliche
Teilmenge von w ist.

Hinweis : Betrachten Sie Mengen der Form

D, ={p € PT : Der Stamm von p hat mindestens n Elemente}.

Freiwillige Knobelaufgabe: Ist | JG € M? Betrachten Sie hierzu x € [w]|* N M. Gibt es fiir dieses
spezifische x eine dichte Menge aus Bedingungen, die Anfangsstiicke von | G geeignet festlegen?

Riickseite beachten!

Abgabe bis Dienstag 4.7.2023, 10 Uhr.
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Aufgabe 4. Wir betrachten die Halbordnung P = {p : 3n p: n — 2} der endlichen Folgen auf 2
geordnet durch ¢ < p & q 2 p.
Eine Antikette A C P heifit Front, falls fiir alle f : w — 2 ein n € w existiert, sodass f [ n € A ist.

a) Zeigen Sie, dass P unendliche Antiketten besitzt.
b) Gibt es eine Antikette in P, die keine Front sind?

c) Gibt es eine Antikette in P, welche auch eine Front ist?

Bonus-Aufgabe. Beim zweiten Schritte in der Bereitstellung der abzéhlbaren transitiven Modelle
haben wir auf den “Satz von Léwenheim und Skolem abwérts” zuriickgegriffen. Hier ist ein Beweis
zum Selbermachen.

Essei A = (A, (R*)ge,) eine Struktur mit abzéihlbarer Sprache 7, zum Beispiel A = (Vj3, €). Sei
auflerdem < eine Wohlordnung auf A und () # B C A abzéhlbar. Wir definieren rekursiv By = B
und

By = {<-min{b€ A : A} ¢(b,b)} :bist ein n-Tupel von Elementen aus By,
und ¢ ist eine 7-Formel mit A |= Jrp(z,b)}.

Schlielich definieren wir B = J,c,, Br < A.
Zeigen Sie, dass die Struktur B abzéhlbar ist und dass B <,, A fiir alle n € w gilt. Man kann zum
Beispiel induktiv iiber k zeigen, dass fiir alle n < k, By <, A.

Abgabe bis Dienstag 4.7.2023, 10 Uhr.



