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Ubungen

Ubungsblatt 2 vom 23.4.2024

Abgabe entweder vor der Vorlesung am 30.04.2024 oder vor 12 Uhr im Logik-Flur
(Mathematisches Institut, 3. Stock) im Briefkasten des Tutors.

1. Zwei L-Strukturen heiflen elementar dquivalent, wenn sie dieselben L-Sétze erfiillen.

(a) Ist (R,+,-,0,1) elementar dquivalent zu (Q,+,-,0,1)?
(b) Ist (Z,+) isomorph zu (Q,+)?
(c) Ist (Z,+) elementar dquivalent zu (Q,+)?

2. Essei L ={®,®,0,cp,c1,<} eine Sprache, wobei @ und ® zweistellige und © ein einstelli-
ges Funktionszeichen, ¢y und ¢; Konstantenzeichen sowie < ein zweistelliges Relationszeichen
seien. Es sei 2 die L-Struktur mit Universum Q, sodass &% = +, % = ., &% = — (also die
Funktion x — —x), c%‘ =0, c%l =1 und <* =<. Es seien f sowie §; Belegungen derart, dass
Bo(vi) = 2i und By (v;) = 21 + 1.

(a) Berechnen Sie die Auswertung t*[3;] fiir i = 0,1 und die folgenden L-Terme:
(i) t:=®c1 B o ® Ocrc
(i) t:= ® ® v1v3 © va.
(b) Wir definieren ¢ := Jvg @ vave = vy sowie ¥ := 4@ cpcy B c1eq.
(i) Gilt A | ¢[Bi], 1 = 0,17
(i) Gilt A = [Bi], i =0,17
3. Essei L eine Sprache, 2, B zwei isomorphe L-Strukturen sowie F': A — B ein Isomorphismus.

Gegeben eine A-Belegung 5: {vp, ...} — A sei Sr definiert durch SBp(v;) = F(5(v;)) die durch
F' induzierte B-Belegung.

(a) Zeigen Sie durch Induktion iiber den Formelaufbau, dass fiir jeden L-Term ¢ sowie jede
A-Belegung g gilt:
F(t*[B]) = t¥[Br]

(b) Folgern Sie, dass fiir jede L-Formel ¢ und jede A-Belegung f gilt:

A = o] = B ¢[Br]

(c) Folgern Sie weiter, dass 2 und B elementar dquivalent sind.
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4. Essei L = {c, f, R}, wobei ¢ ein Konstantenzeichen, f ein zweistelliges Funktionszeichen sowie
R ein zweistelliges Relationszeichen seien. Wir betrachten folgende L-Formel:

¢ := (Voo (Ruvovg A JusVuy (fusvs = vg — Rews)) V Jujvg = f foicus)

(a) Welche Variablen sind frei in ¢?
(b) Welche Variablen in ¢ sind frei fir den Term t := fuvg fcva?

(c) Finden Sie eine zu ¢ logisch dquivalente Formel, in der jede Variable nur durch einen
Quantor quantifiziert wird.

(d) Belegen Sie mit einem Beispiel, dass die Folgerung im Substitutionslemma nicht fiir die
L-Formel ¢ := Jvg(vs = fovpc) und die Ersetzung von vz durch ¢ gilt.



