Mathematische Logik Dozentin: Heike Mildenberger
Sommersemester 2024 Assistent: Hannes Jakob
Ubungen

Ubungsblatt 8 vom 11.6.2024

Abgabe entweder vor der Vorlesung am 18.06.2024 oder vor 12 Uhr im Logik-Flur
(Mathematisches Institut, 3. Stock) im Briefkasten des Tutors. Sofern nicht anders angegeben,
gibt jede Aufgabe 4 Punkte. Es wird 10 Blétter geben.

1. Gegeben zwei lineare Ordnungen (A,<4) und (B,<p) sei (A,<4) + (B, <p) die lineare
Ordnung < auf A x {0} U B x {1} derart, dass (a,0) < (a’,0) genau dann, wenn a <4 d,
(b,1) < (V/,1) genau dann, wenn b <p b’ und stets (a,0) < (b,1).

Zeigen Sie:
(a) Wenn A und B Wohlordnungen sind, dann auch A + B (es reicht, wenn Sie die Fun-
diertheit zeigen).

(b) Wenn v und « Ordinalzahlen sind, dann ist v+ a = otp((7, €) + (v, €)).
Hinweis: Induktion iiber o.

2. Zeigen Sie per Induktion iiber «, dass sich jede Ordinalzahl v als A 4+ n schreiben lésst, wobei
n eine natiirliche Zahl sowie A eine Limeszahl oder 0 ist.

3. Zeigen Sie mithilfe des Zorn’schen Lemmas, dass jeder Vektorraum eine Basis hat.
4. Es sei X eine Menge. F' C P(X) ist ein Filter auf X, wenn folgendes gilt:

(a) Xe Fund ) ¢ F
(b) Fir A, Be Fist ANBe F
(c) FirAe Fund ACBC X ist Be F.

Nun sei X eine Menge und F' ein Filter auf X.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen édquivalent sind:

i. Es gibt keinen Filter G, sodass F' C G.
ii. Fir alle A C X gilt entweder A € F oder X \ A € F.

Hinweis: Gegeben ein A C X, sodass weder A € F noch X \ A € F, definieren Sie
Ga:={BCX|3C e F(CNACB)}.Ist G4 ein Filter? Ist FF C G4?

(b) Zeigen Sie durch transfinite Rekursion, dass es einen Ultrafilter G gibt, sodass F' C G.
Hinweis: Auf der néchsten Seite.
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Schreiben Sie P(X) = {4, | @ < A} fiir eine Ordinalzahl A und definieren Sie eine
C-aufsteigende Folge (Fy,)a<) von Filtern, sodass F' C Fy und fir jedes o < A entweder
Ay € F, oder X \ A, € F, gilt. Ist eine aufsteigende Vereinigung von Filtern wieder
ein Filter?

Uberlegen Sie sich (freiwillig), inwiefern die Benutzung des Zorn’schen Lemmas einem
Rekursionsbeweis dhnelt.



