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Aufgabe 1 (4 Punkte). Es seien X eine unendliche Menge und O die kofinite Topologie auf X.
1. Es sei A ⊆ X. Wie sieht der Abschluss A von A in (X, O) aus?

Hinweis: Machen Sie eine Fallunterscheidung je nachdem, ob A endlich oder unendlich ist.

2. Geben Sie alle dichten Teilmengen von X bezüglich O an.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Es sei (X, O) ein topologischer Raum und A ⊆ X. Zeigen Sie:

1. Å =
⋃

{B ∈ O | B ⊆ A} != {x ∈ A | ∃U ∈ U (x) U ⊆ A},

2. A ist genau dann offen, wenn A = Å,

3. A ist genau dann offen und abgeschlossen, wenn ∂A leer ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren eine Abbildung d′ : X ×
X → R durch

d′(x, y) := d(x, y)
1 + d(x, y)

1. Zeigen Sie, dass d′ eine Metrik auf X ist.

2. Induzieren d und d′ die gleiche Topologie, d.h. ist Od = Od′?

Aufgabe 4 (4 Punkte). Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Für jedes y ∈ X definieren wir fy : X →
R durch fy(x) := d(x, y).

1. Ist für jedes y ∈ X die Abbildung fy stetig ist (bezüglich O und der Standardtopologie auf
R)?

2. Ist die durch d induzierte Topologie Od die gröbste Topologie O auf X, sodass dies gilt?
Bonus-Aufgabe (4 Bonuspunkte). Bonuspunkte zählen im Zähler aber nicht im Nenner des Quo-
tienten aus erreichten Punkten dividiert durch die Zahl der erreichbaren Punkte. Eine etwas schwe-
rere Aufgabe für Menschen mit Mengenlehre-Hintergrund. Wir betrachten R mit der Sorgenfrey-
Topologie OS , die durch die Intervalle [a, b), a < b ∈ R, erzeugt wird.

Eine Teilmenge D ⊆ R heißt diskret bezüglich OS , wenn es für jedes d ∈ D eine OS-offene
Umgebung gibt, die keinen Punkt aus D ∖ {d} enthält (dies ist der Fall genau dann, wenn die
Spurtopologie von OS auf D die diskrete Topologie ist).

1. Für welche lineare Ordnungen (L, ≺) gibt es eine Abbildung ι : (L, ≺) → (R, <) derart, dass
ι die Ordnung erhält und das Bild diskret bezüglich OS ist? (Hinweis: Man könnte sich
zuerst überlegen, welche Wohlordnungen oder umgekehrte Wohlordnungen sich ordnungstreu
in (R, <) einbetten lassen.)

2. Gibt es eine überabzählbare Teilmenge D ⊆ R, die diskret bezüglich OS ist?


