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Mengentheoretische Topologie






Kapitel 1

Topologische Raume und
stetige Abbildungen

1.1 Topologische Raume

Definition 1.1. Eine Abbildung d: X x X — R heiit Metrik auf X, wenn
sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. (Vz,y € X) (d(z,y) =0+ z=1y).

2. (Vo,y € X)d(z,y) = d(y, z).

3. (Vo,y,z € X)d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Eigenschaft |3 nennt man auch Dreiecksungleichung.

Definition 1.2. Ein Paar (X, d) heifit metrischer Raum, wenn X # () eine
Menge und d: X x X — R eine Metrik auf X ist.

Beisprele 1.3.

1. X =R mit d(z,y) = |z —y|.

2. X =R" mit d(z,7) = \/Zzl Yi)
0 fallsz=1y
3.X:R”mitd(9‘c,y):{ am e
1 sonst.
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Definition 1.4. Eine Teilmenge ¢ C Z(X) heifit Topologie auf X, wenn
sie die folgenden Eigenschaften hat:

1.0 e 0und X € 0.

2. O ist gegen endliche Schnitte abgeschlossen, d.h.

v%§ﬁ<\,@|eN—>ﬂ%: ﬂOeﬁ).

Oe#
3. O ist gegen beliebige Vereinigungen abgeschlossen, d.h.
vaco|J#=|)Beo.

Be#

Bemerkung 1.5. Wir verwenden die folgende Konvention:

i€ i€l
Definition 1.6. Ein Paar (X, &) heifit topologischer Raum, wenn X eine
Menge und ¢ C Z(X) eine Topologie auf X ist.

Definition 1.7. Es sei (X, €) ein topologischer Raum.

Eine Menge O heifit offen, wenn O € 0.

Eine Menge A heifit abgeschlossen, wenn X ~ A € €. Das System aller
abgeschlossenen Mengen wird mit o/ bezeichnet.

Definition 1.8. Es seien (X, 0)) und (X, 0y) topologische Réume. Falls
0y C 0, so sagen wir ,, 0, ist feiner als 01“ und ,, 0 ist grober als 05¢.

Beispiele: Denken Sie an X = R. Welche Topologien auf R kennen Sie?
Erinnern Sie sich an die Definition einer offenen Teilmenge von R aus der
Analysis?

Definition 1.9. Es sei (X, €) ein topologischer Raum.
Eine Teilmenge # C O heifit Basis von €, wenn

ﬁ:{YGQZ(X)]HBg% (Y:UB)}.
Eine Teilmenge . C & heifit Subbasis von €, wenn
B = {Ye P(X) |3t C.F (|d| eN/\ﬂM:Y>}

eine Basis von & ist.
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Lemma 1.10. Jede Teilmenge . C P (X) ist Subbasis einer Topologie.

Lemma 1.11. Fine Teilmenge 8 C & (X) ist Basis einer Topologie, wenn
VAC B (|A\ eN—3IBC B, UB:ﬂA),
resp. wenn
vAC# (JAleN—vee((A,3BeB aeBC()A).
Beweis: Es sei € definiert durch
0:={0e€P(X)|Vr€O3Bec Brec BCO}

Wir zeigen, dass € eine Topologie und £ eine Basis von & ist.

Wenn wir in der obigen Definition A = () nehmen, folgt nach unsere Kon-
vention, dass es B C £ gibt, sodass |JB = (A =)0 = X. Insbesondere
gibt es fiir jedes x € X ein B € &, sodass ¢ € B. B C X ist klar. Also gilt
X € 0.0 € 0 gilt, da jede Aussage Va € (), p(x) wahr ist, egal, was ¢ ist.
Es sei A C &0 endlich und = € (| A. Dann folgt aus der Voraussetzung direkt,
dass ein B existiert wie gefordert. Also ist, da x beliebig war, (A € O.

Es sei A C @ beliebig und 0.B.d.A. nicht leer. Es sei z € [JA und Y € A,
sodass x € Y. Es sei B € &, sodass v € B C Y (daY € ). Dann ist
r € BCY C|JA. Also ist, da = beliebig war, |JA € 0.

O ist demnach eine Topologie.

Es sei Y € O beliebig. Nach Voraussetzung existiert damit fiir jedes x € Y
ein B, € #,sodass x € B, CY. Alsoist Y =J__y B, und

ﬁg{YGP(X)HBg%(Y:UB)}.

Die andere Inklusion folgt daraus, dass # C ¢ und & unter beliebigen
Vereinigungen abgeschlossen ist. O

Lemma 1.12 (und Definition). Jeder metrische Raum (X, d) trdigt eine To-
pologie, die von den offenen c-Umgebungen erzeugt wird. Hierbei bezeichnet
B.(z) :={y € X |d(z,y) < e} die offene e-Umgebung von z. Eine Basis der
metrischen Topologie ist

B :={B.(x) |z e X, e>0}.

9
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FEs ist also Oy durch beliebige Vereinigungen erzeugt:
Oy = {Y§X|EIB§,%’ (Y:UB)}.

Die Topologie Oy heifit die von der Metrik d erzeugte Topologie auf X.
Beweis: Wir iiberpriifen, dass 0; = & eine Topologie auf X definiert:
1. Esgit 0 =0 € 6 und X =,y Bi(z) € 0.

2. Zunéchst stellen wir fest, dass allgemein ({J,c; A;) N (Uje 7 Bj> =

Uiem.e] A;N B, gilt. Also reicht es zu zeigen, dass es fiir 21, 2o € X und
€1,€2 € R5q eine Menge B C Z gibt, so dass B, (z1) N B, (z2) = |J B.
1. Fall: BE1 (xl) N BEQ (.772) = Q) = U@

2. Fall: Falls z € B, (1) N B.,(22) =: A, so wihle

g(z) :=min{ey —d(z,x1),e9 — d(2,22)} > 0.

Dann gilt B.(;)(2) € A (man verwendet die Dreiecksungleichung). Es
folgt
A = U BE(Z)(Z).

z€A
3. Klar, da Vereinigungen von Vereinigungen wieder Vereinigungen sind.
O

Frage 1.13. Gibt es einen topologischen Raum (X, &), so dass & nicht von
einer Metrik erzeugt wird? Hier findet man leicht Gegenbeispiele. Schwerer
ist die folgende Frage: Gibt es einen Hausdorff Raum (X, &¢') mit abzdhlbaren
Umgebungsbasen, so dass & nicht von einer Metrik erzeugt wird? Wenn Sie
interessiert sind, schlagen Sie unter Bing, Nagata, Smirnov nach.

Beispiele 1.14 (Topologische Raume).

1. Die indiskrete Topologie auf X: ¢ = {0, X} ist die grobste Topologie
auf X. Sie ist nicht metrisierbar, falls X mindestens zwei Elemente
enthélt, aber pseudometrisierbar.

(Eine Pseudometrik ist eine Abbildung d: X x X — R, die die Me-
trikeigenschaften [2| und [3 erfiillt, aber anstelle von Eigenschaft [1] nur
Ve e Xd(xz,x) =0.)

10
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2. Die diskrete Topologie auf X: 0 = Z(X), oder dquivalent Vz ({z} € 0),
ist die feinste Topologie auf X. Sie ist metrisierbar durch

A, y) = 0 fallsx =y,
W= 1 falls z #y.

3. Falls (X, <) eine lineare Ordnung ist (d.h. < ist transitiv, irreflexiv und
konnex), so ist
P = {(a,b) |a,be X}

eine Basis der Ordnungstopologie auf X, wobei

(a,b) :=={zr € X|a<az<b}.

4. Die kofinite Topologie auf X: Oyofinis := {X N A| A C X, A endlich} U
{0}.

5. Die Standardtopologie auf R: Dies ist die Ordnungstopologie von (R, <g)
und auch die von der Metrik d(z,y) = |x —y| erzeugte Topologie auf R.
Auf R™ wird die Standardtopologie durch die zweite (und auch weitere
andere Metriken) Metrik in Beispiel gegeben.

6. Die Sorgenfrey-Gerade: X = R, eine Subbasis ist durch die halboffenen
Intervalle {[a,b) | a,b € R} gegeben. Wir behaupten, dass die Topolo-
gie der Sorgenfrey-Gerade echt feiner ist als die Standardtopologie auf
R:

Es gilt (a,b) = U,.en [a + %, b), also ist eine Basis der Standardtopo-
logie in der Topologie der Sorgenfrey-Gerade enthalten. Damit gilt das
auch fiir die gesamte Standardtopologie.

Definition 1.15. Es sei (X, &) ein topologischer Raum und z € X.

Eine Teilmenge U C X heiBt Umgebung von xz, wenn 30 (O CU Az € ONO € 0).
Die Menge % (x) := {U C X | U Umgebung von x} heiit Umgebungssystem

von .

Definition 1.16. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.
Eine Teilmenge # C Z(X) heifit Umgebungsbasis von x, wenn B C % (x)
und VA € % (z) 3B € B (B C A).

11
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Wir erinnern an die Definition der Abzédhlbarkeit vom ersten Aufga-
benblatt. Eine Menge A heifit abzdhlbar, wenn es eine injektive Funktion

f: A— N gibt.

Definition 1.17. Ein topologischer Raum (X, @) erfiillt das erste Abzihlbarkeits-
ariom, wenn jeder Punkt z € X eine abzéhlbare Umgebungsbasis hat.

Ein topologischer Raum (X, &) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom, wenn

O eine abzihlbare Basis hat.

Beispiel 1.18. Der topologische Raum (X, O.,) besitzt {(a,b) |a < b e Q}
als Basis, erfiillt also das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

Definition 1.19. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.
Das offene Innere von A C X ist

A=|J{oeo|OCA}.
Der Abschluss von A C X ist
A={z e X|VU e %(x)UNA#D}.

Der Rand von A ist
OA = A~_A.

Es sei Y C X. Eine Menge A C Y heifit dicht in Y, wenn A DY gilt.
Eine Menge A heifit nirgends dicht, wenn A = ) gilt.

Beispiel 1.20 (Das Cantor’sche Diskontinuum). Fir X C R sei 24+ X =
{242 :2€ X} und 53X = {£:2 € X}. Essei Ay = [0,1] in den reellen
Zahlen, und fiir n > 0 sei

1
An+1 = g(An U (2 + An))7

C = N2y An. Jedes A, is abgeschlossen. Dann ist C' abgeschlossen, also
C = C, aber C = (). Also ist C nirgends dicht. Interessanterweise ist C' aber
trotzdem nicht abzéhlbar, sondern sogar gleichméchtig zu den reellen Zahlen.

12
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1.2 Stetige Abbildungen

Definition 1.21. Es seien X,Y Mengen und sei f: X — Y eine Funktion.
Fir A C X sei f[A] = {f(z) |z € A}. Fir B C Y sei f7![B] = {z €
X | f(z) € B}. Es sei wiederum A C X. Die Finschrinkung von f auf A ist
die Funktion f[A: A — Y, definiert durch (f [ A)(z) = f(z) fiir z € A. In
Mengenschreibweise: f[A:= fN(AxY).

Definition 1.22. Es seien (X, 0)) und (Y, 05) topologische Raume.
Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig, wenn

YO € 0,, f710] € 0.
Es sei € X. Dann heif$t f stetig in x, wenn
YV € Up,(f(2)), [T'V] € Uoy(2).

Bemerkung 1.23. Um zu zeigen, dass [ stetig ist, geniigt es nach den Re-
chenregeln fiir f~1, zu zeigen, dass f~![.%] C @) gilt fiir eine Subbasis .7
von 0.

Definition 1.24. Es seien (X, 07) und (Y, 0,) topologische Raume.
Eine Abbildung f: X — Y heifit offen, wenn

VO € 0, f[O] € 0.
Die Abbildung f heifit abgeschlossen, wenn
VA abgeschlossen in &), f[A] abgeschlossen in 0.

Definition 1.25. Es seien (X, &) und (Y, 03) topologische Rédume.
Eine Abbildung f: X — Y heiit Homdomorphismus, wenn f bijektiv ist
und f sowie f~! stetig sind.

13
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Kapitel 2

Erzeugung topologischer
Raume

2.1 Die Spurtopologie

Definition 2.1. Es sei (X, ) ein topologischer Raum und A C X.
Dann heifit 04 := {ANO| O € O} die Unterraumtopologie (oder Spurtopo-
logie) von (X, O) auf A.

Lemma 2.2. Die Unterraumtopologie O 4 ist tatsichlich eine Topologie auf

A.
Beweis:
LLA=ANXeOyundD=ANDe O,
2. Esseien Uy, Uy € €. Dannist (ANU)N(ANUy) = AN(Uy NUs) € Oa.

3. Es sei I eine beliebige Indexmenge und seien U; € & fiir alle i € I.
Dann ist U{AmUl‘ZEI} :AQU{UZ|16 ]} € 0,4

O

Definition 2.3. Eine Teilmenge A C X heiit diskret in (X, 0), wenn (A, O4)
die diskrete Topologie auf A ist.

Lemma 2.4. Eine Teilmenge A C X ist diskret in (X, O) genau dann, wenn

Ya € A30 € %(a) (A~ {a})nO=0).

15
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Definition 2.5. Eine Abbildung f: (X,0) — (X', 0") heifit Einbettung,

f: (Xv ﬁ) - (f[X]’ﬁ}[X])

ein Hombomorphismus ist.

Satz 2.6. FEs sei (X, O) ein topologischer Raum, U C X und v: U — X die
Inklusionsabbildung.

1. Y(Y,Oy) Yg: (Y,Oy) — (U, Oy) gilt: g ist stetig genauw dann, wenn
tog: (Y,0y) — (X, 0)

stetig 1st.
(Y, ﬁy) % (U, ﬁU)

LOg
t=Inklusion

(X, 0)

2. Die Inklusion v: (U, Oy) — (X, O) ist stetig und eine Einbettung (i.A.
aber nicht offen) und Oy ist die grobste Topologie auf U, fiir die v stetig
15t.

Beweis:

1. Zuerst gilt
(tog) ' [B]= (97" o) [Bl=¢g7'[BNUI.

Wenn g stetig ist, so ist g~![BNU] € Oy und damit auch (20 g) ' [B] €
Oy, also ist (Lo g) stetig.

Falls (¢ o g) stetig ist, so ist g~ [BNU| € Oy fiir alle BNU mit B € O,
und damit ist g stetig.

2. Es gilt VB € 0 .7'[B] = [BN U] € Oy. Weiterhin, sei 0" eine weitere
Topologie auf U, sodass ¢ stetig ist, so gilt

VBe 0 BNU=."'Ble?o

und da jedes A € Oy die Gestalt BN U fir B € 0 hat, gilt 0y C 0.

16
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O
Beispiel 2.7. Auf der Urbildseite hat der Ubergang zur Spurtopologie grofien
Einfluss: Betrachte die Funktion
f: (R7 ﬁ<) — (Ra ﬁ<>

1 falls z € Q,
T —
0 fallsz ¢ Q.

Die eingeschriankte Funktion f [ Q: (Q, (ﬁ<)Q) — (R, 0.) ist stetig, da sie
konstant ist, aber f: (R, 0.) — (R, O.) ist nicht stetig.

Satz 2.8. Es seien (X, 0) und (Y, 0") topologische Riume und seien Ay, ..., A, C
X abgeschlossene Teilmengen, so dass Uign A;=X. FEsset f: X > Y eine
Abbildung, so dass f1A;: (Ai, Oa,) — (Y, 0") stetig ist fir jedes i.
Dann ist f stetig.
Beweis: f ist stetig genau dann, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen Men-
ge abgeschlossen ist:

FHA =Y SN (YN A =X N FHY AL

Es sei B CY abgeschlossen. Fiir jedes 4 ist(f [ A;)"*[B] abgeschlossen, da B
abgeschlossen (in der Spurtopologie) und f [ A; bzgl. der Spurtopologie stetig
ist. Es gibt daher ein abgeschlossenes C;, so dass C;NA; = (f [ A;)7'[B]. Dann
gilt

fB] = U (FUBINA) = (14) Bl =J(CinA).

=1 =1

Die endliche Vereinigung ist abgeschlossen. O

2.2 Die Produkttopologie

Nun definieren wir kartesische Produkte mit beliebig vielen (mengenvielen)
Faktoren.

Definition 2.9 (mit Auswahlaxiom). Es sei I eine beliebige Indexmenge
und sei fiir ¢ € I X; eine nicht leere Menge. Dann ist

[[X={1—J{xiiel}y |Viel f()e X}

i€l

die Produktmenge. Man schreibt statt f auch (z; : i € I), wenn f(i) = x;.

17
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Definition 2.10. Wie oben sei [ eine Indexmenge und fiir ¢ € [ sein X; eine
Menge. Es sei i € I. Die Funktion p;: [[;c; X; — X; mit pi((z; : j € I)) =
heifit die Projektion auf X;.

Auf der Menge [],.; X; méchte man nun aus den einzelnen Topologien

(X, 0;) eine in geeignetem MaBlen feine Topologie definieren. Es gibt mehrere
recht natiirliche Kandidaten.

Definition 2.11. Es sei I eine beliebige Indexmenge und seien (X;, ;) to-
pologische Rdume fiir alle ¢ € I. Dann ist

B = {H U | (Vi € I) U; € O;, und es gibt nur endlich viele i, sodass U; # Xi}

iel

Basis einer Topologie auf []..; X;, der sogenannten Produkttopologie.

iel
Lemma 2.12. % st tatsdchlich eine Basis.

Beweis: (Hie[ UZ-) N (Hie[ Vi) = [Lie; (UinV;) und U; NV; # X; fiir nur
endlich viele i. Eine endliche Menge ergibt sich als Vereinigung der Menge
der ¢ € I, in denen U; # X;, mit der Menge der j € I, in denen V; # X,;. [

Bemerkung 2.13. Eine Subbasis ist gegeben durch

S = {H U; | es gibt genau ein i € I, sodass U; # XZ}

i€l
Hierbei ist fiir 7 € I die Abbildung p;: Hje] Ui = U;, pi((x))jer) = x; die
Projektion auf die i-te Koordinate.

Die Produkttopologie, aufgefasst als Initialtopologie

Satz 2.14. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie auf [],.; X;, sodass
alle Projektionen p; stetig sind. Alle Projektionen sind offene Abbildungen.

Beweis: Alle p; sind stetig, da p; '[U;] = Hje[ U, wobei U; = Xj fiir j # 1.
Falls & eine andere Topologie auf dem Produkt ist, beziiglich der alle p;
stetig sind, so enthélt & die Subbasis der Produkttopologie, also auch die
gesamte Produkttopologie. Fiir die Offenheit: Gegeben eine offene Teilmenge
U CTIXisei U= U, Il U?. Dann ist p;[U] = Ujes U/, was demnach
offen ist. O

18
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Satz 2.15. g: (Y, Oy) = [l.c; (Xi, Oi) ist genau dann stetig, wenn p;og fiir
alle i € I stetig ist.

Beweis: Zunéchst wissen wir, dass es geniigt, wenn Urbilder einer Subbassis
in der Topologie enthalten sind (nach den Rechenregeln fiir Schnitte und
Vereinigungen). Dann gilt

g ' U] = (o g) " [U]
und die Behauptung folgt. ]
Definition 2.16. Es sei [ eine Indexmenge und seien f;: (X, 0;) — (Y;, O))

()

Abbildungen fiir alle ¢ € I. Wir definieren die Produktabbildung f der f; durch
iel iel
fQailiel)) = (filz:) i€ ).
Satz 2.17. Die Produktabbildung
fo I ey = 1] v 6)
iel iel
ist genau dann stetig, wenn f;: (X;, 0;) — (Y;, O)) fir alle i € I stetig ist.

Beweis: Es bezeichnen p; und ¢; die i-te Projektionsabbildung fiir [] jer X

bzw. [[e; Y5

Es seien alle f; stetig. Es gilt ¢; 0 f = f; op;. Weil alle p; stetig sind, ist f; op;
und damit ¢; o f fiir alle ¢ stetig. Es folgt, dass f stetig ist.

Es sei umgekehrt f stetig. Also ist ¢; o f und damit f; o p; stetig fiir alle 1.
Fiir alle 7 ist (f; o p;)~" [U] offen, also ist p; *[f;*[U]] offen in X;. Damit ist

£ [U] offen. O

2.3 Die Initialtopologie

Definition 2.18. Essei Y eine Menge, I eine Indexmenge und seien f;: Y —
(Xi, 0;) Funktionen in topologische Réume (X;, 0;) fiir alle ¢ € I. Dann heift
die durch die Subbasis

S = {70 |Ui € 0,i € I}

auf Y erzeugte Topologie die Initialtopologie von (Y, (fi, X5, ﬁi)ig).

19
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Bemerkung 2.19. Falls I = () ist, so erhéilt man . = () und als Initialtopologie
{0,Y}. Falls Y = ) ist, so ist f; = 0 fiir alle i und wir erhalten . = {(}} und
{0} als Initialtopologie.

Bemerkung 2.20. Es sei 0y die Initialtopologie von (Y, (fi, X5, ﬁi)ig). Dann
sind alle f;: (Y, Oy) — (X;, 0;) stetig, aber im Allgemeinen nicht offen.

Satz 2.21. Es sei Oy die Initialtopologie von (Y, (fi, Xi, @-)ie]). Dann ist
Oy die gribste Topologie auf Y, sodass alle Abbildungen f; stetig sind. Fiir
jede Abbildung

g: (Z, ﬁz) — (Yv, ﬁy)

gilt: g ist genau dann stetig, wenn f; o g fiir alle v stetig ist.

(Z, ﬁz) % (Y, ﬁy)
fiog 5

Beweis: Es sei 0’ eine weitere Topologie auf Y, sodass alle f; stetig sind.
Dann gilt . C ¢” und damit 0y C 0.

Die Vorwirtsrichtung der zweiten Behauptung folgt daraus, dass die Kom-
position stetiger Abbildungen stetig ist.

Es seien umgekehrt alle f; o g stetig. Es geniigt zu iiberpriifen, dass die Ur-
bilder der Mengen der genannten Subbasis unter g offen sind: Fiir alle ¢ € I
und U € 0; gilt

g TN = (fiog) U] € O,

Demnach ist g stetig.

2.4 Die Finaltopologie

Definition 2.22. Essei Y eine Menge, I eine Indexmenge und seien f;: (X;, 0;) —
Y Funktionen auf topologischen Riaumen (X;, ;) fir alle ¢ € I. Dann heif3t
die durch die Subbasis

s ={0CY|viel [7'0] € O}

20
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auf Y erzeugte Topologie die Finaltopologie von ((fz, Xi, 03)ier 7Y).

Satz 2.23. FEs sei Oy die Finaltopologie von ((fi,Xi, ﬁi)iel,Y). Dann ist
Oy die feinste Topologie auf Y, sodass alle Abbildungen f; stetig sind. Fiir
jede Abbildung

qg: (Y, ﬁy) — (Z, ﬁz)

qilt: g ist genau dann stetig, wenn g o f; fiir alle v stetig ist.

(Y, ﬁy) % (Z, ﬁz)
5 gofi

Beweis: Es sei 0’ eine weitere Topologie auf Y, sodass alle f; stetig sind.
Dann wihlen wir ¢ = id. Es folgt, dass g o f; = f; stetig ist. Demnach ist
auch id stetig und ¢’ =id[0'] C Oy.

Wenn g stetig ist, sind auch alle g o f; stetig, da ja nach Voraussetzung alle
fi stetig sind. Es seien umgekehrt alle g o f; stetig. Es sei nun U € 07, dann
gilt fiir alle ¢ € I, dass

[ U = (9o f) ' [U] € 6,

und damit ist g7'[U] € ¥ C Oy.
[

Beispiel 2.24. Es sei R C X x X eine Aquivalenzrelation (d.h. R ist reflexiv,
symmetrisch und transitiv). Fir z € X sei

[z]p = {2z € X | 2Rz}

die Aquivalenzklasse von x in (X, R). Fiir 7,y € X gilt stets [z], = [y], oder
[z]p N [y]lp = 0. Die Abbildung

p: X = X/r
z— [2]g

heifit Quotientenabbildung.

21



Mildenberger Topologie SS 2025

Definition 2.25. Es sei (X, ©) ein topologischer Raum, R eine Aquivalenz-
relation auf X und p die zugehorige Projektion. Die Quotiententopologie auf
X/r von ((p, X, 0),X/r) ist definiert als

Oxn={ACX/r|p'[A] € O} .
Bemerkung 2.26. Die durch ((p, X, 0),%/r) gegebene Finaltopologie ist ge-
rade die Quotiententopologie Ox .
Beispiel 2.27. Es sei f: (X,0) — (Y, 0") eine stetige Abbildung. Wir defi-
nieren
zRx <= f(x) = f(a).
Dann ist f: X/r — Y durch f([z]) = f(z) wohldefiniert, denn, wenn

(] = W]g so st f(x) = f(y), da xRy. f ist sogar injektiv, denn, wenn
f([x]g) = F([ylg), so st f(z) = f(y), zRy und [z]p, = [y]p.

Satz 2.28. Es sei f: (X,0) — (Y, Oy) stetig und R wie oben definiert.
Dann ist f: (X/r, Oxp) — (Y, Oy) stetig.

Im Diagramm hat man folgende Situation.

(X/r, Ox/r) S SN (fIX], (Oy)ix))

P)I\ ! kLInklusion

(X,0) ! > (Y, 6y)

Beweis: Erster Beweis fiir die Stetigkeit: Es sei A € Oy. Es ist f = f o p.

Dann ist f~1[4] € Ox/n, da p~t[f[A]] = (F o p)~'[4] = f1[4] € O.
Beweis mit Diagramm: Weil f = f o p, folgt dies aus dem Satz iiber
die Finaltopologie: f ist stetig genau dann, wenn f = f o p stetig ist. Im
unteren Dreieck ist das Diagramm aus Satz tiber die Finaltopologie, um
oberen Dreieck das Diagramm aus dem Satz von der Spurtopologie als

Initialtopogie. O

Definition 2.29. Es seien f und R wie oben. Wenn f: (X/R, ﬁX/R) —
(f[X], 0") offen ist, so heifit f identifizierende Abbildung.

Man tiberlegt sich: Wenn f stetig und surjektiv ist und f offen ist, so
ist f ein HomGomorphismus. Wenn f stetig ist und f offen ist, so ist f eine
Einbettung.
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2.5 Der Summenraum

Definition 2.30. Es sei / eine Indexmenge und seien (X;, &;), ., topologische
Réume. Die (X;),.; seien paarweise disjunkt, d.h. i # j = X; N X; = 0
(falls die (Xj),.; nicht disjunkt sind, so kann man sie durch X := X; x
{i} kiinstlich disjunkt machen und dann mit der Produkttopologie mit der
Einermengentopologie versehen).

Die topologische Summe von (X;, 0;),.; ist definiert als

el el i€l

2.6 Anheften oder Zusammenkleben von Riumen

Nun stellen wir eine spezielle Familie von finalen Topologien her. Die Relation
R wird hier von f zusammen mit der Identitét auf der topologischen Summe
von (X, Ox), Y, Oy) erzeugt. Diese beiden zusammen spielen die Rolle von
f im vorigen Abschnitt.

Definition 2.31. Es seien X, Y disjunkt und seien (X, Ox), (Y, Oy) topolo-
gische Raume. Es sei A C X und f: A — Y stetig beziiglich der Spurtopolo-
gie auf A. Auf X UY definieren wir die durch f erzeugte Aquivalenzrelation
R durch

21,70 € AN f(z1) = f(z2) oder

R 21 € AN f(z1) = 22 oder

21Rz9 <=

e 20 € AN f(22) = 7 oder
21 = 9.

Man kann nachrechnen, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Im Einzelnen sind
die Klassen: Falls z € A, so ist [2]g = [ {f(2)JU{f(2)}. Falls z € f[A],
soist [z]g = {2z} U f71[{z}]. Falls z € X UY ~ (AU f[A]), so ist [2], = {z}.
Der Raum ((X;0x)+(.0v))/r =: Y Uy X heilt die Adjunktion/Anheftung/
Zusammenklebung von X an'Y mithilfe von f.

Beispiel 2.32. Spezialfall: Y = {1}, d.h. zR2’ & x = 2’ V2,2’ € A. Dann
heifit Y Uy X Zusammenschlagen von A und wird auch X/a geschrieben.

Bemerkung 2.33. Unter geeigneten Zusatzvoraussetzungen (siehe z.B. Satz
19.3 Greenburg Algebraische Topologie, Es seite 83f) gilt:
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1. .1 Y = Y Uy X stetig, offen und eine Einbettung, wobei ¢ die Inklusi-
onsabbildung ist.

2.id: X N A — Y Uy X ist eine abgeschlossene Einbettung.

Beispiel 2.34. Das Mobiusband: Es sei X = [0,1] x [0,1], [0,1] mit der
Spurtopologie von R versehen. Y = [0, 1], ebenfalls mit dieser Topologie.
A={(x,z) € X : © = 0V az = 1}. Die Funktion f: X — Y verklebt die
Rénder f(0,y) =1 —y, f(1,y) = y verdreht.

24



Kapitel 3

Zusammenhingende und
wegzusammenhingende Riume

Definition 3.1. Ein topologischer Raum (X, &) heifit zusammenhdingend,
wenn es keine nicht-leeren, disjunkten, offenen Mengen U;, U, gibt, sodass
Uyul, = X.

Lemma 3.2. (X, 0) ist genau dann zusammenhingend, wenn O und X die
einzigen Teilmengen von X sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

Beweis: Es sei (X, €) nicht zusammenhingend und seien Uy, Us nicht-leere,
disjunkte und offene Mengen, sodass Uy UU, = X. Dann ist X # U; # () und
U; = X \ U, ist offen und abgeschlossen zugleich.

Es sei umgekehrt U; offen und abgeschlossen, so dass X # U; # (). Dann ist
{Uy, X \ U, } eine offene Partition von X. O

Bemerkung 3.3. Ein topologischer Raum (X, &) ist genau dann zusammen-
héangend, wenn es keine stetige Funktion f: (X,0) — ({0,1}, 2({0,1}))
gibt, die surjektiv ist.

Proposition 3.4. FEs seien a,b € R, und sei a < b. Das offene Intervall (a,b)

ist zusammenhdngend (in der Spurtopologie beziglich der Standardtopologie
auf R).

Beweis: Angenommen, (a,b) sei nicht zusammenhéngend. Es seien Oy, O,
nicht-leer, offen und disjunkt, sodass O; U Oy = (a,b). O.B.d.A. gibt es
1 € O und x5 € O,, so dass x1 < x9. Wir setzen

S:={se€(ab) | [r1,s] C O}
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Dann ist S durch x5 nach oben beschrankt. Da R vollsténdig ist, hat .S ein
Supremum m. Wir zeigen, dass m ¢ O und m ¢ Os.

e Angenommen m € O;. Dann existiert ein € € R, sodass U.(m) C Oy.
Damit ist auch m + 5 € S.

e Angenommen m € O,. Dann existiert ein € € R+, sodass U.(m) C Os.
Damit ist aber m — 5 & S.

Da beide Fille zum Widerspruch fiithren, ist (a,b) zusammenhéngend. O]

Definition 3.5. Es sei (X, O) ein topologischer Raum und A C X. A heifit
zusammenhéngend (in (X, O)), wenn (A, O4) zusammenhéngend ist.

Satz 3.6 (Uber die Vererbung des Zusammenhangs auf den Abschluss).
FEs sei (X, O) ein topologischer Raum und A C X zusammenhdingend. Dann
gilt:

1. VB (A CBCA— B ist zusammenhc’ingend)

298 (ANB£OANAN (XN BY £0— AN0B £1)
Beweis:

1. Es sei B, sodass A C B C A und B nicht zusammenhédngend, d.h.
B C U, UU,, sodass Uy N B # 0, UyN B # (), Uy, Uy offen. Dann ist
UiUU; D B D A. Da U offen ist und U;N A # (), ist U; N A # 0 (sonst
wire A \ U; eine kleinere abgeschlossene Menge, die A enthilt). Also
ist Uy, Uy eine offene Zerlegung von A.

2. Falls AN9OB =), ist {B, (X~ B)o} eine offene Partition von A. Es

gilt néimlich stets X = B U (X ~ B)° LB und nach Voraussetzung ist
ANdB=0.

]

Satz 3.7. Es seien (X, O) und (Y, 0") topologische Riume, X sei zusammen-
hingend und f: X —'Y sei stetig. Dann ist auch f[X] zusammenhdingend.

Beweis: Es sei f[X] nicht-zusammenhéngend und sei {V}, 14} eine offene
Partition von f[X]. Dann ist {f~*[V1], f~'[V4]} eine offene Partition von X
(da f stetig ist). O
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Bemerkung 3.8. Der Zwischenwertsatz ist ein Spezialfall dieses Satzes, wenn
man bedenkt, dass die einzigen zusammenhdngenden Teilmengen von R die
Intervalle sind.

Lemma 3.9. Ein topologischer Raum (X, 0) ist genau dann zusammen-
héingend, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung % von X (d.h. % C O und
U% = X) und fir alle a,b € X eine endliche Teilmenge (Uy,...,U,) gibt
mit den folgenden Figenschaften:

1. Ueu,

2. a € Uy \Uj fir alle j > 1,
3. be U, \Uj fir alle j <n.
4. UNU; £ 0 <= |i —j| < 1.

Beweis: Es sei {U;,Us} eine offene Partition von X und wéhle a € U; und
b € Uy. Dann ist % := {Uy, Uy} eine offene Uberdeckung ohne die gewiinschte
Eigenschaft.

Fiir die umgekehrte Richtung definieren wir, gegeben die offene Uberdeckung
% = O von X, eine Aquivalenzrelation auf X: Fiir z,y € X gelte  ~ y
genau dann, wenn es (U, ..., U,) gibt, sodass

1. U, e %,
2. zeU\Ujfiralle j >1und y € U, \ U, fiir alle j <n.

3.UNU; #0 <= |i—j| <1

In diesem Falle sagen wir, dass (U1, ..., U,) eine Kette von x nach y ist. Dass
~ reflexiv und symmetrisch ist, ist klar. Zur Transitivitat: Es sei (Uy, ..., U,)
eine Kette von « nach y und (V,...,V,,) eine Kette von y nach z.

Es sel k:=min{i <n|3j€{l,...,m} (U;NV;) # 0} (k ist wohldefiniert,
day e U,NVy)und | := max {j < m| Uy NV; # 0}. Es folgt, dass dic Menge
(U, ..., U, Vi,..., Vy) eine Kette von = nach z ist.

Jede Aquivalenzklasse ist offen: Es sei x ~ y. Wir zeigen, dass es eine offene
Umgebung von y gibt, die ganz in [z]|. liegt. Es sei (Uy,...,U,) eine Kette
von x nach y. Wenn z € U, definieren wir k£ := min{i < n | z € U;}. Dann
ist (Uy,...,Uy) eine Kette von x nach z. Also ist U, C [z].. Insgesamt ist
[]°, = [x]. und die Menge ist somit offen.

~
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Da Aquivalenzklassen paarweise disjunkt sind, ist auch jede Aquivalenzklasse
abgeschlossen. Weil X zusammenhéngend ist, sind X und @ die einzigen
Mengen, die offen und abgeschlossen sind. Also gibt es nur eine einzige
Aquivalenzklasse. Dies entspricht der Aussage des Lemmas. O

Wir halten fest, dass der Zusammenhang von X schon daraus folgt, dass
die Aussage fiir die bestimmte Uberdeckung % := & gilt.

Satz 3.10. Es sei (X, O) ein topologischer Raum, A, B zusammenhdingend
und AN B # (. Dann ist AU B zusammenhdngend.

Beweis: Wir nehmen auf A U B die Relation x ~ y, die Kettenverbindung
beziiglich der offenen Uberdeckung % = 0. Es sei b € AN B, x € A und
y € B. Dann ist z ~ b, da A zusammenhéngend ist, und y ~ b, da B
zusammenhédngend ist. Damit ist auch z ~ y. O]

Bemerkung 3.11. Das vorherige Lemma lésst sich auf folgende Weise verallge-
meinern: Es sei (X, ©) ein topologischer Raum, I eine Indexmenge und seien
X; € X zusammenhéngende Teilmengen von X. Weiterhin sei X; N X; # ()
fiir beliebige 4,5 € I. Dann ist | J,.,; zusammenh&ngend.

Satz 3.12. FEs sei I eine Indexmenge und seien (X;, O;) topologische Rdume
fiir alle i € I. Der Produktraum [],.; X; ist genau dann zusammenhdngend,
wenn alle (X;, O;) zusammenhdngend sind.

Beweis: Essei [ [;.; X; zusammenhéngend. Dann ist fiir jedes i € I der Raum
X, zusammenhéngend, weil die Projektion p; stetig ist (nach Lemma .
Es sei umgekehrt a € [],.; X; und

B = {b € HXi | Y C HXZ' zusammenhéingend, so dass a,b € Y} )

el icl

B ist zusammenhéngend nach der vorherigen Bemerkung (denn B ist die
Vereinigung aller zusammenhéngenden Teilmengen von [[,., X;, die a ent-
halten).

Wir zeigen nun, dass fiir alle offenen Mengen O gilt, dass O N B # (). Es
reicht, Elemente aus der Basis aus Definition zu betrachten. Wir kénnen
also ohne Einschrinkung annehmen, dass O die Gestalt O = [[,.; Ui X
Hiel\lo X; hat fiir offene Mengen U; € €; und Iy = {1,...,n}. Es sei b; € U;
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fir ¢ € Iy, dann ist b := (by,..., by, Api1, Anaa,-..) € O. Setze nun fiir alle
je{l,...,n}
Zy o= {bi} x {b2} x ... x {bj_1} x X x {aju} x ... x {an} x [] {ai}-
i€lN1p

Dann ist Z; zusammenhéngend, da X; zusammenhéngend ist. Auflerdem gilt
(b1, . bj a1, an)(a; : i € I\ Iy) € Z; N Zj41 # 0 und damit ist nach
Satz [3.10] auch
z:=\]Jz
i=1

zusammenhédngend. Nach Definition der Z; ist a € Z; und b € Z,,. Damit
folgt Z N O # 0 und da Z zusammenhéngend ist auch Z C B. Somit haben
wir gezeigt, dass O N B # 0.

Daraus folgt, dass B = [Lic; Xi. Damit gilt B C [[,., X; C B und mit Satz
folgt, dass [[,.; Xi zusammenhéngend ist. ]

Definition 3.13. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum und z € X. Dann
heifit # (z) die Zusammenhangskomponente von x, wobei

H(z) = U {Y C X |z €Y und Y zusammenhéngend} .

Definition 3.14. Falls Vo € X % (z) = {z}, dann heifit (X, O) total unzu-
sammenhdngend.

Definition 3.15. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum.

1. Essei I = |0, 1]z mit der Standardtopologie. Eine Abbildung v: I — X
heifit Weg von x nach y, wenn ~ stetig ist und v(0) = z, (1) = y.

2. (X, 0) heifit wegzusammenhdngend, wenn fir alle z,y € X ein Weg
von x nach y existiert.

3. (X, 0) heiBt lokal zusammenhdingend (lokal wegzusammenhingend),
wenn

Vo € XVU € % (x) 3V € % (z) (V C U AV zusammenhéingend

(wegzusammenhéingend)).

29



Mildenberger Topologie SS 2025

Definition 3.16. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum und z € X. Dann
heifit 7, () die Wegzusammenhangskomponente von x in (X, 0) mit

Hw(x) ={y € X [3I7: [0,1] = X (v(0) =z,7(1) =y)}.
Satz 3.17.

1. Jeder (lokal) wegzusammenhdngende Raum ist (lokal) zusammenhdingend.

2. Wenn X lokal wegzusammenhdngend ist, ist #y(x) offen fir alle x.
Wenn X lokal zusammenhdngend ist, ist J# (x) offen fir alle x.

3. Wenn X zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend ist, ist X
wegzusammenhdngend.

4. Hjej X ist lokal zusammenhdngend genau dann, wenn jedes X; lokal
zusammenhdngend ist und fir alle bis auf endlich viele 3 € J qilt, dass
X, zusammenhdngend ist.

Beweis:

1. Es sei X nicht zusammenhéngend und X = U UV mit U,V disjunkt,
nicht-leer und offen. Es sei € U,y € V. Falls v: [0,1] — X stetig
ist mit y(0) = z,v(1) = y, so ist I = v {U] U~~![V]. Weiterhin sind
v HU], v~ V] nicht-leer und offen (da ~ stetig ist) und disjunkt (da
U und V disjunkt sind). Damit wére I nicht zusammenhéngend, ein
Widerspruch.

2. Es sei X lokal wegzusammenhéngend. Damit gilt Vo 3V, € % (), so-
dass V, wegzusammenhédngend. Dann gilt

Hy(x) = U {V, | es gibt einen Weg von z nach y} .

Fiir die zweite Aussage: Es sei x € X, y € J#(z). Da X lokal zu-
sammenhéngend ist, gibt es V,, € % (y), sodass V,, zusammenhéngend
ist. Damit gilt V, N ¢ # ), also ist V,, U ¢ zusammenhéingend und
V,UX 3z Alsoist V,, C J# (x).

3. Aus 2 folgt, dass J#,(x) offen ist fiir alle x. Es sei {Kj|j € J} die
Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X, wobei K; # K;
fiir i # 7. Dann ist

KU\ J{K;lje I~ {1}} =X.
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Weil X zusammenhéngend ist, muss |J{K; |z € J ~\ {1}} leer sein (of-
fen und disjunkt sind die Mengen). Damit gibt es nur eine Wegzusam-
menhangskomponente, d.h. X ist wegzusammenhéngend.

4. Ubung.
O

Bemerkung 3.18. 1. Es gibt wegzusammenhéngende Rdume, die nicht lo-
kal wegzusammenhiingend sind: Es sei X := {(z,sin(z™1)) |z € (0,1)}.
Wir bilden den Abschluss im R

X ={(z,sin(z™")) |z € (0,1)} U{(0,y) |y € [-1,1]}.

X ist zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhingend: Es sei
xy = (0,1) und z; := (0.5,sin(2)). Dann ist J#,(x1) N Hy(xs) = 0.

2. Es gibt wegzusammenhéngende Rédume, die nicht lokal zusammenhéngend
sind: Es sei

X = {(0,y) \ye[o,1]}u{(x,1_<n+1)-x);xe[o,nl

n 1],77, € N}.

Die Menge X wird mit der Spurtopologie von R? ausgestattet. Fiir
(O, %) gibt es keine zusammenhéngende Umgebung.

Frage 3.19. Anregung zum Basteln eines Weges: Es sei (R, &) der reelle
Raum mit der Standardtopologie. Fiir n € N sei (R,, &,) homéomorph
zu (R, 0). Ist [],cn(Rp, Or) lokal wegzusammenhéngend? Wie wére es fiir
iiberabzéhlbar viele Faktoren?
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Kapitel 4

Filter und Konvergenz

Definition 4.1. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.
Eine Folge (2,,),,cy in X konvergiert gegen x, wir schreiben x,, — x, wenn

YU € % (x) Ing Vn > ngy (x, € U).
Ein Punkt x € X heifit Haufungspunkt einer Folge (x,,)
YU € % (x) Yng3In > ng (x, € U).

neNy Wenn

Ein Punkt x € X heifit Berihrungspunkt einer Teilmenge A C X, wenn
VU e U(x) (UNA£D).

Beispiel 4.2. Es sei X := w; U {w;} versehen mit der Ordnungstopologie.
Dann ist der Punkt w; Beriihrpunkt von der Menge wy, aber es gibt keine
Folge in wy, die gegen w; konvergiert.

Beispiel 4.3. Es sei X 1= RIFI = [I,cr R, mit der Produkttopologie bzgl. der
Standardtopologie. Es sei f € R, sodass Vr € R f(r) = 0. Eine Umgebungs-
basis von f ist gegeben durch

%(f):{HOix II RIGCR % endlich,oje%(O)R}.

j€Jdo JERN Jo

Es sei

1, fallsx=r.

f(2) = {O, falls x # r;

Dann ist f Beriihrungspunkt von {f, | r € R}.
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Satz 4.4. Es seien (X, 0) und (Y, 0") topologische Réiume mit abzihlbarer
Umgebungsbasis, und sei x € X.

1. Es sei A C X. Dann ist x € A + 3 () pen € A, T — x, wobei fiir
die Vorwdirtsrichtung das Auswahlaziom benutzt wird.

2. f: X =Y ist stetig in x genau dann, wenn

V(Tn)pey (@n = 2= f(x,) = f(2)).
Hier wird fir die Rickwdrtsrichtung das Auswahlaxiom benutzt.
Dieser Satz wurde in der Analysis I bewiesen.
Definition 4.5. Eine Teilmenge .# C (X)) heifit Filter tber X, wenn
1. XeZ baw. F #£0. 0 ¢ F.
2. A¢e FNACB— BeZ.
3. ABe ¥ -ANBe.Z.

Beispiel 4.6. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum und z € X. Dann ist
% (z) ein Filter iber X (der sogenannte Umgebungsfilter).

Definition 4.7. Es sei .% ein Filter iiber X. Eine Teilmenge £ C .% heif3t
Filterbasis von %, wenn

VFe.Z3Bc B (BCF).

Bemerkung 4.8. (1) % C P(X) ist Basis eines Filters auf X genau dann,
wenn

0 & BNVB,By€ BIBs € B (BN By D By).

(2) Falls . C Z2(X) nicht gegen endliche Schnitte abgeschlossen ist, aber
jeder endliche Schnitt aus . nicht leer ist, so ist der von . auf X
erzeugte Filter

F = {UgXHBO,...,Bney (U;ﬂB,-)}.
=0

Die Menge der endlichen Schnitte von Elementen aus .7 ist eine Basis
von % . . kann man eine Subbasis nennen.
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(3) Der von ) erzeugte Filter ist % = {X}.

Definition 4.9. Ein Filter .7 heifit frei, wenn (% = (). Falls .% nicht frei
ist, so heilt .# fiziert.

Beispiel 4.10. Der Fréchet-Filter iiber Nist # := {A C N | N\ A ist endlich}.

Er ist frei.

Definition 4.11. % heifit Ultrafilter, wenn %/ ein C-maximaler Filter ist,
d.h.
VACX (AcUVXNAc).

Satz 4.12. Jeder Filter kann zu einem Ultrafilter erweitert werden.

Definition 4.13. Es sei H eine Menge und <y eine Halbordnung auf H
(d.h., <p ist transitiv, reflexiv und antisymmetrisch). (H, <g) heifit induktiv,
wenn jede Menge K C H, die durch <j total geordnet wird (d.h. fir z,y € K
gilt © <y y, y <y x oder z = y), eine obere Schranke besitzt.

Satz 4.14. Das Lemma von Zorn. Jede induktive Halbordnung hat ein ma-
ximales Element.

Beweis: Es sei (H,<p) eine induktive Halbordnung. Wir setzen y <y x
genau dann, wenn y <y x und y # x.

Es sei h: Z(H) \ {0} — H eine Auswahlfunktion, d.h. VX C H, X # ()
ist h(X) € X. Es sei K eine Kette in (H,<py) und sei z € K. Dann sei
K., ={y € K|y <y x}. Wir definieren: Eine Kette K C H heifit h-Kette,
falls (K, <p) wohlgeordnet ist und fir alle z € K gilt

(1) K., hat eine obere Schranke.
(2) @ = h({m € H | m obere Schranke von K_,}

Wir zeigen folgende Zwischenbehauptung: Fiir je zwei h-Ketten K, L gilt:
K=LV(3zel)(K=L)V(3reK)(L=K.).

Dies zeigt man durch transfinite Induktion iiber die ldngere der beiden Wohl-
ordnungen K, L. Wir nehmen 0.B.d.A K ~\ L # () and und nehmen das <z
kleinste Element x € K ~ L. (Hier geht also die Wohlordnungseigenschaft
ein.) Dann gilt fir K., und L die Induktionsvoraussetzung, also K., = L
oder K, = L, fiir ein z € L oder (K.;)<, = L fiir ein y € K.,. Nach
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Wahl von z sind die letzten beiden Fille ausgeschlossen. Im mittleren Fall
folgt dies aus Eigenschaft (2) der h-Ketten. Daher ist K., = L, und die
Behauptung gezeigt.

Aus der Zwischenbehauptung folgt: Die Vereinigung U aller h-Ketten ist
selbst eine h-Kette. Dieses U hat eine obere Schranke m, da H induktiv ist.
Dann ist m € U und m maximal in H, da andernfalls U zu einer echt lingeren
h-Kette verlangert werden konnte. O]

Beweis von Satz[f.19: Es sei F' ein Filter (eine Filterbasis ist schon ausrei-
chend) und
H={GC Z(X)|G2DF, G Filter}.

(H,C) ist eine induktive Halbordnung, denn wenn (K, C) total geordnet
ist, so ist |J K eine obere Schranke von K. Nach dem Lemma von Zorn
(Satz hat H ein maximales Element. Dies ist dann ein Ultrafilter, der
F' als Teilmenge enthélt. O

Definition 4.15.

(1) Es sei (X,0) ein topologischer Raum und .# ein Filter auf X. .7
konvergiert gegen x € X, wenn % (x) C % . Wir schreiben .% — x.

Beachten Sie, dass x nicht eindeutig zu sein braucht. Fiir die Eindeu-
tigkeit nutzt

Va,Vy,(x £y — U € % (z),y € U).

(2) x € X ist Berihrungspunkt von .F, wenn
VU e U (x)VF e F (UNF #£0).
Definition 4.16. Es seien %1, %5 Filter. Falls .%; C %5, so heifit .%#; grober
als %5 und %5 heifit feiner als ..

Bemerkung 4.17. x ist Berithrpunkt von F genau dann, wenn es ein G O F
gibt, sodass G — .

Beweis: Es sei G der von {UNF |U € U(z), F € F} erzeugte Filter. Weil =
Beriithrpunkt von F ist, ist () ¢ G. Die Abgeschlossenheit beziiglich endlicher
Schnitte folgt aus

(N F) N (U N Fy) = (UiNU2) N (F1 N Fy),
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weil U(x) und F Filter sind. Weil F = X N Fist G O F und G — .
Es sei G O F, sodass G — z. Fir U € U(z) und F € F gilt dann, weil
F e G, dass FNU € G und, da G ein Filter ist, F N U # (. d

Satz 4.18. Es sei (X, O) ein topologischer Raum, A C X. Dann gilt
v €A < AF(F Filter auf XNAE€EFANF — 1)
Beweis: Es sei x € A. Weil jede Umgebung von z A schneidet, ist
F =Filter(UNA|U € U(x)})

ein Filter und z ist Beriihrpunkt von F. Also existiert ein G O F, das gegen
x konvergiert. A € G gilt immer noch.

Es sei F wie auf der rechten Seite. Weil A € F und U € U(x) C F, ist
UnN A fiir alle U € U(x), also ist x € A, O

Satz 4.19. Es sei f.(F) der von {f[F] : F € F} erzeugte Filter. Es seien
(X,0x),(Y,0y), z€ X, f: X =Y. Dann gilt

[ stetig inx & VF(F = x) = (f(F) = f(2))))

Beweis: Ubungsaufgabe. O
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Kapitel 5

Trennungseigenschaften

Definition 5.1. Es sei (X, &) ein topologischer Raum
TO (X, O) heiit TO-Raum, wenn
Vo £y € XUy) £ U(w)

T1 (X, 0O) heifit T1-Raum, wenn
Vo #ye X3U, eU(x),U, eU(y)(z ¢ U, Ny ¢ Uy)

T2 (X, O) heifit T2-Raum (oder Hausdorffraum), wenn
Vo #£ye XU, € U(x), U, € U(y) (U, NU, = 0)

T3 Wir schreiben fiir eine Teilmenge A C X in einem topologischen Raum
(X,0),
UA)={C:3B,(BDA,Be 0,BCC(C)}.

(X, O) heifit T'3-Raum, wenn
VAe AVx ¢ A, U, € U(x),FUs € U(A), (U, NU4 = 0)
wobei A das System der abgeschlossenen Mengen bezeichnet.
T3a (X, 0) heifit T'3a-Raum, wenn
VAe AVx ¢ A,3f: X — [0, 1]g stetig f(z) =1, f[A] = {0}.

T3a-Rédume werden auch TS%—Rétume genannt.
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T4 (X, 0O) heifit T4-Raum, wenn

VA,B€ A(ANB =0 — 3U, € U(A), Uz € U(B),Us N Up = 0)

e (X, 0) heiBt regulir, wenn (X, 0) ein T1- und T3-Raum ist.

o (X, 0) heiit vollstindig requlir, wenn (X, &) ein T1- und T3a-Raum

1st.
e (X, 0) heiBt normal, wenn (X, &) ein T1- und T4-Raum ist.

Bemerkung 5.2. Es gelten folgende Implikationen:

Normal —— Vollstandig regular —— Regular > T2 > T'1
T4 T3a > T3

Die Implikationen:

1. Normal impliziert vollstéandig regulér: Das wird im Lemma von Urysohn
bewiesen.

2. Regulér impliziert T2: Unter T1 sind alle Einermengen abgeschlossen.
Nach T3 besitzen {z} und {y} disjunkte Umgebungen.

Die Nichtimplikationen:

1. T3 alleine ist schwach: Es sei | X| > 2 mit der Topologie {0, X}. X hat
T3, aber nicht TO.

2. TO impliziert nicht T1: Es sei N mit der Topologie ausgestattet, dass
Endabschnitte (also Intervalle [n,00)) und () offen sind. Dann hat m >
n eine Umgebung, die n nicht enthilt, aber alle Umgebungen von n
erhalten m.

3. T1 impliziert nicht T2: Es sei N mit der kofiniten Topologie ausgestat-
tet. N\ {z} und N\ {y} bezeugen T1 fiir die Punkte x,y, aber zwei
kofinite Mengen schneiden sich.
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4. T4 impliziert nicht T3, und T4 impliziert nicht TO: Es sei X = {1,2,3,4,5},

o =1{0,{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}, X}.

Dann ist A = {X,{2,3,4,5},{3,4,5},{2,4,5},{2,4,5},{4,5},0} und
es gibt keine abgeschlossenen, nichtleeren, disjunkten Mengen, also ist
T4 trivialerweise erfiillt. Aber die abgeschlossene Menge {4,5} und der
Punkt 3 haben keine disjunkten Umgebungen. Der Punkt 4 hat keine
(offene) Umgebung, die die 3 nicht enthélt. Die Punkte 4 # 5 zeigen,
dass T0 nicht gilt.

Satz 5.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. (X, 0) ist ein T1-Raum.
2. Jede Einpunktmenge ist abgeschlossen.
3. Fiiralle AC X ist A={U|U 2 AU € 0}
Beweis:

1=2 Essei (X, 0) ein T1-Raum. Es sei y # x. Nach T'1 kann x von y getrennt

werden. Fiir jedes y # x konnen wir also ein U, € U(y) wéhlen, so dass
x ¢ U,. Dann ist

(o} = WX\ Uyly e X\ {«}}
und damit abgeschlossen.

2=3 Es sei A C X. Es gilt natiirlich A C ({U|U 2 A,U € 0}. Falls x ¢ A,
ist U := X ~\ {x} offen und Obermenge von A, sodass = ¢ U.

3=1 Es seien z # y € X. Wir wenden das dritte auf A := {z} an und
erhalten eine Umgebung von x, die y nicht enthélt.

[
Satz 5.4. Aquivalent sind:
1. (X, 0) ist ein Hausdorff-Raum.

2. A ={(z,x)|r € X} C X x X ist abgeschlossen in der Produkttopologie.
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8. Firz e X gilt {z} =({U|U € % (x)}.
4. Jeder konvergente Filter hat genau einen Hdufungspunkt.

Beweis: 1=2 Es sei (z,y) ¢ A, also ist x # y. Damit gibt es zwei disjunkte,
offene Umgebungen U,, U, sodass x € U,,y € U,. Dank Disjunktheit
von U, und U, ist ANU, x U, = 0. Also ist A = A und A ist
abgeschlossen.

2=3 {2} C (U |U € % (x)} ist klar. Es sei y ¢ {2}, d.h. y # 2. Dann
ist (z,y) ¢ A, also gibt es U, x U, offen, sodass (z,y) € U, x U, und
U, xU,NA =0 (also sind U, und U, disjunkt). Dann ist U, C X \U,,
also ist U, C X \ Uy, alsoist y ¢ U, und y ¢ (U |U € % (x)}

3=4 Es sei F konvergent und x, sodass % (x) C F. Dann ist

(WFIFeFYC((U|U e} = {a}

Es sei nun y # x. Weil y ¢ ({F | F € F}, gibt es ein F € F, sodass
y ¢ F und damit gibt es eine Umgebung U von y, sodass U N F = ().
Also ist y nicht Haufungspunkt von F.

4=1 Essei x # y. % (x) konvergiert gegen x, also ist y nicht Haufungspunkt
von % (x). Daher gibt es Umgebungen U,,U, von z und y, sodass

U, NU, = 0. Damit ist (X, &) ein Hausdorfl-Raum.
O

Bemerkung 5.5. Es sei (X, 0) ein vollstindig reguldrer Raum. Dann hat &
eine Subbasis der Form

(YUY f: (X, 0) — ([0,1], 0.), f stetig, U C [0, 1] offen}.

Satz 5.6. Jeder vollstindig requlire Raum kann in ein Produkt

H[O’ 1]f

feL

eingebettet werden, fir eine geeignete Menge L, d.h. es gibt
e: (X,0) = ((0,1]", 1)

sodass ein Homdéomorphismus auf sein Bild ist (beziiglich der Spurtopologie).
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Beweis: Es sei

L=A{f|f: X —[0,1] stetig}
Wir definieren
e: X = H[O, 1]
feL
T (f<x>)f€L

Nun zeigen wir, dass e alle geforderten Eigenschaften erfiillt:

e c ist injektiv: Es sei x # y. Nach T1 ist A = {y} abgeschlossen und
x ¢ A. Nach T3a gibt es ein f, sodass f(z) = 1, f[A] C {0}. Also ist
f(y) = 0 und e(z) und e(y) unterscheiden sich an der Stelle f.

e c ist stetig, da fiir alle f pyoe = f stetig ist.

e cist beziiglich ¢ und der Spur von e[X] in (erL[O, 1], ﬁl—%)ffen: Wir
5.5)

rechnen dies fiir die Subbasis-Urbilder (siche Bemerkung nach:

el Bl | =elwroe 8] =

ele™[ J] 0.1 xB]=( [] (0,1 x B)nelx].

g#f,9€L 9#f,9€L

]
Satz 5.7. Jeder Unterraum eines T0,...,T3a-Raumes ist ein T0,..., T3a-Raum.

Beweis: Geduldiges Nachrechnen. Bei T3a nutzt man auch die universelle
Eigenschaft der Unterraumtopologie aus Satz

Bemerkung 5.8. Der obige Satz gilt nicht fiir T4: Es sei (X, &) der nicht
normale Raum, also die Sorgenfrey-Ebene, aus Satz [5.11] Dieser Raum ist
vollstéindig regulér und kann daher nach Satz|5.6/in ein Produkt [0, 1]% einge-
bettet werden. Letzteres ist normal. Das Bild der Einbettung ist hom&morph
zur Sorgenfrey-Ebene. Das Bild der Einbettung ist also ein nicht normaler
Unterraum.

Es gilt aber ein &hnlicher Satz fiir T4 unter stérkeren Voraussetzungen.
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Satz 5.9. Jeder abgeschlossene Unterraum eines T4-Raumes ist ein T4-
Raum.

Satz 5.10. Es seien X;,i € I nicht leere topologische Raume, j = 0,1,2, 3, 3a.
[Lic; Xi ist ein Tj-Raum genau dann, wenn jedes X; ein Tj-Raum ist.

Beweis: =: Es sei [[,; Xi ein Tj-Raum. Es sei i beliebig. Zu zeigen ist: X
ist ein Tj-Raum. Es sei © = (xx)rer € [[e; Xr (nach AC). Wir definieren

{ony k#1

[Ty =X

kel
durch den Homéomorphismus (x)re; — ;. Nach Satz hat ], Vs die
Tj-Eigenschaft und damit auch der homéomorphe Raum X; (es ist klar, dass
homomorphe Raume dieselben topologischen Eigenschaften haben).

Der Beweis der Umkehrrichtung besteht aus geduldigem Nachrechnen un-

ter Ausnutzung der Eigenschaften der Produkttopologie, und fiir T3a nutzt
man auch Satz 217 O

Satz 5.11. Die Sorgenfreygerade (R, &), wobei 2 = {[a,b) | a,b € R} Basis
von O ist, ist normal, da R wvollstindig ist, aber (R, 0) x (R, &) ist nicht
normal.

Nun ist

Beweis: Wir behaupten, dass S = {(z, —x)|z € R} abgeschlossen und diskret
ist. S ist sogar in der Standardtopologie abgeschlossen, also erst recht in der
Sorgenfreytopologie. Es sei (x,—z) € S. Dann ist fiir ¢ > 0 [z,2 + £) X
[—z,—x +e)NS = {(x,—x)}. Also ist S diskret. Der Beweis folgt nun aus
folgendem Lemma, da D = Q x Q dicht ist und 2199 =2« = |R| = |S]. O

Lemma 5.12. FEs sei (Y,0) ein topologischer Raum. Es sei S C'Y ab-
geschlossen und diskret. Es sei D eine dichte Teilmenge von Y wund sei
|S| > 2/PI. Dann ist (Y, O) nicht normal.

Beweis: Es sei (Y, 0) normal. Fiir alle A C § gilt dann, dass A abgeschlossen
ist, da S diskret ist. Auch S\ A ist abgeschlossen. Es sei Uy € % (A) offen,
Va € % (S ~\ A) offen, sodass U NV = (). Die Funktion

Ar— (UA,VA)
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ist eine Funktion mit Definitionsbereich P(S).

Wir behaupten, dass i: A — UsND, eine Funktion von P(S) nach P(D),
injektiv ist. Es sei A # B C S, 0.B.d.A. A~ B # (0. Dann ist Uy N Vg D
AN(SN\B) # 0, aber UgNVp = 0. Alsoist Us € Up und damit Uy # Up. Weil
Uaund Ug und U4 NVp D AN(S\ B) # ) offen sind, ist (UsNVg)ND # ()
und Ve NUg = 0. Also ist Us N D # UgN D.

Die Funktion ¢ bezeugt also |P(S)| < |P(D)|. Da weiterhin nach dem
Satz von Cantor |S| < |P(S)|, erhalten wir einen Widerspruch. O

Satz 5.13. Es sei (X, O) ein topologischer Raum, ~ sei eine Aquivalenzrelation
und

R:={(z,y) e X x X |z ~y}

Es seip: X — X/~ p(x) = [x]~. X/~ trage die Quotiententopologie. Dann
qilt:

1. X/~ ist genau dann ein T1-Raum, wenn jede Aquivalenzklasse abge-
schlossen ist.

2. Ist X/~ Hausdorff sch, so ist R (im Produktraum X x X ) abgeschlossen.
Wenn R abgeschlossen ist und p offen ist, so ist X/~ Hausdorff sch.

Ist X reguldr und p offen und abgeschlossen, so ist X/~ Hausdorff sch.

v e

Es sei X requlir, A abgeschlossen und x ~y < x=yVax,y € A, d.h.

ML:{@}xéA
A reA

Dann ist X/~ Hausdorff sch.
6. Es sei X T/ (normal), p abgeschlossen. Dann ist X/~ T4 (normal).
Beweis:
1. Ubung.

2. Esgilt R = (pxp)~'(A), wobei A die Diagonale in X/~ x X/~ bezeich-
net. Weil X/~ Hausdorff’sch ist, ist A in X/~ x X/~ abgeschlossen und,
weil p (und damit p x p) stetig ist, ist R abgeschlossen.
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3. Es sei o y. Wir suchen U € %, .([z].),V € %x;.([y]~), sodass
UNV = (. Nach Voraussetzung ist (z,y) ¢ R. In X x X gibt es
ein Produkt Z x W aus offenen Mengen, sodass (z,y) € Z x W und
ZxWnNR=0.

Es sei U = p[Z],V = p[W]. Dann sind U,V offen und UNV = {:
Anderfalls, sei [z] € UNV. Dann gibt es a € Z,b € W, sodass p(a) =
[z] = p(b). Also gilt a ~ b und (a,b) € RN Z x W, ein Widerspruch.
Also sind U,V disjunkte Umgebungen von [z]. und [y]..

4. Nach (3) gentigt es, zu zeigen, dass R abgeschlossen ist. {[y]~} ist abge-
schlossen, da {y} wegen T1 abgeschlossen ist und p abgeschlossen ist.
Da p stetig ist, ist p~![{[y]~}] abgeschlossen in X. Es sei z ¢ y. Dann
gilt © ¢ p~!{[y]~] und letzteres ist abgeschlossen. Nach T3 existieren
disjunkte U, € % (x) und U, € % (p'[{{y]~}]). Die Menge p[X \ U,]
ist abgeschlossen, also ist W := (X/ ~) \ (p[X \ U,]) offen. Weiterhin
ist p(y) € W. Es gilt

P W =p X/ ~) N (X NT)] € XN (XN =T,

Weiterhin gilt U, N p~'[W] = 0 und U, x p~'[W] ist eine Umgebung
von (z,y), die disjunkt zu R ist: Es sei (z,k) € U, x p~}[W], sodass
z ~ k. Dann ist z € p~*[{p(k)}] C p~}[W], im Widerspruch dazu, dass
beide Mengen disjunkt sind. Insgesamt ist R abgeschlossen.

5. Es sei [z] # [y]~.

e 1.Fall: z € Ay ¢ A. Nach Regularitdt von X gibt es eine offene
Umgebung U von A und eine offene Umgebung V' von y, sodass

UNV = (. p[V] ist eine offene Umgebung von p[A] = [x ] und p[U]
eine offene Umgebung von [y].: Da VN A =0, ist p~L[p[V]] =V,
was offen ist und, da U D A, ist p~[p[U]] = (U N A)UA = U,
was ebenfalls offen ist. Weil U N A = 0, ist p[U] N p[V] = 0.

e 2Fall: x ¢ A,y ¢ A. Klar.
6. Ubung.
[

Satz 5.14. Es seien g, f: (X,0x) — (Y, %) stetig, Y sei ein Hausdorff-
Raum. Dann gilt
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1. {x € X | f(x) = g(x)} ist abgeschlossen.

2. Falls D C X dicht ist (d.h. D = X ) und f|p = g|p, dann ist g = f.
3. {(z,y) | f(z) =y} € X XY ist abgeschlossen.

4. Falls [ ingektiv ist, so ist X ein Hausdorff-Raum.

Beweis: 1. Die Funktion (f,g): XxX — Y XY, (f, 9)(z1,22) = (f(x1), g(22))
ist stetig nach Satz [2.17 Weil Y ein Hausdorfl-Raum ist, ist, ist A C
Y x Y abgeschlossen. Damit ist auch (f,g)7!'[A] = {z € X | f(z) =
g(x)} abgeschlossen.

2. Es sei D dicht. Nach Voraussetzung ist D C {x € X | f(z) = g(z)} =:
A’. Da A’ abgeschlossen ist, ist

X=DCA
und damit X = A/.

3. Die Funktion (f,id): X x Y — Y x Y ist stetig nach Satz [2.17 Also
1st

(fid) Al = {(z.y) | f(2) = id(y)} = {(z,y) | f(z) =y}

abgeschlossen.

4. Weil f injektiv ist, ist f~! eine Funktion f[X] — X. Insbesondere
ist f~! injektiv, da f eine Funktion ist. Es sei # # y € X. damit
ist f(x) # f(y) € Y, und nach Hausdorff-Eigenschaft von Y gibt es
UV € Oy, sodass f(x) € U, f(y) € V,UNV = (. Nach Stetigkeit von
f sind f7HU], f7![V] offene Umgebungen von z und y, die aufgrund
der Injektivitit von f~! disjunkt sind. Da x und y beliebig waren, ist
X Hausdorff.

O]

Da wir Funktionen durch Bildung eines Quotienten (“modding out”) in-
jektiv machen konnen, erhalten wir das folgende Korollar:

Korollar 5.15. FEs sei f: X — Y stetig, Y sei Hausdorff. Es sei x ~ y :&
f(z) = f(y). Dann ist X/~ ein Hausdorff-Raum.
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Beweis: Die Funktion f: X/~ — Y, definiert durch f([z].) = f(z) (Wohl-
definiertheit folgt aus der Definition der Aquivalenzrelation), injektiv und
stetig nach Satz , da f op = f stetig ist. Nach dem vorherigen Satz ist
X/~ ein Hausdorff-Raum. O

Satz 5.16. Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Dann ist X T3 genau
dann, wenn die abgeschlossenen Mengen eine Umgebungsbasis bilden.

Beweis: Zuerst sei X reguldr und x € X, U € % (z), U offen. Insbesondere
ist A := X \ U abgeschlossen und = ¢ A. Es gibt also eine Umgebung V
von z und eine Umgebung V4 von A, sodass V, NV, = (. Also ist X \ V4
abgeschlossen, z € X N\ V4 und (X \Vy4) CU, denn V4 2O (X N\ V).

Nun sei es der Fall, dass die abgeschlossenen Mengen eine Umgebungsba-
sis bilden. Es sei A abgeschlossen und = ¢ A. Es gibt also eine abgeschlossene
Umgebung A, von z, die disjunkt zu A ist, und U, C A, offen mit x € U,.
Demnach ist A C (X N A,), X \ A, offen und (X \ A,) N U, = 0. O

Satz 5.17 (Uber die stetige Fortsetzung einer stetigen Funktion). Es sei
(X, O) ein topologischer Raum, D C X dicht. f: D — Y sei stetig (in der
Spurtopologie) und Y sei requlir. Dann sind dquivalent:

1. dF : X =Y, F stetig, FF O f
2.Vre X ist f{UND|U € % (x)}) ein konvergenter Filter.
Bewess:

e (1)=(2). F{UND |U € % (x)}) ist ein konvergenter Filter, also ist
LUND|U € (x)}) = F{UND|U € % (x)}) auch konvergent
nach Satz [£.19

e (2)=(1). Wir setzen F = f,{UND|U € % (x)}) (also der push-
forward), F'(z) = lim(F) und zeigen, dass F' eine Funktion ist, F' D f
sowie Stetigkeit in jedem Punkt.

F ist eine Funktion, denn in Hausdorff-Rdumen (also insbesondere in
reguldren Rdumen) sind Grenzwerte von Filtern (falls sie existieren)
eindeutig:

Es sei x ein Grenzwert von F und y € Y. Es gibt disjunkte Umgebungen
U,,U, von x und y. Weil F gegen x konvergiert, ist U, € F und, da
0 ¢ F,ist U, ¢ F. Also konvergiert F nicht gegen .
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Esseix € Dund V € Z(f(x)). Weil f stetig ist, ist f insbesondere
in z stetig, also ist f~![V] € % (z) (in der Spurtopologie). Also ist
UVl =UnND mit U € %(z). Also ist V € F und f(z) ist der
Grenzwert von F.

Es sei x € X beliebig und V' € % (F(x)). Weil die abgeschlossenen
Mengen in reguldren Rdumen eine Umgebungsbasis bilden, konnen wir
annehmen, dass V' abgeschlossen ist. Weil F gegen F(z) konvergiert,
ist V € F und nach Definition f~'[V] =UND mit U € % (x). Weil f
in der Spurtopologie stetig ist, ist f~'[V] abgeschlossen.

Wir behaupten, dass F~[V] D U ist. Sonst gibt es z € U,z ¢ F~[V].
Dank der Abgeschlossenheit von f~![V] gibt es eine offene Menge U, >
x, sodass U D U, und U, N f~[V] = 0. Da U, offen ist, ist DNU, # 0.
Esseiy € DNU,. Dann ist f(y) € V und, da F O f, auch F(y) € V
und somit y € F~1[V], ein Widerspruch.

Da F7YV] D U, ist F7![V] € % (x) und somit ist F in x stetig.
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Kapitel 6

Normale und T4-Raume

Satz 6.1 (Das Lemma von Urysohn, 1925). Es sei (X, O) ein T4-Raum,
A, B abgeschlossen und disjunkt. Dann gibt es eine stetige Funktion

f: <X7 ﬁ) - ([07 1]7 ﬁ<)7
sodass f[A] = {0} und f[B] = {1}.

Beweis: Wir iiberlegen uns zuerst: Es sei C' abgeschlossen, O offen. Dann
gibt es Oy € 0, sodass
CC0O,C0O,CO

Nun seien A, B abgeschlossen. Damit ist A C B¢ mit B¢ offen. Wir definieren
induktiv iiber k fiir jede dyadische Zahl, d.h. # = 5,0 < p < 2F fiir k € N
eine Menge U,, sodass

v<z — U, CU, CUy
k = 0: Es seien Uy, Uy, sodass
ACUCUCUCT, C B
Indem wir die Voriiberlegung zweimal anwenden.

Es seien alle Mengen fiir 5 definiert. Es sei x = £+, p ungerade. Dann sei
2k 2FFT )

di = %,dg = %. Weil p — 1 und p + 1 gerade sind, sind fiir d; und d»

schon Mengen definiert. Nun sei
Uy, CU, CU, C Uy,
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Indem wir wieder die Voriiberlegung anwenden. Es ist klar, dass die neuen
Mengen die Bedingung erfiillen.

Nun sei fiir jede dyadische Zahl eine Menge definiert. Fiir eine beliebige Zahl
r sel

U, == | J{Us|d < r,d dyadisch}
Nun gilt immer noch fiir r, 7" € [0, 1]:
r<r —U. CU,.. (6.1)

Dies folgt, da wir aufgrund der Dichtheit der dyadischen Zahlen in R ein d
finden, sodass r < d < d < r’. Dann folgt

U, CU;=U, CU; C Uy C U,
Nun koénnen wir f definieren: Es sei

inf{r |z € U,}, fallsdrel0,1]x € U,
Fla) = { {rlzeU} 0.1]
1, sonst.

Natiirlich gilt f[A] = {0} und f[B] = {1}. Weiterhin ist f stetig, denn fur
beliebige a,b € [0, 1] gilt

F (@) = (JU n U@ = (U ~ T ==\ D.

c<b d>a c<b d>a

Wir zeigen, dass f~!((a,b)) eine Teilmenge der rechten Seite ist. Falls d =
f(z), soist x € Uy fiir alle d > d und = ¢ U}, fiir alle d' < d. Also gibt es
d < b, sodass x € Uy. f(x) > a impliziert, dass es ein d > a gibt, so dass
x & Uy. Wir konnen nun d’' = d — % > a und die Implikation (6.1)) nehmen,
und erhalten ein d’ > a mit # ¢ Uy. Damit ist x € C.

Nun zur umgekehrten Inklusion: Falls x € C ~\ D, so gibt es ¢ < b, dass
x € U,. Damit ist f(z) < b. Weil z ¢ D, so gibt d > a, sodass x ¢ U,. Damit

ist f(z) > a.
Weiterhin ist C' ~ D als Differenz einer offenen und einer abgeschlossenen
Menge offen. O

Korollar 6.2. Jeder normale Raum ist ein requldrer Raum.

Beweis: Es sei A abgeschlossen und = ¢ A. Nach T1 ist {z} abgeschlossen
und nach dem Lemma von Urysohn gibt es ein stetiges f, sodass f[A] = {1}
und f(z) = 0. Also erfiillt der Raum das T3a-Axiom. O
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Definition 6.3. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum. A C X heifit Gs-
Menge, falls es {O,}nen € O gibt, sodass A = () .yOn- A € X heifit
F,-Menge, falls X \ A eine Gs-Menge ist.

Satz 6.4. Es sei (X, 0) ein T/-Raum. A # () sei abgeschlossen. Dann sind
aquivalent:

neN

1. A ist eine Gs-Menge.
2. Es gibt eine stetige Funktion f: X — [0,1], sodass f~'[{0}] = A.
Beweus:

e (1)==(2) Wir schreiben A = (), .y An, A, offen und o0.B.d.A. abstei-
gend. Es sei B, = X \ A,. B, ist abgeschlossen und AN B,, = 0. Fiir
n € Nsei f,: X — [0,1], sodass f[A] = {0}, f[B,] = {1}. Nun sei

F) =3 5o

neN

f(z) ist stetig, da die Summe gleichmifig gegen f konvergiert und
endliche Summen stetiger Funktionen stetig sind. Nun gilt f~'[{0}] =
A, denn, falls f(z) = 0, so ist f,(z) = 0 fiir alle n € N, also ist
r ¢ X\ B, firallen € N. Alsoist z € [, .y Bn = A.

e (2)=(1). Esgilt A= f'[{0} = Men /" ((n;+11, #1))-
m

Satz 6.5 (Zwei Verschédrfungen des Urysohn-Lemmas). Es sei X ein T4-
Raum. Es seien A, B abgeschlossene Mengen, AN B = ).

1. Es sei A # () eine Gs-Menge. Dann gibt es eine stetige Funktion
f: X —[0,1], sodass f~1[{0}] = A und f~'[{1}] 2 B.

2. Es seien A # () und B # () Gs-Mengen. Dann gibt es eine stetige
Funktion f: X — [0,1], sodass f~'[{0}] = A, f~'[{1}] = B.

Beweis:

1. Wir nehmen g wie aus Satz[6.4} d.h. g: X — [0,1] stetig, g7'[{0}] = A.
Dann nehmen wir f wie aus Satz , d.h. f: X — [0,1], f[4] =
{0}, f[B] = {1}. Nun ist h := max(f, g) wie gewiinscht.
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2. Wir modifizieren 1. durch Ersetzen von g durch 1 — ¢ und erhalten eine
stetige Funktion k: X — [0,1] mit £~ '[{1}] = B,k '[{0}] D A. Es sei
f wie in Satz[6.1] Dann erfiillt
1 1
€= E(h + min(fa k)) = §(max(h, f) + min(k7 f))
die Bedingung.
O

Lemma 6.6. Es sei A abgeschlossen, A C X, wobei (X, 0) ein T4-Raum

ist. Es sei f: A — [—1,1] stetig. Dann gibt es eine Folge (gn)nen, sodass fiir
alle n:

1. gn: X — [—1,1] ist stetig.

2.Vre X (14 (2)" < gale) <1-(2)").

5. Vo € Alf(x) = gulw)] < ()"

4. Vo € X|gni1(x) — gn(2)| < 3 (%)n

5. Vp € N¥m,n > plgm(2) = ga(@)] < 3 (3)"
Beweis: Wir zeigen die Existenz induktiv iiber n.

e Anfang: Es sei gy = 0. gy erfiillt alle Bedingungen.

e Induktionsschritt: Es sei g, definiert. Dann sind

By = { €A J() ~ gule) > (§)}

Cusi= { € A1 f2) = gula) < (;)}

abgeschlossen und disjunkt. Nach Satz gibt es eine stetige Funktion
1 /2\" 1 /2\"
U X = |—=(=) .= =
50) 50
1/2\" -1 /2\"
B =< | = = _—(Z=
Un[ n+1] {3 (3) }avn[Cn-i-l] { 3 (3) }

Setze nun ¢,.1 = ¢, + v,. Nun priifen wir, ob g, die Eigenschaften
(1) bis (4) hat:

sodass
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1. ist klar, da ¢, und v, stetig sind.
2. Ist ebenfalls per Definition von g, klar.
3. Falls x € B, 1 UC),11, so folgt

2\" 1 /2\" 2\ "1
ro-maeis () -3 2) -(3)
da v, die Abschitzung |f(z) — gn(z)] < (2)" aus der Induktions-

voraussetzung um 5 - (2)" verbessert.

Falls x ¢ (Bn+1 U Cyy1), so folgt

@ -man < (2)

aus den Definitionen von B, ;1 und C,,; und der Tatsache, dass v,

die Fallvoraussetzung f(z) — g,(z) < £(2)" um héchstens & - ()"

3.3 3°\3
verschlechtern kann.
4. Klar, da

5. Klar, da

s = )] = ento)] < 3 (3)

Schlieflich erhalten wir auch den Punkt 5, durch Aufsummierung der
geometrischen Reihe.

[
Das Lemma funktioniert auch mit dem Zielraum (—1, 1) statt [—1, 1].

Lemma 6.7. Es sei (X, 0) ein T4-Raum. Dann lisst sich jede stetige Funk-
tion f: A — (=1,1) zu einer stetigen Funktion f: X — (—=1,1) fortsetzen
(wenn A abgeschlossen ist und die Spurtopologie von X trigt).

Beweis: Es sei g, wie in Lemma . Dann ist F(z) := lim, o gn(2) eine
stetige Funktion, da (g, )nen auf X gleichméflig konvergiert. Nach Eigenschaft
cist F(z) = f(x). O

Satz 6.8 (Fortsetzungssatz von Tietze, 1915). Ein topologischer Raum (X, O)
ist T/ genau dann, wenn sich jede stetige Funktion f: A — R zu einer ste-
tigen Funktion f: X — R fortsetzen lisst (wenn A abgeschlossen ist und die
Spurtopologie von X trdgt).
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Beweis: Es sei f wie in Lemma . Dann ist f = %arctan of eine stetige
Funktion von A nach (—1,1). Nach Lemmagibt es 1 X — (—1,1) stetig.
Nun ist F':= 7 tan o(gﬁ) eine Fortsetzung von f.

Es seien A, B abgeschlossen und disjunkt. Es sei

f(x):{o reA

1 z€B

Dann ist f stetig bzgl. der Spurtopologie auf AU B, da in dieser A = X N
(X N\ B),B = XN (X~ A) offen sind. Also ldsst sich f zu einer stetigen
Funktion auf X fortsetzen. Dann erfiillt f die Anforderungen von Satz [6.1],
also ist X ein T4-Raum. O
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Kapitel 7

Kompaktheit

Definition 7.1. Es sei (X, &) ein topologischer Raum. (X, &) heifit kompakt,
wenn

V%§ﬁ<U%:X—>H%g%,|%O|ewAU%0:X>

Definition 7.2. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum. (X, &) heifit Bourbaki-
kompakt, wenn (X, &) kompakt und Hausdorff’sch ist.

Satz 7.3. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum. Aquivalent sind:
1. X ist kompakt.

2. FEs sei o/ das System der abgeschlossenen Mengen.
v Cca(2=0-3%C 2 %l cwn()%=0)

3. Jeder Filter auf X hat einen Beriihrungspunkt.

4. Jeder Ultrafilter ist konvergent.
Beweis:
e Essei [).Z = (. Dann ist
Ux~B|Bes} =X

=U

Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung %4. Dann ist

(J{IX~B|Bec%}=10
o

27



Mildenberger Topologie SS 2025

e Essel F ein Filter auf X. Falls F' keinen Beriihrpunkt hat, gibt es fiir
alle x € X ein F € F, sodass « ¢ F. Damit ist

(WFIFeF}=0

Also gibt es _eine endliche Teilmenge Fy C F, sodass JFy endlich und
NFo C ({F | F € Fo} = 0. Aber Filter sind beziiglich endlichen
Schnitten abgeschlossen und () ¢ F, ein Widerspruch.

e Essei U ein Ultrafilter. Nach (3) hat U einen Haufungspunkt. Da U ein
Ultrafilter ist, konvergiert U gegen x, denn fir U € % gilt X \U ¢ U
(da x ein Berithrpunkt ist) und somit U € U.

e Essei % eine offene Uberdeckung. Wenn % keine offene Teiliiberdeckung
hat, dann ist

F=A{x~Jo | |%| € w, % C %}

ein Filter. Nach dem Ultrafilter-Lemma ist %/ in einem Ultrafilter ent-
halten. Dieser wire dann aber nicht konvergent: Es sei x € X. Dann
gibt es U € %, s.d. x € U. Weiterhin ist U ¢ F und damit % (z) Z F.

]

Satz 7.4 (Satz von Alexander, ZF+PI). Es sei . eine Subbasis von (X, O).
Dann ist X kompakt, wenn jede Uberdeckung von X mit Mengen aus . eine
endliche Teiliiberdeckung hat.

Beweis: Annahme: X ist nicht kompakt. Dann gibt es einen Ultrafilter F
auf X, der nicht konvergiert:

Vee X,3U, € % (z), (X \U,) € F.

Nach der Definition einer Subbasis hat jedes U, eine Teilmenge der Form
Mi<n Uke mit Uy, € & und n € N. Esist X \ U, € X \ (e, Uk =
Ui, (X \ X..) € F. Dann ist fiir ein Uy, schon X \ Uy, € F, da der Filter
F ultra ist. Somit erhalten wir (nach Umbenennen von Xj , zu U,):

Vee X,AU, € % (x)NS, (X \NU,) € F.
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[Anmerkung iiber die benutzten Axiome: Wenn man diese Passage hier ohne
das Auswahlaxiom durchfithren mochte, muss man alle Beispiele U, mittra-
gen, also fiir jedes x womdglich viele Mengen. Man braucht die U, nicht
auszuwahlen, man kann einfach alle nehmen, und von jedem einzelnen geht
man zu allen seinen Subbasis-Reprisentanten iiber. Die Wahl des k£ < n
iibernimmt dann der Filter. Dann hat man eine riesige Uberdeckung von
X mit Elementen aus .. | Weil | J{U, | x € X} = X, existiert nach der
Voraussetzung iiber Uberdeckungen aus Elementen von . eine endliche
Teiliiberdeckung X = | J{U, | # € Xo}. Dann ist nach De Morgan:

(XNU)=X~ |JU.=0€eF

zeXo z€Xo
Also ist F kein Filter. Unsere Annahme fiihrt also in einen Widerspruch. [J

Lemma 7.5. Es seien X ein Hausdorff-Raum und K eine kompakte Teil-
menge von X. Es sei v € X \\ K. Dann gibt es eine offene Umgebung U von
xundV von K, s.d. UNV = 0.

Beweis: Es gilt Vk € K, x # k. Nach Hausdorff-Eigenschaft gibt es Uy, V4,
x € Uy k €V, mit U, NV, = (. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele
ko,. .. k,, sodass K C U?:o Vi, Es sei U = ﬂ?:o U, V.= U?:o Vi, Dann
ist

Unv = ((n] Ukj> N (ka> | JWi,nW,) =0

J=0

Satz 7.6.

1. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.

2. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raumes ist abgeschlossen.

Beweis: 1. Es sei A C K abgeschlossen, % eine offene Uberdeckung von
A. Dann ist % U {K ~ A} eine offene Uberdeckung von K. Diese hat
eine endliche Teiliiberdeckung %) U {X ~\ A}. Dann ist % eine offene
Uberdeckung von A.

2. Es sei K kompakt, © ¢ K. Nach Lemma gibt es eine offene Umge-
bung U, von x,_sodass U.NK = 0. Also ist © ¢ K. Da dies fiir alle

r ¢ K gilt, ist K = K.
O
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Satz 7.7. Es sei K kompakt und Hausdorff. Es seien A, B C K abgeschlos-
sen. Dann gibt es offene Mengen U,V , sodass AC U, BCV,UNV = 0.

Beweis: Wir wenden Lemma [7.5] zweimal an: Fiir ¢ € B seien U,, V,, sodass
AC U,z €V, U,NV, =0. Die Mengen {V, | z € B} iiberdecken B, ent-
halten also eine endliche Teiliiberdeckung. Mit U = (.5 Uz, V = U, cp, Vo
gilt danimn AC U, BCV,UNV = 0.

Satz 7.8. Es sei X kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist f[X] kompakt.

Beweis: Es sei ¥ eine offene Uberdeckung von f[X]. Dann ist
U ={f'V]|Ver}

eine offene Uberdeckung von X. Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
% ={f"V]IIV €%}

Also ist #; eine endliche Teiliiberdeckung von Y. m

Satz 7.9. Es sei X kompakt und f: X — Y stetig und Y ein Hausdorff-
Raum. Dann ist f abgeschlossen.

Beweis: Es sei A C X abgeschlossen. Nach Satz [7.6] ist A kompakt, also ist
fA] kompakt (nach Satz [7.8). Somit ist f[A] abgeschlossen (erneut nach
Satz (7.6]). O

Satz 7.10. Es sei X kompakt, Y Hausdorff, f: X — Y stetig und injektiv.
Dann ist f eine Einbettung.

Beweis: f ist abgeschlossen nach Satz[7.9] Da f injektiv ist, ist f damit auch
offen (da f[X ~ A] = f[X] ~\ f[A]). Also ist f: X — f[X] stetig, offen und
abgeschlossen, sowie bijektiv. Damit ist f eine Einbettung. O]

Satz 7.11 (Tychonoff, 1930). Es seien (X;, 0;)icrzp topologische Rdiume.
Dann gilt:

1. Wenn alle X; kompakt sind, dann ist [[,.; X; kompakt.

icl
2. Wenn [[,c; Xi kompakt und nicht leer ist, so ist jedes X; kompakt.

3. Wenn alle X; kompakt und Hausdorff sind, dann ist []
und Hausdorff.

e1 Xi kompakt
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Beweis: 1. Falls es ein ¢ € I gibt, sodass X; = ), dann ist [] X; = 0 und
somit kompakt.
Es sei [[ X; # 0 und U ein Ultrafilter auf X. Dann ist

pild] ={AC X;|p;'[A] eU}

ein Ultrafilter. Da X; kompakt ist, konvergiert p;[U] gegen ein z; € X;
(dieses ist eindeutig, falls X; Hausdorff ist). Wir haben also

Ux, (x:) C pilU].

Mit AC nehmen wir ein x so dass * = (x;);e;. (Falls alle Rdume Xj;
Hausdorff’sch sind, wird hier das Auswahlaxiom nicht gebraucht. Das
Axiom PI (prime ideal), das sagt “jeder Filter ldsst sich zu einem Ul-
trafilter erweitern” geniigt.) Wir zeigen U(x) C U:

Es reicht, sich auf eine Subbasis zu beschrianken. Es sei U € U(z) N S.
Dann ist fiir ein ¢ € I, U = U; X [[;e; 0 X; = p;'[Ui] € U.

2. Weil p; stetig und [[,.; X; nichtleer und kompakt ist, ist p;[X] = X;
kompakt.

3. T2 vererbt sich auf Produkte.
O

Satz 7.12 (Heine-Borel). Jede Teilmenge von R™ ist genau dann kompakt,
wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis: Weil R™ als metrischer Raum die Hausdorff-Eigenschaft hat, ist K
abgeschlossen. Weiterhin ist

K< |J B(o,n)

neN~{0}

Also hat diese Uberdeckung eine endliche Teilitberdeckung, {B(0,n;),i < k}.
Dann ist K C B(0,n) mit n = max(nq, ..., ng).
Die Riickrichtung wird in der Analysis bewiesen. ]
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Kapitel 8

Satz von Stone-Weierstraifl

Definition 8.1. Es sei (X, @) ein topologischer Raum.
C(X)={f: X = R| f stetig }
ist die Menge aller stetigen reellen Funktionen auf X.
Definition 8.2. Es sei (X, &) ein kompakter topologischer Raum. Auf C'(X)
definieren wir folgende Metrik:
d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)[ | = € X}.

Die Metrik d heifit auch die Supremumsmetrik und die von ihr auf C'(X)
erzeugte Topologie heifit die Topologie der gleichméfigen Konvergenz.

Bemerkung 8.3. Die Metrik ist wohldefiniert, da f(X) als kompakte Teil-
menge von R insbesondere beschriankt ist und somit ein Supremum besitzt.
Dass alle geforderten Metrik-Eigenschaften erfiillt sind, ist klar.

Definition 8.4. Es sei V = (V, +) ein K-Vektorraum, wobei K ein Korper
ist. (V,+, v, "skatar) ist eine K-Algebra, falls (V,+,0, ) ein Ring ist.

Beispiele 8.5.
1. Der Raum der Polynome iiber R,

R[X] ={) ai'|n€N,a; € R}
=0

ist ein unendlichdimensionaler R-Vektorraum. Die Monome {z"|n € N}
bilden eine Basis. Mit der bekannten Multiplikation ist R[X] eine R-
Algebra.

63



Mildenberger Topologie SS 2025

2. Der Raum der stetigen Funktionen C'(X) ist eine R-Algebra mit (f -
g)(x) = f(2)g(x).(f +9)(x) = f(x) + g(x), (r- f)(x) = r- f(x). Er

besitzt sogar eine 1, ndmlich die konstante 1-Funktion.

Definition 8.6. Es sei D C C'(X). A(D) sei die von D in C(X) erzeugte
Unteralgebra von C(X), d.h. C(X) ist die Menge der Polynome in Elementen
von D:

A(D) = { Z ayy,.. o dit e dl” | nyr € NN {0},d1,....dr € D,ay, .., € R} .
0<vq

Satz 8.7 (Der Satz von Stone und Weierstrass, 1885 und 1937). Es sei X

kompakt und Hausdorff’sch, D C C(X) erfiille

(a) Ve € X3f, € Df.(x) #0
(b) Yo,y € X(x #y — Ifay € Dfay(@) # fay(y))

Dann qilt in der Topologie der gleichmdfsigen Konvergenz auf dem Raum
(C(X),d), dass A(D) = C(X).

Lemma 8.8. Es gibt Polynome p, € R[X], sodass Vnp,(0) = 0 und auf
I =10,1] die Folge (pp)nen gleichmidpig gegen t — v/t konvergiert.

Beweis: Wir setzen:

Po(t) = 0. pusa(t) = palt) + 3 (¢~ P2(1)

Dann ist Vn € N:

1
(VE=pana(t)) = (VE=pa(8)) (1 = 5(VE+ (1)) (1)
Wir beweisen induktiv iiber n gleichzeitig noch zwei Eigenschaften:
Vit p,(t) >0 (2)
2V

0<VE—pu(t) < i

e Der Anfang ist klar.
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e Gelte (2),, und (3),. Zu zeigen ist (2),4+1 und (3),41. Es gilt

DO | —

P (t) = pult) + 5 (t = p2(t)) > 0
—~—

>0 v
- >0 nach 3,

Wir setzen Gleichung (1) ein und erhalten

(24 (n+ DVA() = (@2 + (04 DVA(VE = pul®)(1 — 3 (VE+ pal0)
(@ nVDVE = pul0) + VVE+ pa() (15 (VE+pu(0)
< @VE+ VEWVE+ ()1~ 5)(VE+ palt))
= 2VA(L+ (VI p(B))(1 ~ 3(VE + pu(0)
= 2VH(1 — {(VE+ palt)?) < 2
Aus (3) folgt, dass
sup{[VE — pa(t)] | £ € 0,11} 0

]

Lemma 8.9. Es sei [ = [—a,al,a € R,a > 0. Dan gibt es eine Folge von
Polynomen, die auf I gleichmdfSig gegen t — |t| konvergiert.

Beweis: Es seien die p, wie in Lemma (8.8 und sei

¢ 2
Qn ‘= G Pn | —
a

Dann konvergiert die Folge (¢, )nen gleichmifig gegen |t| auf [—a, a]. O

Lemma 8.10. Es sei X kompakt und Hausdorff’sch. Es sei A C C(X) eine
topologisch abgeschlossene Unteralgebra von C(X). Dann sind fir f,g € A
auch die Funktionen |f| € A, max{f,g} € A, min{f, g} € A.

Beweis: Es ist

win{f, g} = 5(f +9) — 51f — glmax{f.g} = 3(f +9) + 51 g

65



Mildenberger Topologie SS 2025

Also bleibt nur zu zeigen, dass f € A — |f| € A. Wir haben ¢,(t) wie im
2.Lemma, dass auf [—a, a| gleichmiBig gegen || konvergiert. Dann konvergiert
qn o f gleichméBig gegen |f|, denn, falls Vt € [—a, a]|g.(t) — ||| < e, so ist
Ve € X|g.(f(x)) — |f(x)|| <e. gnof € A, da A eine Unteralgebra und g,
ein Polynom ist. [l

Lemma 8.11. Es sei A eine Unteralgebra von C(X), X kompakt und Haus-
dorff’sch. Dann ist A eine Unteralgebra von C(X).

Beweis: Da C'(X) ein metrischer Raum ist, hat jedes f € C'(X) eine abzihlbare
Umgebungsbasis.

Es sei f,g € A,c € R. Es gibt zu f und ¢ konvergente Folgen QfnsQgn AUS
A. Dann ist z.B. f-g=1lm, ,oo(qrn - ggn)- O

Beweis des Satzes: Es sei D C C(X) wie in der Voraussetzung, f € C(X).
Zu zeigen: d € A(D).

e 1.Schritt: Zu je zwei Punkten y,z € X gibt es ein h € A(D), sodass
h(y) = f(y), h(z) = f(2): Es gilt nach Voraussetzung f; € D, fi(y) #
0,f, € D, f.(2) # 0. Dann ist f, = %,fz = hf—é), sodass f,(y) =
1, f.(y) = 1. Weiterhin gilt

hi = fy+fz _fy : fZ € A(D) — hl(y) = hl(Z) =1

Falls y # z, so gibt es nach Voraussetzung hy € D, hy(y) # ha(z). Dann
erfiillt

F) - fG) . f@h() — fh)
e T ) —h) <P

die Bedingung.
Falls z = y, so nehmen wir

_ fy)
"= W)

.fy

e 2.Schritt: Nun nutzen wir die Kompaktheit von X. Behauptung:

Ve > 03z € X3h, € A(D)h.(z) = f(2) AVx € Xh,(z) < f(x) +¢
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Fir alle y € X3¢, € A(D), sodass g,(2) = f(2),9,(y) = f(y) nach

dem ersten Schritt.
VyaU, € % (y)Vz € Uygy(z) < f(z) +¢

nach Stetigkeit von f. Die Mengen {U, | y € X} iiberdecken X und
besitzen somit eine endliche Teiliiberdeckung U,,, ..., U,, . Dann erfiillt

h, :=min{g,, |i =1, ..., k}
die Bedingung.

e 3.Schritt: Vz € X sei h, wie im zweiten Schritt. Dan gibt es Umge-
bungen, s.d. h,(y) > f(y) — ¢ in der Umgebung. Bilden des Maximums
zeigt die Behauptung.

]
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Kapitel 9

Uniforme Riume

Definition 9.1. Es sei X eine Menge und seien A, B C X x X. Wir setzen

(a) A = {(12) | (z,9) € A}.

(b) BA={(x,y)|32(z,y) € BA (z,2) € A}.

(c) A2 = AA, A"t = AnA.

(d) A C X x X heifit symmetrisch, wenn A~ = A,

(e) Wenn X aus dem Kontext ersichtlich ist, schreiben wir A = {(z,z) |z €
X}

Nun gelten (AB)™' = B7'A~! und A(BC) = (AB)C. Wenn A C B, so
ist A= C B~! und fiir jedes C, AC C BC, CA C CB. Falls A C A so ist
ACA™

Definition 9.2. X Menge. ZZ C X x X heifit uniforme Struktur oder Nach-
barschaftsfilter auf X, wenn folgendes gilt

U AP undVAe #(VBC X xX)(B2A—BeX).

% ist gegen endliche Schnitte abgeschlossen

VAew A CA.

VU ew) U 'tew).

YU eV ewV*CU.
(X, %) heiBt uniformer Raum.

Definition 9.3. Es sei Z eine uniforme Struktur. 4 C % hei3t Fundamen-
talsystem fiir %, wenn YU € 3B € 4B C U.
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Satz 9.4. Ist B eine Fundmentalsystem fir % so sind auch B = {AN
A7V A e B} und B, = {A™ | A € B} Fundamentalsysteme.

Beweis: O

Satz 9.5. Es sei B C P (X x X). B ist Basis fir eine uniforme Struktur
genau dann wenn folgendes gilt:

(a) Fiir jedes endliche Teilmenge %y von A gibt es ein C € B, so dass
C C N Ho.

(b) VB € BA C B.

(c) VB € 3B’ € #B' C B~

(d) VB € #3B' € #(B')* C B.

Wenn (a) bis (d) gelten, dann ist $B Basis der uniformen Struktur % (8) =
(VCXxX|3BeBBCV).
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Kapitel 10

Quotienten und
Gruppenoperationen

Wir erinnern uns zuerst an die Quotiententopologie: Es sei (X, &) ein topo-
logischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation und p: X — X / ~ definiert durch
p(z) = [z]~. Die Quotiententopologie von (X, &, ~), die auf X/~ lebt, ist
gegeben durch

O.={VCX/~|p[V]e 0}

Satz 10.1. Es sei (X, O) ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation.
Dann gilt:

1. Wenn X kompakt ist, so ist X/~ kompakt.
2. Wenn X (weg-) zusammenhdngend ist, so ist X/~ (weg-) zusammenhdingend.

Beweis: 1. p ist stetig, also ist p[X| kompakt. Weil p surjektiv ist, ist
plX] =%/~

2. p ist stetig, also ist p|X]| (weg-) zusammenhéngend. Weil p surjektiv
ist, ist p[X] = X/ ~.
O]

Beispiele 10.2 (Das Zusammenfalten von Raumen). Es sei A C X abge-
schlossen. Wir schreiben X/a fiir X/~, wenn ~ wie folgt definiert ist:

r=1y r¢ A

xwy:<:>{
r,y€e A
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Dies ldsst sich auch endlich oft iterieren:
X/A1,A2 = (X/Al)/(A2/A1)

Fiir zwei abgeschlossene, disjunkte Mengen. Alternativ kann man auch ~ wie
folgt definieren:

xT=y x ¢ AU A
T~y = x,y €A
x,y € Ay

Warum nimmt man in diesem Beispiel abgeschlossene Mengen A7 Man
mochte Satz [5.13|(3) und weitere Teile dieses Satzes anwenden.

Beispiel 10.3 (Homoomorphietyp eines Kegels). Es sei X C R™ kompakt.
Der Kegel CX (der in den R™™! eingebettet werden kann) ist definiert als

CX =X x0.1/x « {13
Es sei p € R™™\ R™ x {0}. CX ist homdomorph zu
CX :={(1—t)-2'+t-p|te0,1],2' € X x {0}}

Beweis: Es sei p € R™1\ R” x {0}. Wir definieren f: X x [0,1] — CX wie
folgt:

flz,t):=(1—=t) (x,0)+p-t.
Wenn z € X, so ist (2,0) € X x {0}; daher geht die Abbildung in den
angegebenen Bildraum. Die Abbildung f ist stetig nach unserer Kenntnis
der Analysis. Weiterhin gilt

FIX < {1}] = {p}

Ebenfallsist f | X x [0, 1) injektiv. Also ist die Quotientenabbildung f([z]) =
f(x) wohldefiniert, stetig und bijektiv. Wenn X kompakt ist, so nach Satz
7.10 f offen (auf dem Bildraum nimmt man die Spurtopologie von R™"*! auf
C~X). Nach der Definition der Quotiententopologie ist auch f mit fop = f
offen.

Ein gesuchter Homéomorphismus f: CX — CX ergibt sich als f([z].)

().

Ol
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Beispiel 10.4 (Die abgeschlossene Einheitskugel). Es sei
B":={r eR"||z| <1}, "t i={x e R"||z| = 1}
Es gilt S" ! = 0B". Es sei n > 1. Dann gilt
B" [gn-1 22 gn C R™H

Beweis: Wir definieren zuerst f: B® — S™ durch

Fl@) = = cos(m - |]) - enpr +sinr - J2]) - (g

,0).
||

Wir glauben, dass f stetig ist und dass Im( f) = S™ ist. Weiterhin ist
f1(B"~ 5" injektiv und f[S™ ] = {en41}. Also ist

fioB st — 8", mit f([z].) = f(x)
ein gesuchter Homdomorphismus. [

Beispiel 10.5. Es gilt

S x [~1,1]
Snx {1}, 8" x {1}

o~ Sn+1
Beweis: Es sei H: S™ x [—1,1] — S™*! definiert durch

H(x,t) = cos (g(t + 1)) (0,~1) + sin (g(t + 1)) (z,0).

Dann gilt H(z,t) € S™"! falls z € S*, t € [-1,1]. Nun ist H(z,t) = H(y, s)

nur fir s =1 =1 oder s =t = —1, also nur fiir (z,t) ~ (y,s). Wenn wir
uns erneut auf die induzierte Abbildung f([x,t].) = H(x,t) zuriickziehen,
erhalten wir den gewiinschten Homoéomorphismus. ]

Definition 10.6 (und Existenzbehauptung). Es seien X eine Menge, R C
X x X eine Relation. Dann ist Eq(R) die kleinste Aquivalenzrelation auf X,
sodass Eq(R) 2 R. Fq(R) heiit die von R erzeugte Aquivalenzrelation

Eq(R) = ﬂ{R’ D R| R' Aquivalenzrelation}.

Wir schneiden iiber eine nichtleere Menge, da X x X O Fq(R) eine Aquivalenz-
relation ist. Man iiberlege sich, dass dies wohldefiniert ist. Dazu kann man

5



Mildenberger Topologie SS 2025

zum Beispiel zeigen, dass der Schnitt beliebig vieler Aquivalenzrelationen
wieder eine Aquivalenzrelation ist.

Alternativ kann man R auch von unten her konstruieren: Wir definieren
induktiv iiber n € N eine relation R,. Ry = AU R,

Rn—l-l = Rn U {(.T,Z) | Ely((lf,y) € RTL /\ <y7Z) € R'fl}

Dann ist | Rn41 eine Aquivalenzrelation, und es gilt Eq(R) = |J Ry+1.

Beispiel 10.7 (Mobiusband). Es sei X := [0,1] x [0,1], und R definiert
durch B = {((0,9),(1,1 —y)) |y € [0,1]}. Es sei ~ die von R erzeug-
te Aquivalenzrelation (wobei wir lediglich die Diagonale hinzufiigen). Dann

heifit X/~ Mobiusband.
Beispiel 10.8 (Klein’sche Flasche). Es sei

X =5 x[0,1, R:={((z,,0), (x,—y,1)) | (z,y) € "}

Es sei ~ die von R erzeugte Aquivalenzrelation. X / ~ heiit Klein’sche Flasche.
Beispiel 10.9 (Projektiver Raum). Es sei X = R™™ \ {0}. Es sei

~={(z,y) € X | IN e Rz = Ay}

~ ist eine Aquivalenzrelation. RP"® = X/~ (der projektive Raum) ist der
Raum aller 1-dimensionalen Unterraume des R".

10.1 Quotienten nach Gruppenoperationen

Definition 10.10. Es sei (G, o0,¢e) eine Gruppe und X eine Menge. Eine
Abbildung -: G x X — X heiit Gruppenoperation, wenn sie die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

(i) Ve € X(e -z = x)
(ii) Vg € G((fog) -z =f-(g9-x))
Es sei z € X fest. Wir schreiben
Gr:={g-z|g€G}
Gz heiit die Bahn oder der Orbit von x. Es sei

G, ={9€eGlg-z=1z}
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G, heiflt die Standgruppe oder Isotropiegruppe von x.
Die Gruppenoperation heifit transitiv, falls

Ve,ye Xdge G (g-z=1y)

Aquivalent, falls Vo € X Gz = X

Bemerkung 10.11. Aufgrund der Assoziativitéit schreiben wir einfach
fogr = (fog) x=f (9-7)

Korollar 10.12. 1. G, ist eine Untergruppe von G.

2. Die Bahnen Gz sind Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation

~={(r,y) € X x X | g € G gz = y}

3. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Die Abbildung
2 GExX =X
(g, 2) — g
i1st eine Gruppenoperation.
(b) Die Abbildung
0: G— Sym(X) :={f: X — X | fbijektiv}
g — (z— gx)
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Es sei G eine Gruppe, X eine Menge, - eine Gruppenoperation. Wir
zeigen (1): e € G, nach (i) der Gruppenoperationsaxiome. Es seien ¢, h € G,.
Dann gilt

(goh)-x=g-(h-z)=g-v=2x

also gilt (g o h) € G,. Behauptung (2) ist klar. Nun zu Behauptung (3):

(a)=(b) :Wir iiberpriifen, dass z ein Gruppenhomomorphismus ist. Weil fiir
jedes x € X die Gleichung ex = x gilt, ist p(z) = id. Es sei © € X
beliebig.

p(gh)(z) = (goh)(z) =g (h-z)=g- (p(h)(z))
= @(g)(e(h)(z)) = (¢(g)
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(b)=(a) : Es sei « € X beliebig. Weil p(e) = id, gilt
r=1id(x)=p(e)(x)=e-x
Weiterhin gilt (nach Homomorphismuseigenschaft):
(goh) -z =p(gh)(z) = o(9)(w(h)(x)) = ¢(g) - (¢(h) - z)

]

Definition 10.13. Es sei G x X — X eine Gruppenoperation und A C X.
Die Standgruppe von A ist definiert als

Ga={9eG|gA=A}
wobei gA := {ga | a € A}. Dies ist also nicht punktweise gemeint.

Definition 10.14. Der Bahnenraum von G und X ist
Xja:={Gr|x e X}
Beispiele 10.15.

1. Es sei X = R"™ mit der Standardtopologie und G' := GL(n,R) die
Gruppe aller Matrizen A € R™*" sodass det(A) # 0 mit der Matrizen-
multiplikation. Wir betrachten die Operation von G auf R durch

(A,r) — Ar

Dass dies eine Gruppenoperation ist, folgt aus den Erkenntnissen der
linearen Algebra.

Der R" zerfillt unter dieser Operation in zwei Bahnen: {0} und R~ {0}.
Dies folgt aus dem Basiswechselsatz.

2. Essei V =R".

X =G, k) = {(v,...,v,) | 3U

(U ist ein k-dimensionaler Unterraum von V, /\ v, el)}
1<i<n

der Raum der n-Tupel von Vektoren aus einem k-dimensionalen Un-
terraum U von R™ und G = O(n) = {A € R™" | AT = A7'} mit der
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Matrizenmultiplikation. Dies ist die orthogonale Gruppe. Beachten Sie,
dass bei der Definition von X auch das U lauft.
Wir betrachten die Operation von GG auf X durch

(A, V) = (A, (v, ...,u,)) —> (Avq, ..., Avy)

Es sei A:=RF x [, ,{0} € R™. Fiir G, gilt

G4 = 142: {AEO(n)HAlGO(k) HAQGO(n—k)A: (1?)1 122>}

G4 2 Gy ist klar. G4 C G4 folgt mit ein bisschen linearer Algebra.
Wir behaupten, dass O(n) transitiv auf X operiert. Es sei

U= <bl, ...7bk>, V= <Cl,...,6k>

mit b;, ¢; Orthonormalbasen von U resp. V. Diese ergéinzen wir zu Or-
thonormalbasen von R™. Die Basiswechselmatrix ist dann orthonormal.

Lemma 10.16. Wenn G transitiv auf X operiert, so ist fir jedes x € X die
Abbildung

Yr =¢: Gla, > X
9] — gz

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis: Zuerst die Wohldefiniertheit. Es sei g; ~ g2, d.h. 3h € G, (g1h = go).
Dann gilt
©(92) = g2z = g1ha = gi(hz) = g1z = ¢(g1)

Injektivitat: Es sei ¢(g1) = ¢(g2). Dann ist g1z = ¢(g1) = ©(92) = gaz. Also
ist g, 'g1x =z und g5 'g1 € G,. Damit gilt

91 = 9295 1) = 91 ~ g

Surjektivitit: Es sei y € X. Dank der Transitivitat der Operation gibt es ein
g € GG, sodass gr = y. Dann gilt

o(lg)) =gr =y
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Definition 10.17. Es sei (G,0;) eine Gruppe, & eine Topologie auf G.
(G, 0, 0) heiit topologische Gruppe, falls die Abbildung

2 GxGE—=G
(g7h)'—>gol hil

stetig ist.

Lemma 10.18. Es sei (G, 01, 0) eine topologische Gruppe. Dann sind fol-
gende Abbildungen stetig:

1. GG axr— 27!
2. 01: GxG— G, (a,b) —>aorb

Beweis: Das undekorierte o bezeichnet die Hintereinanderausfiihrung.

1. Es gilt ™! = -0 (1,id) und (1,4d) ist stetig, da id und x — 1 stetig
sind.

2. Es gilt oy = -0 (id, ') und (id, ') ist stetig, da ~! stetig ist (nach 1).
O

Bemerkung 10.19. In einer topologischen Gruppe (G, o01) (mit gh = g oy h)
sind die Linksmultiplikation [, = (h + gh) und Rechtsmultiplikation r, =
(h — hg) Homoomorphismen.

Beweis: Da - zweistellig aufgefasst stetig ist, ist jede einstellige Version eben-
falls stetig, da
lg =-0° (gvid) © (“Z? _1>

Da ~! = -0 (1,id) stetig ist. Weil lg_1 = ly—1, ist die Umkehrabbildung stetig
und [, ist bijektiv, da G eine Gruppe ist. O]

Definition 10.20. Es sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergrup-
pe. Der Quotientenraum &/m mit der Quotiententopologie heifit homogener
Raum.

Wir fassen G/H auf als x ~y y, wenn 3h € H hox = y.

Korollar 10.21. Die Abbildung p: G — G/u ist stetig und offen.
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Beweis: Es sei U C G offen. Zu zeigen ist, dass p[U] offen in &/m ist, d.h.
p~!p|U]] ist offen in G. Dies gilt, denn

p Ul = |J Uh = J{mlU] | h € HY

Und fiir jedes h € H ist r,[U] offen (da rj, ein Homéomorphismus ist). [

Bemerkung 10.22. Falls H abgeschlossen ist in G und G Hausdorff’sch, so
ist G/H Hausdorff’sch. Wenn G/m Ty ist, so ist H abgeschlossen.

Beweis: Wir behaupten, dass
R={(g1,92) € GxG|gi'gs € H}

Dies sieht man wir folgt: Es ist # ~y y gdw v = ay~'y und zy~! € H.
Dann ist R abgeschlossen, als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer
stetigen Abbildung: H operiert auf G stetig, das G eine topologische Gruppe
ist. Da R die Diagonale in G/H ist, ist G/H Hausdorff. Wenn &/u T} ist, so
ist {1} abgeschlossen und somit auch p~'[{1}] = H. O
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Kapitel 11

Homotopie

Von nun an seien alle Abbildungen stetig. Wenn wir also v: I — X schrei-
ben, ist damit gemeint, dass I = [0,1] mit der Standardtopologie von R
ausgestattet ist und X eine Topologie tragt und v beziiglich dieser beiden
Topologien stetig ist.

Definition 11.1. Es seien X, Y topologische Raume, f,g: X — Y stetig. f
heifit homotop zu g mittels/durch/via h genau dann, wenn h: X x[0,1] =Y
stetig ist und

Vo e X h(z,0) = f(x) Ah(z,1) = g(z)

Man schreibt kurz f ~j g. f ~ g heifit Jh f ~, g.

Definition 11.2. f ~j 4 g, genannt, f und g sind homotop relativ zu A via
h, man schreibt f ~yc4 g oder f ~.c1a g, wenn f [ A= g [ A sowie f ~p g
und Vt € I hy | A= f | A= g | A. Hier ist hy(x) = h(z,t). Man sagt statt
homotop auch homotopiedquivalent.

Beispiel 11.3. Es sei X = C ~ {0} und ~,72: I — X gegeben durch
1(t) = exp(mit),v2(t) = exp(—mit). Ist y1 ~go13 72? Wir haben ja den
Nullpunkt herausgenommen. Mit Uberlagerungen werden wir zu Ende des
Kapitels einen Beweis fiihren.

Satz 11.4. Die Homotopie (relativ zu einer Menge A) ist eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der stetigen Funktionen von X nach 'Y .

Beweis: Reflexiv: Es sei h(x,t) = f(z).
Symmetrisch: Es sei h stetig, sodass h(z,0) = f(z),h(x,1) = g(z). Weil die
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Abbildung ¢: t — 1 — ¢ stetig ist, ist A’ = h o (id, @) stetig.
Transitiv: Es sei f ~p, 9,9 ~p, h. Es sei

U el 2t—1) >

N D=

Dies ist wohldefiniert, da hi(x,1) = g(x) = ho(z,0). Weiterhin ist h stetig,
da h | X x [0 1] und A | X X [1 1} stetig sind (nach Satz ]

)9 29
Lemma 11.5. Es seien fo, f1: X = Y sowie go,q1: Y — Z und sei fo ~p,
f1,90 ~ny 91- Dann ist go © fo ~m g1 © f1, wobei

H(z,t) = hy(ho(z,1),1)

Beweis: Zuerst ist H: X x I — Z als Einsetzung stetiger Funktionen in eine
stetige Funktion stetig. Weiterhin gilt

H(z,0) = hi(ho(z,0),0) = hi(fo(z),0) = go(fo(x)) = (g0 © fo)(x)

H(x,1) = hi(ho(x,1),1) = h(f1(2),1) = g:(f1(2)) = (91 © f1) ()
[l

Beispiel 11.6. Es sei g: R™ — {0}, f =id: R" — R™. Dann ist f ~ ¢g mit
h:R"x I —R" h(z,t)=x—tx

Denn h ist stetig laut der Analysis und h(z,0) =z = f(z),h(z,1) =z —x =
0=g(x).

Nun lédsst sich aus der Homotopiedquivalenz zwischen Funktionen auch
eine Homotopiedquivalenz zwischen topologischen Réumen definieren.

Definition 11.7.

1. Eine stetige Abbildung f: X — Y heiit Homotopiedquivalenz, wenn
es eine Abbildung ¢g: Y — X gibt, so dass

gOfNidx/\ngNidy.
Man sagt, g bezeugt, dass f eine Homotopiedquivalenz ist.

84



Mildenberger Topologie SS 2025

2. Zwei topologische Raume X,Y heiflen homotopiedquivalent, wenn es
eine Homotopieiquivalenz f (oder gar als (f, g) geschrieben, mit einem
Zeugen g) gibt. Wir schreiben X ~ Y oder auch X ~; Y.

3. Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn X zum Ein-
punktraum homotopiedquivalent ist.

Bemerkung 11.8. Die Homotopiedquivalenz ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation:
1. X ~ X durch f =1d.
2. Falls X ~ Y via (f,g), soist Y ~ X durch (g, f).

3. Essei X ~ Y durch f; (bezeugt von f1) und Y ~ Z durch go (bezeugt
durch g1). So ist X ~ Z durch gy o fo (bezeugt von f; o g;):
(goo fo)o (fiogi) =goo (foo fi)o g1~ gooidyogi=gyogi~idy
Die andere Richtung folgt genau so.

Bemerkung 11.9. Wenn X und Y homdéomorph sind, so sind sie homoto-
piedquivalent:

Es sei f: X — Y stetig, offen und bijektiv. Dann sind X und Y homoto-
piedquivalent durch f, bezeugt von f~1.

Bemerkung 11.10. Kompaktheit und topologische Dimension sind nicht
invariant unter Homotopiedquivalenz.

Lemma 11.11. X ist zusammenziehbar genau dann, wenn es eine Abbildung
h: X x I — X und ein zy € X gibt, sodass

Ve € X h(x,0) =z, h(z,1) = z.

Beweis: Es sei X zusammenziehbar zu Y = {0} und sei X ~;, Y. Also
gibt es f: X — {0},9: {0} — X, sodass gf ~ idx und fg ~ idgp. Es sei
xo = ¢(0). Dann gilt gf(z) = o fiir jedes z. Nach Homotopie von gf und
idy gibt es h: X x I — X, sodass

Ve e X h(z,0) =idx(z) =z, h(z,1) = gf(x) = x.

Also erfiillt X die andere Bedingung.
Essei h: X x I — X und zy € X, sodass

Ve e X h(z,0) =z, h(z,1) = xg
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Dann ist X homotopiedquivalent zu Y = {0}: Es sei f(z) = 0 fiir € X und
es sei g(0) = xo. f: X — {0} und g: {0} — X sind stetig, weiterhin gilt

h(z,0) =2z =idx(z), h(z,1)=0=gf(x).

Also ist idx ~p gf(x). Weiterhin ist fg(0) = 0 und damit fg = idgy und
gleiche Funktionen sind homotop. O]

Definition 11.12. X C R" heifit sternformig, wenn es xq € X gibt, sodass
Vee XVtel (1—t)xg+treX
Bemerkung 11.13. Ist X sternformig, so ist X zusammenziehbar.

Lemma 11.14. Es sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum.
Dann gilt: Fxistiert ein h: X x I — X, sodass

Ve e X (h(x,0) =2z Ah(z,1) € AN(z € A— h(x,1) =1x)),
so sind A und X homotopiedquivalent.

Beweis: Es sei h wie im Lemma. Es sei f: X — A definiert durch f(z) =
h(z,1) und g: A — X die Inklusion. Wir behaupten, dass gf ~ idx und
fg ~ida. Weil hy|4 = idy, ist f|a = id4 und somit fg = id4. Weiterhin ist
gf ~idx durch h, denn

Ve e X hz,0) =z Ngf(x) = g(f(z)) = g(h(z,1)) = h(z,1).
[l

Beispiele 11.15. 1. Z := S' xR ist homotopieiquivalent zu S*, denn S* =
St x {0} und h: Z x I — Z, definiert durch

h(l‘,y,t) = (l’,y - ty)
erfiillt die Bedingung des Lemmas.

2. S~ R\ {0}. Es sei h: R" ~\ {0} x T — R™ ~ {0} definiert durch

Dann erfiillt h die Bedingung des Lemmas.
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11.1 Die Fundamentalgruppe
Ein Weg v: I — X mit v(0) = y(1) heiit Schleife.

Definition 11.16 (und Behauptung). Es sei X ein topologischer Raum,
xo € X. Wir definieren

Q(X, ) == {71 T = X [7(0) = (1) = a0}

Dies ist die Menge der zg-Schleifen. Die Fundamentalgruppe von (X, xo) hat
als Tragermenge:
T1(X, 2o) = HX20)/ o0y

Die Verkniipfung der Gruppe ist

/][9] = [f * 4]
mit
| ree fiir 0 <¢ < 3;
(f*g)(t)_{g(2t_1) fﬁr%ﬁtﬁl

Das neutrale Element ist €,, := (z + zy). Der Punkt x( heifit Basispunkt.
Man schreibt statt (m1(X, zo), *, €4,) oft nur die Tragermenge (X, xo).

Fiir den Beweis, dass (m1(X, xg), *, €,,) eine Gruppe ist, benttigen wir:

Lemma 11.17. Es sei v: [0,1] — X eine Schleife und p: I — I stetig,
sodass ©(0) = 0,p(1) = 1. Dann sind v o ¢ und vy homotop.

Beweis: Es sei H definiert durch

H(t,s) = y((1 = s)t + sp(t))

Dann ist H eine Homotopie von v und v o ¢: H ist stetig laut der Analysis
und

H{(t,0) = (1), H(t,1) = ~(p(1));

weiterhin ist

H(0,5) = (0 +0) = 4(0), H(L,5) = 7(1 — s+ 5) = (1),
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Lemma 11.18. Es sei v € Q(X,xg) und 7: I — X definiert durch 5(t) =
v(1 —t). Dann ist v *7 homotop zur konstanten xo-Abbildung.

Beweis: Es sei

] y(2ts) t <
Hit,5) = {7(%5 +1—-2s) t>

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn

N = N

H(35) =2 =9(1= 149 =30 = 5) =705+ 129 = 7 (5.5

Weiterhin ist sie eine {0, 1}-Homotopie, denn

_ [ 7(0) =~ =75(0) tSl}
1.0 = {30 0 S eny 131}
v(2t) R
a(t1) = {7(215 Y 1—92) =72 — 1)} =73
H(0,5) = 4(0), H(1,8) =721 5+ 1—25) =7(1) =1(0) = 0.
O

Lemma 11.19. Die Verkniipfung [f] * [g] definiert wirklich eine Gruppen-
operation.
Beweis:

1. fxg wie in der Definition ist ein Weg, denn fxg [ [0, 3] sowie f*g | [3,1]
ist stetig, also ist auch f * g stetig. Weiterhin gilt

fxg(0) = f(0) = zq, fx g(1) = g(1) = .

2. Die Aquivalenzklasse von f # ¢ ist unabhéngig von der Wahl der Re-
prasentanten: Es sei fo ~qo11,1, f1.90 ~01},0, 91- Wir behaupten,

dass
Hy(2t fir t < 1
Hit,s) = 1(249) N
Hy(2t —1,s) firt> 3

eine {0, 1}-Homotopie von fq * go und f; % gy ist, denn

| Hi(2t,0) = fo(2t) fiir ¢ < & B
H(z,0) = {H2(2t— 1,0) = go(2t — 1) fiir ¢ > 1 } = Jox 900)
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Ebenso fiir s = 1, also ist H eine Homotopie. Ebenfalls gilt
H(0,s) = Hi(0, s) = fo(0) = (fo * 90)(0);

H(1,s) = Hy(1,5) = g0(0) = (fo * 90)(0),
also ist H eine {0, 1}-Homotopie.

3. Essei f eine Schleife und g die konstante zy-Abbildung. Die Homotopie

von g x f und f folgt aus Lemma [11.18] Da die Abbildung

(2) 0, fiir x <
€Tr) =
4 20 — 1, firx >

l\le—I [\3|>—I

die Bedingungen des Lemmas erfiillt und g * f = f o ¢, sind g * f und

f homotop.
4. Es sei f: I — X eine Schleife. Wir behaupten, dass
flz) = f(1—x)
invers zu f ist. Dies folgt aus Lemma

5. Assoziativitéit: Es seien 1, v, 3 Schleifen. Zu zeigen ist, dass (71 %79) *

~v3 und 7 * (72 * v3) homotop sind. Dies folgt, denn es gilt

@) i< 71(2t)
(mxy2)kys = § (4t — 1) ¢ < 5, Yx(r2xys)(t) = { 12(4t — 2)
(2t —1) t> 3 (4t — 3)
und eine Homotopie ist gegeben durch
’yl(HS) fiir 0 <4t <1+s,
H(t,s) =< 1t —(1+s)) firs+1<4t<s+2,
(1 — A=)y fiir 1 > 4t > s + 2,
denn
71 (4) t< i 71 (2t) t <
H(t,0) YAt —1) $<t<s, Ht1)= (46—2) 3<
(2t —1) t>1 (4t —3) t>

BlW —~ N

S+ = T
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Und weiterhin gilt
H(0,8) = 71(0) = 71 % (72 % 73)(0) = (71 % 72) * 73(0)
H(1,5) = v3(1) = 71 % (72 % 73) (1) = (71 % 72) * ¥3(1)
0

Bemerkung 11.20. Wie findet man eine solche vermittelnde {0, 1}-Homotopie
H? Es sei 1) := (71 % 72) * 3 und es sei x = 71 * (72 * 73). Wie suchen ein
stetiges p: I — I, sodass ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1 und fiir alle ¢ € I,

Y(t) = x(e(t)).

Dann konnen wir mit Lemma [11.17] ein H herstellen mit ¢ ~y x. Wir defi-
nieren

2t, fir 0 <t <1,
p(t)=qt+g fir § <t <3,
st—3)+2, firg<t<l

Bemerkung 11.21. Wir kénnen Q (X, xy) erneut topologisieren durch die kompakt-
offene Topologie.

11.2 Die Fundamentalgruppe als Funktor

Definition 11.22. Eine Kategorie € besteht aus
1. eine Klasse von Objekten Obj(%),

2. zu je zwei Objekten X,Y € Obj(%) einer Menge Homg¢(X,Y) von
Morphismen,

3. Zu je drei Objekten XY, Z € Obj(%) einer Verkettung
o: Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z)
(f;9) —gof
sodass folgendes gilt:

Identitét: Zu jedem X € Obj(%) gibt es einen ausgezeichneten Morphis-
mus idxy € Homg (X, X), sodass fiir alle Y € Obj(%) und alle f €
Home (X,Y):

f=foidx =idyof
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Assoziativitat: Fir XY, Z, W € Obj(%) und f € Homy(X,Y), g € Homg (Y, Z),
h € Homg(Z, W) gilt
ho(gof)=(hog)of
Beispiele 11.23.

1. Die Kategorie T op mit topologischen Réumen als Objekten und steti-
gen Abbildungen als Morphismen.

2. Die Kategorie T op+ der Topologischen Rdume mit Basispunkt als Ob-
jekten und stetigen Abbildungen, die die jeweiligen Basispunkte auf-
einander abbilden als Morphismen. Wir schreiben (X, z) fiir einen to-
pologischen Raum mit Basispunkt x.

3. Die Kategorie Grp der Gruppen als Objekten und Gruppenhomomor-
phismen als Morphismen.

Definition 11.24. Es seien A und (B) Kategorien. Eine Abbildung F: A —
B ist ein kovarianter Funktor, falls F(A) € Obj(B) fiir jedes A € Obj(.A)
und

2. fiir jedes X,Y € Obj(A) und jedes f € Homyu(X,Y) gilt F(f) €
Hom(F(X), F(Y))
3. fir f € Homu(X,Y), g € Homyu (Y, Z), F(f og) = F(f) o F(g).

Satz 11.25. Die Abbildung w1, die einem topologischen Raum mit Basispunkt
seine Fundamentalgruppe zuordnet, ist ein kovarianter Funktor von T op+
nach Grp.

Beweis: Da m1(X, ) eine Gruppe ist, ist die erste Eigenschaft erfiillt.
Wir definieren nun die Abbildung m; auch auf {f: X — Y : f(x) = y}. Wir
schreiben hierfiir f: (X,2z) — (Y,y). Dann ist

7Tl<f) = f*: 7T1(X7 37) — 7T1(Y7 y)

) — [f o]
wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus:
FlysA1=[foly=y) =[(fer)*(for)]

Denn beide Abbildungen stimmen auf [0, %] und [%, 1] iiberein.
Weiterhin gilt:
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L. idx(y) = [idx oy] = [7]. Also gilt id = idx(x z)-
2. Fs scien g € Hompop((X,2), (Y,)), f € Homroy((¥,9), (7, 2)). Dann
gilt

mi(f) om(g)V] =(f* o g")v] = f*(lgo])
=[fogor]l=(fog)([h]) =m(fog)]

11.2.1 Die Rolle des Basispunktes

Nun lassen wir in einem topologischen Raum X den Basispunkt variieren
und vergleichen 7 (X, z) mit m (X, y).

Satz 11.26 (Die Rolle des Basispunktes). Es sei X ein topologischer Raum
und x,y € X. Jede Homotopieklasse von Wegen von x nach y induziert einen
Isomorphismus

m(X,z) = m(X,y).

Beweis: Es sei §: [0,1] — X ein stetiger Weg mit 6(0) = x,0(1) = y. Wir
definieren

J(;Z 7T1(X, .flf) — 71-1()(7 y)

(7] = [0 % v * 0],

wobei 6(z) = §(1 — ).

1. Js ist wohldefiniert, da Homotopie durch % erhalten bleibt (wie im
Beweis der Wohldefiniertheit von # fiir Schleifen).

2. Js ist ein Gruppenhomomorphismus, da
[y1 %72 — [%y1 %2 % 8] = [0y %6 %% Yo% 6] = [0 %y1 % 8] % [0 % y2 % 0]
3. Js ist bijektiv, da die Umkehrabbildung durch J5 gegeben ist:
Js(J5)(7) = [0 8y %0 % 0] = 1],
J5(Js(7)) = [6% 0+ x 0 0] = [1].
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]

Korollar 11.27. Wenn X wegzusammenhdngend ist, hingt der Isomorphie-
typ von m (X, x) nicht von der Wahl von x ab.

Definition 11.28. Es seien vy, v1: I — X Schleifen (u.U. mit verschiedenen
Basispunkten). vy und = heiflen geschlossen homotop, wenn es eine stetige
Abbildung h: I x I — X gibt, sodass

h(s,0) := ho(s) = qo(s), h(s, 1) = ha(s) = 7 (s)

und die Abbildung von I nach X, s+ h(s,t) auch h; genannt, eine Schleife
ist fiir alle t € 1.

Bemerkung 11.29. Falls 71,72 Schleifen sind und ~;(0) = 72(0), so gilt
Y1 ~f0,1} Y2 = 71 ist geschlossen homotop zu 7,

Definition 11.30. Eine Schleife heifit zusammenziehbar in X, falls es ein
x € X und eine geschlossene Homotopie h gibt, sodass v ~, €,.

Lemma 11.31. Eine Schleife v ist genau dann zusammenziehbar in X, falls
7 {01} €4(0)-

Beweis: Die Riickwéartsrichtung ist gerade die Bermung von eben: Es sei
Y ~{o0,1} €40y durch h. Dann gilt per Definition hg = 7, h1 = €,(p). Weiterhin
ist h(0,t) = ~(0),h(1,t) = ~v(1) = ~v(0). Alle h; sind also Schleifen.

Es sei h eine geschlossene Homotopie von « und e,, fir zo € X. n(s) =
h(0, s) ist ein Weg von x¢ nach x = v(0). Fiir ¢ € [0, 1] sei 0¢(s) = h(0,t - s).
Damit ist 0: I x I — X, 0(s,t) := 04(s) = h(0, st) stetig. k: I x I — X sei
definiert durch

h(0, 4st) 0<s<i
k(s,t) = q h(4s —1,t) 1<s<3
h(0,t(2—2s)) 3<s<1
Dann gilt folgendes: k(0,t) = ~(t). k(1,t) = 7(0). k(s,0) = h(0,0) = ~(0),

k(s,1) = h(0,2 —2s) = 7(0).
L. Ko(s) = (s)
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2. klN’ﬂ'*f
3. Y ~E KT ~ €gy

4. €z ~k,{0,1} V-
O

Satz 11.32. Es sei v: I — X eine Schleife und sei 7: 1/fo,13 — X die
induzierte Abbildung. /0,13 = St trage die Quotiententopologie und sei B? =
{z € R?||z| < 1},B2 = {x € R?| |z| < 1}. Dann ist v zusammenzichbar
genau dann, wenn 7: ST — X eine stetige Fortsetzung auf B2 hat, d.h.

B2 X, f1S' =7

Beweis: Es sei f: B2 — X stetig und sei f O 4. Wir definieren H(z,t) =
f(t-[z]) fir x € [0,1], [z] € 0U/fo,13, t € [0,1]. Da die Multiplikation stetig
ist, ist H stetig. Weiterhin ist Hy = €y und H; = f. Fiir jedes t € I ist
H(0,t) = H(1,t), da v(0) = v(1). Also ist v zusammenziehbar.

Fiir die umgekehrte Richtung sei ¥ ~p 10,1} €2, und es sei Hy = 7, H; =
€z Flr y € B2 gilt y = sz eindeutig mit z € S', s € I. Wir setzen

f(sz) = H(z,1—s).
Dann gilt fiir x € S*, dass f(x) = H(x,1—1) = (). O
Man schreibt fiir f*, das auf m (X, zo) wirkt, auch fy . Also f*([y]) =
[f o] fiir v € Q(X, x) und [v] = [v]~ ;-

Satz 11.33. Es seten f,g: X — Y, h: X x I — Y, sodass f ~y g. Es sei
zg € X,¥(t) := h(xo,t), dann ist v: I — Y, sodass v(0) = f(zo),7(1) =
g(xo). Dann ist:

gzo - J’Y © f;o
Mt anderen Worten: Das Diagramm

(X, x) » (Y, %)

Izg
J’Y

7T1(Y,yl)

kommutiert.
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Beweis: Es sei 0 € Q(X,x9) = {v € C(I,X) |~v(0) = v(1) = x0}. Wir
behaupten, dass

9°(lo]) :==lgoo] = (Jy o f)[o]) = [7* (f o 0) %]

Wir basteln uns die Homotopie k.
Ye(s) ==t + s(1 —1t))

ke = % (hy o o) *
Dann ist k: X x I — Y stetigund ky = goo,kg =7+ (foo)*~. O
Lemma 11.34. Es sei v: [ — X,7(0) = zo,v(1) = 21, f: X = Y. Dann
gilt:

Jay 0 Jy = Jpoy 0 f3,

Beweis: Es sei 0 € Q(X, xp). Dann gilt

fey o (o)) = £, (7 % o x7])
=[fo(Fxox7)]
=[(fom) *(foa)*(fo)
=[(foy)*(foo)(for)
= Jroy([f o))
= Jyoy © f1,(l0]).
]
Satz 11.35. FEs sei f: X — Y eine Homotopiedquivalenz. Dann gilt fir alle
xo € X, dass die Abbildung
fao : (X, 20) = m (Y, f(20))
] — [yof]

ein Gruppenisomorphismus ist.

Beweis: Es sei g: Y — X mit fog ~y idy,go f ~y idx. Dann ist vo(t) =
k(f(xg)),1 —t) ein Weg von f(g(f(xo))) nach f(xg). Weiterhin ist v, (t) =
h(zg,1 —t) ein Weg von xy nach g(f(zo)).

Die Abbildung ist ein Homomorphismus, denn f o¢€,, = €f(,,). Weiterhin gilt

falvxy D =[fo(y*xY) = [fov* forT= fi, (7] * fa, ([7])-

95



Mildenberger Topologie SS 2025

Die Abbildung ist injektiv, da (go f); = 9} (o) fao = J und letzte Abbildung

bijektiv ist. Die Abbildung ist surjektiv, da (f09)} o) = fo(s(z0) ©9F (o) = 0
und letzte Abbildung surjektiv ist. In Diagrammen:
(9of)%
7T1(X7 .To) . ” 71—1(‘)(7g(f(‘ro)))
id3,
\ %
™ (X7 I’())
(fOQ)}(,cO)
mi(Y, f(zo)) —— > m (Y, (f o g)(f(zo))
i} (ag)
\ %
Ut (Y7 yO)
O

Jeder zusammenziehbare Raum hat also die einelementige Fundamental-
gruppe.

11.3 Lokale Produkte und Uberlagerungen

Definition 11.36. Es sei 7: Y — X stetig. 7 heifit lokales Produkt/lokale
Faserung, wenn

Vo € X3U € % (x) N 0 IFy # O top. Raum
Thy: 7 U] =5 U x Fy (prohy =7 | # ' [U]).
Es sei m: Y — X stetig. 7 heifit lokale Uberlagerung, wenn
Ve e X3U € % (x) N 0 IFy # O diskr. top. Raum
Fhy: 7 U] =5 U x Fy (p1ohy == | 7 }[U]).
Das heifit: Das Diagramm

hUvg

» U X Fy

U]
XMJ[U] /
p1

UCX

Y D a7l
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kommutiert.
F, .= 7 '[{z}] C Y heifit Faser von 7 iiber .

Definition 11.37. Ein lokales Produkt heifit globales (oder triviales) Pro-
dukt, wenn ein einziges F, h und somit stets U = X gewé&hlt werden kann.

Bemerkung 11.38. hy | F, ist ein Homomorphismus F, = {z} x Fy.

Lemma 11.39. Esseinm: Y — X ein lokales Produkt und X zusammenhdngend.
Dann sind je zwei Fasern von m homoomorph.

Beweis: Es sei zp € X, Vo = {x € X | F, = F,,} sowie V] = X \ V.
ist offen, da 7 ein lokales Produkt ist, da jede Umgebung von z, die wie im
lokalen Produkt ist, fiir alle 2’ € U F,, = F, erfiillt und somit F, = F,, gilt.
Es gilt, dass

Vi= |J {reXx|FR=F}
YEX Yy 2 Fug
Da jedes {z € X | F,, = F,} offen ist, ist 1} offen. Da X zusammenhéngend
ist und oy € Vj, ist V; = 0. O

Beispiele 11.40.

1. ™ = p: ST x [0,1] — S ist offensichtlich ein globales Produkt, da
h = id gewahlt werden kann.

2. Essei M = 0:10x[0.1]/_ mit (0,2) ~ (1,1 — z) das Mébiusband und

7 M — St
[z, y] — [#l/10,13

7 ist ein lokales, aber kein globales Produkt.
7 @) = {[z.y] [y € [0,1]}
Jede Faser ist also homdomorph zu [0, 1]. “r ist global” hieBe, dass
M = S' % [0,1],
in diesem Falle wire das Mobiusband also nicht verdreht.

3. m: O(n) — 9M/jok)xom -k = G(n,k) ist ein lokales Produkt mit
Faser O(k) x O(n — k).
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4. 8% = 8/~ 2 8% mit v ~w <= I\ € S': v = Aw ist ein lokales
Produkt mit Faser S!, aber nicht global, da in diesem Fall S3 = §% x S!
wére. Dies geht aber nicht, denn

1 (S?*) = {e}, m(S*x SN =1 (S*) x m(S) ={e} xZ =17

5. Essei Y = TS5? = {(z,y) € R*x R¥|z € S% (x,y) = 0}. Es sei
7: Y — S? definiert durch 7(x,y) = x. Dann ist 7 ein lokales Produkt
mit Faser R? und ist nicht global nach dem Satz vom Igel.

Lemma 11.41. Es sei w: Y — X stetig. Dann sind dquivalent:
1. 7 ist eine Uberlagerung.

2. Fiir alle x € X existiert eine offene Umgebung U von x sowie I nicht
leer, sodass es fiir alle v € I eine offene Menge V; gibt mait

(a) 7 U] = Ui, Vi
(b) Firi#jelistV,NV;=10
(c)Vieln | V;: V;=U

In Formel:

Vee XU e (x)NO3#0VijeIV,e 0 (= '[U] =V
el
ANi#j—=VinV;=0)
A ViV, = U).
Beweis: Es gilt 7 [ U; =py [ (U x {i}) o h [ U;. Wenn jetzt U wie in (1) zu
x gewéihlt ist, so ist U; := h™ U x {i}] offen. O

Definition 11.42. Es sei X zusammenhéngend und 7: Y — X eine Uberlagerung,
s.d. f.a. U Fy = 1,1 diskret. |I] heiit die Blédtterzahl der Uberlagerung.

Beispiele 11.43. 1. Esseim = exp: C — C~{0}. 7 ist natiirlich surjektiv.
Weil fiir y = @ + 2im gilt, dass exp(y) = exp(x), hat m Z-viele Blétter.

2. Es sei m: R — R/z = S! definiert durch 7(z) = x + Z. Hier ist die
Blatterzahl wieder unendlich.
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3. Essei m: R — S! definiert durch h(t) = e*™. Erneut ist die Blitterzahl
unendlich.

4. G = {—id,id} wirke auf S™. Dann gilt 5"/+id = RP™. Es sei 7w die
Projektion. Dann gilt 7(z) = z, —x, also hat 7w zwei Blétter.

5. Essei z € Z~ {0}, m.: S' — S* definiert durch 7.(x) = 2*™. Dies ist
eine Uberlagerung mit Blatterzahl Z.

Definition 11.44. Es sei 7: ¥ — X ein lokales Produkt und sei f: Z — X
stetig. Eine stetige Abbildung f: Z — Y heifit Hochhebung oder Lift von f
nach Y, wenn mo f = f.

Z—léYDW Ul - U x By

\l/

Proposition 11.45. Es seim: Y — X ein lokales Produkt. Es sei f: Z — X
und zu f existiere ein Lift f: Z — Y. Dann gilt:

V2o € Z Jyo € Y (f(20) = o, fulm1(Z, 20)) C mul(m1 (Y, 0)))

Beweis: Zuerst gilt o f = f. Damit gilt auch f, = (7o f), = m, 0 f,, da
f« = m(f) und m; ein kovarianter Funktor ist. Nun folgt:

Felmi(Z,20)] = (w0 f)[mi(Z, 20)] = ml fulmi(Z, 20)]] C ma[ma (Y, y0)]

Cm1(Y;y0)

Wir zeigen nun, dass sich Wege stets hochheben lassen:

Satz 11.46. Es sei m: Y — X ein lokales Produkt, v: [0,1] — X stetig,
7(yo) = v(0). Dann gibt es ein 7: [0,1] =Y, (0) = yo, sodass mo f = f.

Beweis: v][0,1]] C X ist kompakt. Zu x € ][0, 1]] suche eine offene Umge-
bung U, von z wie in der Definition des lokalen Produktes. Nach Kompakt-
heit von 7[[0, 1]] gibt es eine endliche Teiliiberdeckung Uy, ..., U,. Nach der
Wahl der U; gilt

Vi <n 3F;, = Fy,, hi: 7 U] U x Fy, prohi =7 | 7 U]
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Insbesondere kénnen wir mit to,...,t,, to = 0,t, = 1, t; < t;41 die U; so
wéhlen, dass v[t;, t;11] C Usyq.

Es gilt hi(yo) = (7(0), f1) fir irgendein f; € Fy, und, da 7(yo) = 7(0), gilt
p1 o hi(yo) = 7(0). Es sei fiir t € [to, t1]

H1(t) = hi' (v(1), o).

Ay ist auf [to, t1] stetig. Weiterhin gilt

Fi(t1) = hi'(v(t1), 1) = ha ' (v(t1), f2)

fir ein fy € Fy,. Fiir t € [ty, to] setzen wir

Fo(t) = hy (1(1), f2)
nach ein paar weiteren Schritten sind wir fertig. Nun sei
Y= U ¥i
i<n

Dann ist 4: [0, 1] — Y stetig, da die Verklebung endlich vieler stetiger Funk-
tionen. Nach Konstruktion gilt fiir ¢ € [t;,t;41] (¢ beliebig):

moy(t) =piohi(y) =pioh;o hi_l(V(t%fi) = pi(y(1), fi) = 7(2).
O

Beispiel 11.47. Es sei m: R? = R, 7(x,y) = . 7 ist ein lokales Produkt. Wir
setzen (t) = (y(¢), f(t)), f: I — R stetig.

Satz 11.48. Es sei m: Y — X eine Uberlagerung, f: Z — X stetig und
sei Z zusammenhingend. Es sei 29 € Z,yo € 7 [{f(20)}]. Dann gibt es

hichstens eine Hochhebung f: Z — 'Y, sodass wo f = f, f(z0) = vo.

Beweis: Es seien f1, f» beides Hochhebungen von f, sodass fi(zo) = Yo, =
1,2. Es sei 3 }
A={zeZ|fi(z) = fa(2)}, AA=Z N A

A ist nichtleer, da zy € A. Weiterhin sind A und A’ offen: Es sei fi(2) = fa(2).
Da f(z) € X, gibt es eine offene Umgebung U und es gibt I, U;,i € I, sodass

=~ =u

il
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und 7 | U; = U. Dann ist fiir 2 € V = f{ U] N f5HU3):

mo fi(z1) = f(z1) = o fo(=1)

und damit ist auch fl(zl) = fQ(zl), da 7 | U; injektiv ist. Also ist V' C A.
Der Beweis fiir die Offenheit von A" ist &hnlich. Da Z zusammenhéingend ist,
ist A’z@und flzfg. O

Definition 11.49. Es sei m: ¥ — X eine Uberlagerung. Wir sagen U C X
hat die Uberlagerungseigenschaft, falls folgendes gilt:

1. U ist offen.

2. Es gibt ein diskretes D und D’ C D, sodass 7~ '[U] = (U, Va und die
V; offen und paarweise disjunkt sind.

3. Firalled € D' ist 7 | Vy: Vg — U.

Satz 11.50. Es sei m: Y — X eine Uberlagerung, X zusammenhingend.
Es seien v9,71: [0,1] — X Wege von xy nach yo, die {0,1}-homotop sind
via H. Es sei 79 € n '[{xo}]. Dann gibt es eine eindeutige Hochhebung

H:[0,1] x [0,1] = Y und eindeutige Wege Yy, 1, sodass

1. mtoH=H.
2. Toqy="p.
3. moy =1.

4- 30(0) = 71(0) = 20, Yo(1) = 7(1).
5. Fir alle t € [0,1] ist H(t,0) = 30(0) sowie H(t,1) = 3o(1).
Falls xg = yo, so ist nicht unbedingt £o = vo(1) = 71(1).

Beweis: Wir zeigen die Existenz, die Eindeutigkeit folgt dann aus Satz[11.48
Wir wahlen zuerst N, M € N sowie 0 = s < 51 < -+ < sy = 1,

UV, L >

Qij = [si-1,8) X [tji1y] 1<i <N, 1< <M

gilt, dass H[Q; ;] C U;; und U, ; die Uberlagerungseigenschaft hat. Das heif}t,
es gibt ein diskretes D;; und Dj; C D, sodass 7' [U] = Uy, V7 und die

V3”7 offen, paarweise disjunkt und jeweils via 7 zu U; ; homdomorph sind.
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Das ganze geht wegen der Kompaktheit (wie oben), indem wir zuerst
fir jedes € H[[0,1] x [0,1]] so ein U, wihlen, dann zu einer endlichen
Teiliiberdeckung iibergehen und diese schliellich durch die Késtchen appro-
ximieren.

Nun sei d; 1 so gewahlt, dass Ty € lelll Wir setzen fiir (s,t) € Q1 1:

H(s,t) = (| Vo) " (Hs,1))

dies ist stetig, da 7! stetig ist. Natiirlich gilt H(0,0) = o und 7o (H |
(11) = H | Q11. Nun setzen wir H geeignet auf Q12 fort. Dies geht so: Nach
Voraussetzung gilt fiir (s,¢;) € Q11NQ12, dass 7T(1£[(8, t1)) = H(s,t1) € Uy,
also H(s,t,) € Vd18’2 fiir ein d, € D1, ist. Allerdings gilt, dass die Funktion
s — H(s,t,) stetig ist und somit ein zusammenhéngendes Bild hat. Demnach
miissen alle d gleich sein, wir nennen sie d; 5. Es gilt somit fiir alle (s, ;) €
Q11N Q1o B
A(st2) = (x 1 VI (H(s. 1)

denn H(s,t,) € le122 und 7(H(s,t;)) = H(s,t;) (und 7 ist, eingeschrinkt

auf lel’i, ein Isomorphismus). Nun setzen wir fiir (s,t) € Q12:
H(s,t) = (7 [lel’i)_l(H(s,t))

dies funktioniert nach unserer vorherigen Gleichung (auf dem gemeinsamen
Definitionsbereich stimmen beide Funktionen schon iiberein).

So machen wir weiter und fiillen irgendwann (aber nach endlich vielen
Schritten) ganz [0, 1] x [0, 1] aus.

Wir miissen noch zeigen, dass H eine Homotopie relativ zu {0,1} ist.
Nach Voraussetzung ist o H[[0, 1] x {0}] = 0. Damit gilt H[[0,1] x {0}] C
7 [{zo}]. Allerdings ist [0, 1] x {0} zusammenhéngend und 7" [{z,}] diskret.

Also ist H[[0, 1]x{0}] eine Einpunktmenge, welche nach Voraussetzung genau
{i’o} ist. ]

Korollar 11.51. Es sein: Y — X eine Uberlagerung, X zusammenhdingend.
Es sei7:[0,1] =Y ein Weg, sodass 7(0) # (1) und

(ro9)(0) = (moF)(1) =z € X

Dann st

[r 03] 7 [ex]
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Beweis: Es sei die Behauptung falsch und H: [0,1] x [0,1] — X eine {0, 1}-
Homotopie von 7 oy und €. Es sei 7y € 7 '[{z}] und H: [0,1] x [0,1] —
X die eindeutige Hochhebung, sodass 7(0) = H(0,0) = #,. Da H eine
{0, 1}-Homotopie ist und H(1,1) = €,,(s) = @y, ist insbesondere H(0,t) =
To, H(1,t) = &y. Damit gilt

7(0) = H(0,0) = 2o = H(1,0) = 75(1)
ein Widerspruch. O

Korollar 11.52.
(7]-1(517:C0)7 ) = <Z> +)

Beweis: Es gilt S* 2 R/z (bzgl. der Operation von Z auf R). Da die Isomor-
phieklasse der Fundamentalgruppe unter Homoéomorphismen invariant ist,
reicht es also, mit R/z zu arbeiten. Fiir z € Z sei 7,(t) = tz sowie v, = m07,.
Es sei weiterhin 7: R — R/z die Projektion. Dies ist eine Uberlagerung. Wir
behaupten, dass die Abbildung

U: (Z,4) = m(R/z,-)
n+— [’Yn]

ein Gruppenisomorphismus ist.

1. ¥ ist ein Homomorphismus: Es seien 7, v, Wege und n # m. Dann

gilt
o (f) = Y (2t) fiir t < 1 = (2tn);
e Ym(2t — 1) fiir t > 2 =nm((2t — 1)m).
Es sei ¢ definiert durch
2tn . 1
gO(t): nrm fur0§t§§
lmin gy L <t <1,

dann ist ¢ stetig sowie ¢(0) = 0,¢(1) = 1. Damit gilt nach Lemma
1117

[7n+m] = [’Vn+m © ‘P] = [’Vn * fVm]

Im Falle n = —m rechnet man von Hand nach, dass [y, * 7] = €4,-
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2. W ist injektiv: Da ¥ ein Homomorphismus ist, geniigt zu zeigen, dass
ker(W) = {0}. Es sei z # 0. Dann ist 7,(0) = 0 # z = 7.(1) und damit
ist [7:] # [eo]-

3. W ist surjektiv: Es sei [y] € m1(R/z,0). Dann existiert ein 4 mit mo%y = .
Dann ist 4(1) = z € Z, da w o (1) = (1) = 0. Wir behaupten, dass
[7] = [7.]. Definiere

H:[0,1] x [0,1] = R, H(s,t) = A(s)t + 7.(s)(1 — t).

Dann ist H eine {0, 1}-Homotopie zwischen 4 und +, und 7o H ist eine
{0, 1}-Homotopie von « und ~,.

]

11.4 Retraktionen

Definition 11.53. Es sei X ein topologischer Raum, A C X. r: X — A
heifit Retraktion, wenn 7 stetig ist und r [ A = id 4.

Korollar 11.54. Es gibt keine Retraktion von B? auf S*.

Beweis: Angenommen, r: B2 — S sei eine Retraktion, dann ist 7 0 = idg
(wobei i die Inklusionsabbildung bezeichnet). Dann ist insbesondere

(Z.dsl)x()’* = Z.dﬂ-l(slwo) = (T o Z)* = Txi(xo) © i*,l’o‘

Damit wére insbesondere r, ;o) : m1(B?,i(x0)) — m1(S', zo) surjektiv. Aber

(B2, 1) hat eine triviale Fundamentalgruppe, da B2 zusammenziehbar ist.
O

Korollar 11.55 (Der Brouwer’sche Fixpunktsatz in Dimension 2). Es sei
f: B? — B? stetig. Dann hat f einen Fizpunkt, d.h. 3x € B? f(z) = x.

Beweis: Es sei die Behauptung falsch und f stetig ohne Fixpunkt. Dann ist
Vo € B? f(z) —x # 0. Es sei

Az) =z — f(@)]*, B(2) = (v — f(2),2), C(z) = 2] - L.
A, B und C sind stetig. Es sei t: B2 — R definiert durch

_ —B(z) + /B(x)? — A(2)C(2))
t(x) e
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t ist stetig, da A(z) # 0 fiir alle 2 € B2 und

B(z)* = A(x)C(2) = (x — f(2), )" = (& = f(2), 2 = f(2))(jz]* — 1) =

Wenn z € S', dann folgt C(2) = 0 und damit #(z) = 0. Es sei nun r: B2 —
S* definiert durch

r(z) =z +t(z)(x - f(x))

Dann ist r eine Retraktion: r ist offensichtlich stetig. Weiterhin gilt:
1. 7| S' =idg, da t(z) = 0 fiir z € S,
2. Es sei « € B2. Dann gilt

r(2)? = |2 + (x)e - f(2)? + 2ta(z, x — f(2))
= C(z) + 1+ t*(x)A(z) + 2t(2) B(z)

— C() +1+ B?(x) + B?(x) — A(:C)C’(:Ull—;B(x)\/Bz(x) — A0
—B*(z) + B(x)/B*(z) — A(z)C(z)
+ 2 A(x)
_ () 114 B2@) = B(@) + (2B(x) + 2B(x))/B(x) — A(@)C(a)

Satz 11.56. Es sei f: S? — R? stetig. Dann gibt es ein v € S?, sodass
f(z) = f(—=).

Beweis: Es sei dem nicht so. Dann ist G, definiert durch

_ fl@) -~ f(-a)
@) — f(—2)]

stetig. Weiterhin ist G: S? — S' und es gilt G(—z) = —G(x). Wir betrachten
den Weg v: [0,1] — S?, definiert durch

cos(2mt)
y(t) = (sin(me)) :
0

G(z)
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Wir drehen S! so, dass G(v(0)) = 1. Setzen wir g := G o, so ist G.([7]) =
lg] € m1(S!, xy) = Z. Weiterhin gilt

1 cos(t + )

o(t+5) =6 [ [sinte+m | | =600 = ~G60) = o0
0

Wir nehmen die Uberlagerung 7: R — S = R/z definiert durch 7(r) = [r].

g sei irgendeine Hochhebung von ¢ nach R. Dann gilt

1 1
g(t+§)—§(t)€Z+§.

Da 77 !'(—1) =Z+  und 7o g = g. Weiterhin gilt

J (t+ %) = (g <t+ %)) = (=g (1))

Nun rechnen wir noch

9(1) = 9(0) = g(1)=7

11.5 Das freie Produkt

Es seien Gruppe G; = (G, 0;) fiir i € I gegeben. Das freie Produkt
(KierGi, o)

ist die folgende Gruppe:

1. Ye;Gy ist die Menge aller gekiirzten Worte aus .., G, d.h.

el
k= (ko,..., ki)
wobei benachbarte Buchstaben nicht aus der selben Gruppe kommen.

2. Die Verkniipfung ist definiert durch hintereinanderschreiben der Worte,
wobei danach gekiirzt wird.

3. Das neutrale Element ist das leere Wort, das Inverse von k = (ko, ..., k)
ist
El= (k7 kg
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Satz 11.57 (Spezialfall des Satzes von Seifert-van Kampen). Es seien U,V
topologische Riume, X = UUV. UNV # 0 und U, V,U NV wegzusam-

menhdngend.
V l . \

m(UNV,z) ) — " 3@

\“T e

m(V, )

Es seien iy, 19, J1, Jo die Inklusionen. Dann gilt: Falls hy o110 = hg 019, dann
gibt es genau einen Homomorphismus h, sodass hy = h o j1,hy = h o js.

Satz 11.58 (Der Homotopie-Liftungssatz). Esseim: Y — X eine iberlagerung,
F:Z—Y stetig, sodass mo F'=F. Es sei H(-,0) = F': Z — X. Dann gibt
es genau ein H: Z x [0,1] = Y, sodass H(-,0) = F.

Z x [0,1] -

lﬁx
~

<«
3

S
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