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Kapitel 1

Aussagenlogik

1.1 Literaturempfehlungen

Die folgenden Biicher stehen immer in der Mathematikbiicherei und koénnen
nicht ausgeliehen werden. Sie sind eingeladen, Lesebesuche abzustatten. Aufler-
dem gibt es alle drei Werke auch in der Bibliothek der Technischen Fakultit.
H.-D. Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas. Finfihrung in die Mathematische
Logik. Hochschultaschenbuch, 4 edition, 1996. [3]
Herbert Enderton. A Mathematical Introduction to Logic. Academic Press, 3
edition, 2001.[4]
Michael Sipser. Introduction to the Theory of Computation, PWS Publishing
Company, Boston, 1997. [16]

Folgendes ausgezeichnete Lehrbuch gibt es in der Bibliothek fiir Mathematik
und in der Lehrbuchsammlung II:
Martin Ziegler Mathematische Logik, Birkh&user, Mathematik kompakt, 2010.
[19)

AuBlerdem stehen einige sehr gute Biicher und Artikel in den Literaturan-
gaben. Sie sollten sich keinesfalls nur auf dieses Skript beschréinken!

1.2 Die Bestandteile

Wir beginnen jetzt die formale Entwicklung der Aussagenlogik (propositional
logic, sententional logic).

Die natiirlichen Zahlen sind N = {0,1,2,...}. Wir fassen jede natiirliche
Zahl n auch als Vertreter einer Menge mit n Elemente auf, und nehmen oft eine
einfache Menge mit n Elementen, ndmlich die Menge der Vorgénger von n, also
n={0,1,...,n—1}.

Definition 1.1. Die Symbole der Aussagenlogik sind wie folgt:

(a) Klammern: ( (linke Klammer, Linksklammer, éffnende Klammer) und
) (rechte Klammer, Rechtsklammer, schlieffende Klammer)

(b)  Junktoren (propositional connectives): = (nicht), A (und), V oder, —
(wenn ...dann), <> (genau dann, wenn).
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(¢)  Satzsymbole, auch Variable genannt: Ay, Ai,... Wir lassen, wenn nicht
anders genannt, immer abzihlbar unendlich (genaueres zu diesem Be-
griff findet man in Definition und kurz danach) viele, durch n €
N ={0,1,...} indizierte Variable {A, |n € N} zu.

Definition 1.2. Fin Ausdruck ist eine endliche Folge von Symbolen.

Zum Beispiel ist — ((A4 ein Ausdruck. Aber nur gewisse Ausdriicke haben
eine Bedeutung, und diese werden Formeln genannt.

Definition 1.3. Wir definieren die Menge der Formeln der Aussagenlogik wie
folgt:

(a)  Jedes Satzsymbol ist eine Formel.

(b)  Wenn a und B Formeln sind, dann sind auch —~o und (aAB) und (aV3),
(o« = B) und (a < B) Formeln.

(¢) Kein Ausdruck ist dann eine Formel, wenn er es nicht aufgrund von (a)
oder (b) sein muss.

Wir sagen (a A () entsteht aus o und 3 durch Anwendung des Junktors A.
Indem wir die Junktoren (im Falle von —) als einstellige oder zweistellige Funk-
tionen auffassen, kénnen wir auch von unter diesen Funktionen abgeschlossenen
Mengen sprechen.

Definition 1.4. Sei f eine n-stellige Funktion, deren Definitionsbereich irgend-
eine Menge ist. Die Menge M ist unter f abgeschlossen, genau dann, wenn fir
alle m in M™, falls f(m) definiert ist, auch f(m) ein Element von M ist.

Wir schreiben

fX]= "X ={f(z)|x € X}

und nennen diese Menge die Bildmenge von f angewandt auf X.
Bemerkung: Beide Schreibweisen, f[X] und f”X sind eingebiirgert. Beach-
ten Sie, dass f(X) # f[X] sehr wohl méglich ist.

Lemma 1.5. Sei M eine Menge, sei n € N und sei f eine n-stellige Funkion.
Dann gibt es eine kleinste unter f abgeschlossenen Obermenge von M.

Beweis. Wir definieren induktiv iiber k& € N eine Folge (Mj | k € N) = (M) pen:
My =M, M1 = My U f"M}. Dann ist Mo, = (Jjcny M unter f abgeschlos-
sen. Fiir jede gegen f abgeschlossene Menge A gilt: A DO M, denn induktiv
folgt fiir alle k, A O Mj,. -

Entsprechend kann man ,,abgeschlossen unter einer Menge von Funktionen”
definieren. Eine andere Art, Definition [1.3|(c) auszudriicken, ist zu sagen, dass
die Menge der Formeln dadurch erzeugt wird, dass die ,,Menge der Satzsymbo-
le unter den Junktoren abgeschlossen wird”. Da der (im Sinne von C) kleinste
Abschluss, ndmlich der mit obigem Schema gebildete, genommen wird, gilt fol-
gendes:
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Satz 1.6. Induktionsprinzip fiir Eigenschaften von Formeln. Wenn eine Figen-
schaft fir die Satzsymbole wahr ist und bei Anwendung der Junktoren erhalten
bleibt, so ist sie fiir jede Formel wahr.

Zum Beispiel nehmen wir folgende Eigenschaft:
Lemma 1.7. Jede Formel hat gleich viele Linksklammern wie Rechtsklammern.

Beweis: Die Behauptung ist wahr fiir Satzsymbole, da diese keine Klammern
enthalten. Wenn « und 8 Formeln mit der behaupteten Eigenschaft sind, dann
haben auch -, (a A B), (aV B), (¢ = B) und (o < ) die behauptetete
Figenschaft. Wegen des Induktionsprinzips hat jede Formel die gewiinschte Ei-
genschaft. -

Lemma 1.8. Keine Formel ist echtes Anfangsstiick einer anderen Formel.

Beweis: Die Behauptung ist eine Aussage iiber alle Paare von Formeln. Wir
fithren den Beweis induktiv iiber den Aufbau der ldngeren Formel simultan fiir
alle ihre Anfangsstiicke. Die Behauptung ist wahr fiir Satzsymbole, da diese
keine nicht-leeren echten Anfangsstiicke haben. Wir zeigen induktiv:

(x)  Jedes nicht-leere echte Anfangsstiick einer Formel hat strikt mehr Links-
klammern als Rechtsklammern oder nur —-Zeichen.

Die Behauptung fiir =« folgt unmittelbar aus der Behauptung fiir . Je-
des echte Anfangsstiick von (a Vv ) ist entweder ein echtes Anfangssiick von
« oder ragt in 8 hinein. Im ersten Fall folgt die Aussage aus der Induktions-
voraussetzung von () und der Tatsache, dass am Kopf des Anfangsstiicks eine
unpaarige Linksklammer steht. Im zweiten Fall, wenn das Anfangsstiick in
hineinragt, dann gibt es nach dem vorigen Lemma zu Beginn von 5 im Anfangs-
stiick eine Linksklammer mehr als Rechtsklammern. Der Teil des Anfangsstiicks
nach dem Beginn von § hat nach der Induktionsannahme (k) fiir 8 wieder echt
mehr Linksklammern als Rechtsklammern, oder, falls es ganz 3 ist, gleich vie-
le Linksklammern wie Rechtsklammern. Auf jeden Fall bleibt eine unpaarige
Linksklammer {ibrig. -

Uberlegen Sie sich, dass man statt der Klammern auch eine polnische No-
tation einfiihren konnte: Aaf entspricht dann (a A ), usf. Ist die polnische
Notation eindeutig lesbar? Warum?

1.3 Wahrheitsbelegungen

Wir definieren, was es bedeutet, dass eine Formel aus anderen Formeln logisch
folgt.

Definition 1.9. Es bedeuten W wahr und F' falsch. Sie werden die Wahrheits-
werte genannt.
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Definition 1.10. FEine Wahrheitsbelegung v fiir eine Menge S von Satzsym-

bolen ist eine Funktion
v: S — {W,F}.

Sei S der Abschluss von S unter den fiinf Junktoren. Wenn S = {4, |i € N}
dann ist S also die Menge aller Formeln.

Satz 1.11. Induktionsprinzip fiir Definitionen. Induktiv iber den Aufbau der
Formeln lassen sich Figenschaften von Formeln auf der Menge S definieren,
indem man festlegt, fiir welche A € S die Figenschaft zutrifft, und festlegt, wie
sich das Zutreffen der Eigenschaft bei Anwendung eines Junktors fortpflanzt.
Induktiv iber den Aufbau der Formeln lassen sich Funktionen auf der Menge
S definieren, indem man die Funktion auf S definiert und festlegt, wie sich die
Funktionswerte bei der Anwendung eines Junktors verhalten.

FEine erste Anwendung ist:

Definition 1.12. Wir definieren eine Erweiterung © von v auf S wie folgt:

(1) v(A)=v(A) fir AeS,
(2) o(~a)=W :gdwuv(a) =F,
(3) vlanp)=W :gdw (v(e) =
(4) ovlavp)=W :gdw (v(a) =
(5) v(la—B)=W :gdw (v(a) =F oder v(5) = W),
(6) v(la+B)=W :gdw (v(a) =W gdw v(B) =W ).

v wird manchmal auch Wahrheitsbelegung genannt, so wie wir schon v Wahr-

heitsbeleqgung genannt haben. (Da v sich eindeutig aus v ergibt, ist diese Benen-
nung nicht gefihrlich.)

(ST

1]

Die obige Definition lésst sich auch in den bekannten Wahrheitstafeln fiir
Junktoren schreiben mit der Konvention, dass der Wahrheitswert von « in der
linken Spalte steht und der von 8 in der oberen Zeile (dies ist bei asymmetri-
schen Junktoren wichtig):

Wl F AN WIF vV W] F - | W| F < | W|F
F W W W |F W | W | W W| W] F W W] F
F|F | F F|W|F F | W |W F|F|W

Uberlegen Sie sich: Nach dem Induktionsprinzip ist durch Definition v auf
ganz S wohldefiniert.

Konvention. Wir lassen die duferste Klammer um eine Formel machmal weg.
Beim weiteren Zusammensetzen schreiben wir die Klammer dann natiirlich,
denn wir wollen ja die eindeutige Lesbarkeit garantieren.

Beispiel 1.13. Als Beispiel fiir das Ausrechnen von v betrachten wir folgende

Formel a:
a = ((A2 — (A1 = Ag)) © (A2 A A7) — Ag))

mit der Wahrheitsbelegung v fiir A, Ag, Ag: v(A41) = W, v(A2) = W, v(Ag) =
F. Wir rechnen nun die Erweiterung v von v an der Stelle a aus: v(A; — Ag) =




Logik fiir Studierende der Informatik WS 10/11 5

F, T)(Al /\Ag) =W, T_)((AQ /\Al) — AG)) =F, T)((AQ — (Al — A@))) = F, und
wir erhalten schlieflich v(a) = W.

Definition 1.14. Wir sagen, dass eine Wahrheitsbelegung v eine Formel ¢
erfiillt, wenn v(p) = W ist. Dazu muss natiirlich der Definitionsbereich von v
jedes Satzsymbol in @ enthalten.

Definition 1.15. T ist eine Abkiirzung fir Ag V —Ag. L ist eine Abkiirzung
fiir Ag A —Ag.

T steht fiir true, und L steht fiir die Umkehrung: falsch.

1.4 Tautologische Implikation und Aquivalente For-
meln

Nun betrachten wir eine Formelmenge 3, die als Menge der Vorsausstzungen
fungiert, und eine weitere Formel 7, die eine Schlussfolgerung sein kann.

Definition 1.16. Wir sagen X impliziert tautologisch 7 oder ¥ impliziert 7, in
Zeichen 3 E 1, gdw folgendes der Fall ist: Fir jede Wahrheitsbelegung v aller
Symbole, die in 3 oder in T auftreten, gilt: Wenn v jedes Element von % erfiillt,
dann erfillt v auch T.

Falls 3 die leere Menge ist, dann bedeutet das, dass jede Wahrheitsbelegung
der Satzsymbole in 7 die Formel 7 erfiillt. In diesen Falle sagen wir, dass 7 eine
(aussagenlogische) Tautologie ist und schreiben E 7. Noch einmal explizit:

Definition 1.17. (a) 7 ist allgemeingiiltig oder eine Tautologie, gwd fiir
alle Wahrheitsbelegungen v: S — {W, F}, (1) = W.
(b) 7 ist eine erfiillbar, gwd es eine Wahrheitsbeleqgung v: S — {W, F'} gibt,
so dass (1) = W.
Beobachtung 1.18. T is allgemeingiiltig. L ist nicht erfillbar.

Wenn ¥ nur ein Element enthélt, dann schreiben wir o F 7 statt {o} = 7.

Definition 1.19. Wenn sowohl 0 E 7 als auch 7 F o, dann sagen wir, dass o
und 7 (tautologisch) dquivalent sind. Wir schreiben o = 7.
Beobachtung 1.20. (1) o =7 gdw o < 7 allgemeingiiltig ist.
(2) o is allgemeingiiltig gdw o = T.
(3) o is erfillbar gdw o #1.
(4) = ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Formeln.
Einschub: Sie wundern sich vielleicht iiber den Spielraum der Festlegung,

welche Junktoren zum Aufbau der aussagenlogischen Formeln zuléssig sind. Die
folgenden Ubungsaufgaben zeigen, dass es viel Spielraum gibt:

Definition 1.21. FEine Junktorenmenge J heifit vollstindig, gdw es zu jeder
aussagenlogischen Formel o eine (tautologisch) dquivalente aussagenlogische
Formel T gibt, die nur Junktoren aus J enthdlt.
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Ul.

U2.

U3.*

Fiir den Junktor | (,,Scheffer stroke”, nand) gilt: v((¢|y)) = W gdw
0(p) = F oder v(¢p) = F fiir alle Erweiterungen v von Wahrheitsbele-
gungen v. Zeigen Sie, dass {|} eine vollstéindige Junktorenmenge ist.

Zeigen Sie, dass {—, —} eine vollstindige Junktorenmenge ist. Analoges
gilt fiir V anstelle von — und fiir A anstelle von —. Wie ist die Lage fiir
<> anstelle von —7

Fiir den Junktor + (,,entweder oder”) gilt: 9((p+v)) = W gdw 0(p) =
W oder ©(y)) = W, aber nicht beide wahr, fiir alle Erweiterungen v von
Wahrheitsbelegungen v. Zeigen Sie, dass {A,<>,+} eine vollstéindige
Junktorenmenge ist und — ist der *-Teil der Aufgabe — dass jedoch
keine ihrer echten Teilmengen vollstéindig ist.

Fiir schlanke Beweise iiber Eigenschaften von Formeln, die bei dquivalenten
Formeln gleich entschieden werden, bietet es sich daher an, mit der recht kleinen
vollstédndigen Junktorenmenge {—, A} zu arbeiten. Dies werden wir in manchen
Induktionsbeweisen aus Sparsamkeitsgriinden tun.

Definition 1.22. Sei ¢ eine Formel, aufgebaut aus A, V, =, T und L. Die
duale Formel ¢* ensteht durch Vertauschen von V und A, T und L.

Lemma 1.23. ¢ = gdw p* = ¢*.

Beweis durch Induktion iiber den Aufbau der Formeln. =

Satz 1.24. Fir Variable A, B, C gelten die folgenden Grundiquivalenzen:

ANA = A Idempotenz
AANB = BAA Kommutativitdt
((AANB)AC) = (AAN(BAQ)) Assoziativitit
(AN(AVB) = A Absorption
(AN(BVC)) = (AANB)V(AANCQ) Distributivitdt
1NANA = L Kleinstes Element
TANA = A Grafstes Element

Da das Assoziativgesetz gilt, sind folgende Abkiirzungen wohldefiniert: Sei
I = {im, |m < n} eine nicht-leere endliche Menge. Wir schreiben

/\‘Pi = Qig N NPy
iel
\/%‘ = Qg Vo Vi,
iel

fiir irgendeine Klammerung des Ausdrucks auf der rechten Seite, die aus ihm
eine Formel macht. Wieviele solche Klammerungen gibt es?
Wir setzen

/\SOZ = T7

€0

\/%‘ = 1,

i€l



Logik fiir Studierende der Informatik WS 10/11 7

Wir benutzen die Schreibweise auch fiir Formelmengen, die nicht durch Indizes
beschrieben werden: A ® = A cq ¢ usf. Im Falle eines unendlichen ® gehort
/\ © allerdings nicht zur Aussagenlogik, sondern zu einer sogenannten infinitéren
Sprache.

Die Ersetzung ist eine Technik, Formeln von innen her komplexer zu machen:

Definition 1.25. Seien ¢, b Formeln, und sei A eine Variable. Dann ist
©(A\Y) (sprich ¢, A ersetzt durch 1) die Formel, die aus ¢ entsteht, indem
jedes Vorkommen von A durch i ersetzt wird.

Wie zeigt man, dass ¢(A\v) tatsichlich ein Formel ist?

Lemma 1.26. Ersetzungslemma. Sei o = ¢’ und sei A eine Variable und
eine Formel. Dann ist o(A\¢) = @' (A\Y) und Y(A\p) = P(A\¢').

Lemma 1.27. ¢ V —p s allgemeingiiltig. Diese Regel wird auch tertium non
datur genannt. Englisch: Excluded middle.

Satz 1.28. FEs gelten die de Morgan’schen Regeln:

-—A = A,
-(AVB) = (mAA-B),
-(AAB) = (~AV-B).

Beweis: Man rechnet man mit Definition [1.12| nach, dass v, angewandt auf die
linke Seite, mit v, angewandt auf die rechte Seite, fiir alle Wahrheitsbelegungen
v von A und B iibereinstimmt -

Bemerkung: Wir haben die de Morgan’schen Regeln separat von den Grundéqui-
valenzen geschrieben, weil sie die Negation beschreiben. Die Grundéquivalenzen
beschreiben einen distributiven Verband mit gréffitem und kleinstem Element.
Die Negation gibt die Komplementierung, die aus einem distributiven Verband
eine Boole’sche Algebra (siehe Abschnitt macht.

Definition 1.29. Fin Literal ist eine Variable oder eine negierte Variable.

Definition 1.30. Fine aussagenlogische Formel ¢ ist in disjunktiver Normal-
form gdw es K € N und m; € N, ¢ < k, und Literale 4; ;, i < k, j < m;, gibt, so

dass
o=\ N\ A
i<k j<m;

FEine aussagenlogische Formel ¢ ist in konjunktiver Normalform gdw es k € N
und m; € N, i <k, und Literale A; j, 1 < k, j <m;, gibt, so dass

Y = /\ \/ A j.
i<k j<m;

Welcher Normalformtyp gestattet unmittelbares Ablesen der Erfiillbarkeit?
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Satz 1.31. Jede Formel ist zu einer Formel in konjunktiver Normalform und
zu einer Formel in disjunktiver Normalform dquivalent.

Beweis: Simultan fiir beide Aussagen, induktiv {iber den Aufbau der Formel.
Da wir beide Normalformen gleichzeitig durch die Induktion hochtragen, ist der
—-Schritt automatisch. Der A-Schritt fiir die konjunktive NF ist einfach. Wir zei-
gen den A-Schritt fiir die disjunktive NF (\/; . A, Ai ) ANV cpr Njrcnr, Birr) =
Vickir<rr(Nj<m; Aij N Nji<pe, Bir 7). Die anderen Schritte zeigt man ‘durch
Negieren und Anwendung der de Morgan’schen Regeln und Riickgriff auf die
Induktionsvoraussetzung. -

Ubung: Fiihren Sie den V-Schritt fiir die konjunktive NF durch.

Korollar 1.32. Jede Aquivalenz lisst sich mit Hilfe des Ersetzungslemmas
aus den Grundiquivalenzen [1.24) und aus den de Morgan’schen Regeln formal
herleiten.

Beweisskizze: Der Beweis des vorigen Theorems wird aus den Grundaussagen
und Ersetzungen in Grundaussagen gefithrt. Dann darf man jetzt schon ver-
wenden, dass man mit Hilfe des Ersetzungslemmas [1.23| aus den Grundéqui-
valenzen formal hergeleitet hat, dass jede der beiden zu untersuchenden
Aussagen in disjunktiver Normalform dasteht. Nun diinnt man mit den Absorp-
tionsgesetzen die Disjunktionsglieder in \/;_, A j<m; Aij aus, indem man die un-
erfiillbaren Disjunktionsglieder (bei denen es j, j' gibt mit A4;; = -4, ;) und
diejenigen, zu denen es noch ein schwécheres Disjunktionsglied gibt, weglésst.
Dann ordnet man die Reihenfolge der minimal starken Disjunktionsglieder um
und ordnet auch die Konjunktionsglieder innerhalb jedes Disjunktionsglieds be-
liebig um. Man priift ob es eine Umordnung der ersten Formel gibt, so dass nach
der Anwendung des Idempotenzgesetzes auf beiden Seiten, die erste Formel als
Zeichenreihe wie die zweite Formel aussieht. .

Natiirlich kann man Aquivalenz von ¢ und 1 auch einfach semantisch priifen:
Man geht alle Belegungen der Variablen in beiden Formel durch, und fiir jede
Belegung v muss gelten v(p) = W gdw ©(¢)) = W. Die semantische Priifung
wird uns zum Beweis des Satzes [[.44] dienen.

Wir haben also ¢ = 9 gdw es eine formale Herleitung der Aquivalenz gibt.

Bemerkung 1.33. Die skizzierten Berechnungsverfahren sind NP-hart. (Beweis:
Satz von Cook im Kapitel 2.7.) Es ist also unbekannt, ob es ein polynomiales
Verfahren zum Feststellen logischer Aquivalenz gibt.

1.5 Kompaktheit und Entscheidbarkeit

In desem wichtigen Abschnitt beweisen wir eine Kompaktheitseigenschaft fiir
die Aussagenlogik und die Entcheidbarkeit der Menge der erfiillbaren Formeln.
Um nicht zu viel mengentheoretische Technik zu benétigen, beschrinken wir
uns auf abzéhlbar viele Satzsymbole. Die Analoga fiir grofiere Symbolmengen
werden hier nicht bewiesen
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Definition 1.34. Eine Menge X heifst abzahlbar gdw es eine surjektive Funk-
tion f: N — X gibt.

Definition 1.35. Fine Menge X heifit abzidhlbar’ gdw es eine injektive Funk-
tion f: X — N gibt.

Lemma 1.36. Abzdhlbar und abzdhlbar’ sind dquivalent.

Beweis: ,,=": Sei f: N — X surjektiv. Fiir x € X sei g(x) := min{n| f(n) =
x}. Dann ist g: X — N injektiv, da f eine Funktion ist.
»<":Sei g: X — N injektiv. Sei X # () und sei xy € X. Wir definieren

F(n) = { z,  wemn g(z) = n;

| o, wennn ¢ g’X.

Dann ist f: N — X surjektiv. -

Definition 1.37. Seien A und B Mengen.
Ax B={(a,b)|a € Abe B}.
Sein ={0,1,...,n—1} € N.

At ={ff:n—= A} ={{(0,f(0),....(n =1, f(n =)} [ f: n — A}.

Man identifiziert oft den endlichen Graphen {(0, f(0)),...,(n—1, f(n—1))}
mit dem Tupel (£(0),..., f(n —1)). In diesem Sinne ist also 4 x A = A%

Lemma 1.38. |,y N" ist abzihlbar. Die Menge der endlich langen Zeichen-
rethen (Warter) dber einem abzdihlbaren Alphabet ist abzihlbar.

Beweisskizze: Man zeigt jeweils, z. B. durch ein diagnonales Abzéhlverfah-
ren:

(a)  Wenn A und B abzéhlbar sind, dann ist auch A x B abzihlbar.

(b)  Wenn fiir n € N die Menge A,, abzdhlbar ist, dann ist auch (J, ¢y An
abzihlbar.

Korollar 1.39. Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist abzdhlbar.
Eine wichtige Tatsache ist der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik.

Definition 1.40. Fine Menge ¥ von Formeln ist erfillbar gdw es eine Wahr-
heitsbelegung gibt, die jedes Element von % erfiillt.

Satz 1.41. Kompaktheitssatz fiir die Aussagenlogik. Sei ¥ eine abzihlbare
Menge von Formeln, so dass jede endliche Teilmenge von X erfillbar ist. Dann
ist auch X erfillbar.
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Beweis: Nennen wir ¥ endlich erfiillbar gdw jede endliche Teilmenge von X
erfiillbar ist. Unter Verwendung dieser Definition kénnen wir den Kompakt-
heitssatz wie folgt formulieren: Wenn X endlich erfiillbar ist, dann ist X erfiill-
bar. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil erweitern wir unsere
gegebene endlich erfiilbare Menge ¥ zu einer maximalen endlich erfiillbaren
Menge A. Im zweiten Schritt verwenden wir A, um eine Wahrheitsbelegung zu
wéahlen, die ¥ erfiillt.

Wir wihlen eine Liste aj,a9,... der Menge aller Formeln, die mit den
natiirlichen Zahlen indiziert ist.

Wir definieren nun Ag = X. Fiir jede natiirliche Zahl n definieren wir nun
Ap+1 = Ap U{apt1}, wenn dies endlich erfiillbar ist, sonst definieren wir
Apt1 = Ap U{—ap11}. Sei A die Vereinigung der A,,.

Wir beweisen nun durch Induktion iiber n: Jedes A,, ist endlich erfiillbar. Die
Induktionsaussage gilt fiir n = 0, weil ¥ nach Voraussetzung des Satzes endlich
erfiillbar ist. Wir nehmen nun an, dass A,, endlich erfiillbar sei, und zeigen, dass
dann auch A, 11 endlich erfiillbar ist. Wir miissen zeigen, dass A, U{a,+1} oder
A, U {—an41} endlich erfiillbar ist. Wenn dies nicht der Fall ist, kénnen wir
endliche Teilmengen ¥y und ¥; von A, wihlen, so dass beide, ¥y U {ay+1}
und 1 U {41}, nicht erfiillbar sind. Dann ist aber ¥y U ¥; C A,, endlich
und nicht erfiillbar, weil jede Wahrheitsbelegung entweder o, 1 oder (—au,+1)
erfiillen muss. Das steht im Widerspruch zu unserer Induktionsannahme.

Dann ist auch A, die aufsteigende Vereinigung der A,,, endlich erfiillbar.
Und A ist maximal im folgenden Sinn: Fiir jede Formel « ist @ € A oder
—a € A.

Nun definieren wir eine Wahrheitsbelegung v wie folgt: Fiir jedes Satzsymbol
A setzen wir v(A) = W gdw A € A.

Behauptung: Fiir jede Formel ¢ gilt: 9(p) = W gdw ¢ € A.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Aufbau von ¢.
Wenn ¢ ein Satzsymbol ist, dann gilt die Behauptung aufgrund der Definition
von v und von ¥. Nun sei ¢ = — und die Behauptung gelte fiir ). Dann ist
o(p) = W gdw 0(¢) = F gdw ¥ ¢ A wegen der Induktionsannahme. ¢ ¢ A
impliziert aber nun - = ¢ € A, da A ja maximal ist. Umgekehrt gilt auch,
wenn ¢ € A dann ¢ ¢ A, da A ja endlich erfiillbar ist. Dehalb haben wir
u(p) = W gdw ¢ € A, wie gewiinscht. Die anderen Fiélle, in denen ¢ von der
Form (¢ Ax), (¥Vx), (¥ — x), (¥ <> x) ist, sind dhnlich. Wenn Sie die Aufgabe
U2 iiber die Junktoren gemacht haben, kénnen Sie sich auf V oder A oder —
alleine beschriinken (nicht jedoch auf <, wie U3 zeigt).

Nun haben wir, dass v eine Wahrheitsbelegung ist, die jede Formel von A
erfiillt und daher erst recht jede Formel von ¥ C A erfiillt. Also ist ¥ wie
gewiinscht erfiillbar. -

Korollar 1.42. Wenn X F 7, dann gibt es ein endliches X9 C X, so dass
Yo FT.

Beweis: Wenn es keine endliche Teilmenge 3o von X gibt, die ¢ impliziert,
dann ist ¥ U {—p} endlich erfiillbar, und daher nach dem Kompakheitssatz
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erfiillbar. =

U4. Nun eine Aufgabe mit etwas Topologie: Zeigen Sie, dass die Anzahl
der logisch nicht dquivalenten Vervollsténdigungen einer konsistenten
Menge C aussagenlogischer Formeln entweder endlich oder 2¢ (dies ist
die Méchtigkeit des Kontinuums) ist.

Hinweis: Wir fiihren eine Topologie 7 ein auf der Menge aller Ver-
vollstéandigungen. Eine Basis B fiir die Menge 7 der offenen Mengen
ist gegeben durch

B = {l¢]|p Formel},
p] = {ZlpeX}

Dies ist eine Basis aus clopen (abgeschlossenen und offenen) Mengen.
Nach dem Kompaktheitssatz ist der Raum

({X| X Vervollstandigung von C'}, 7)

kompakt. Kompakte Rédume mit Basen aus clopen Mengen heiflen auch
kompakte nulldimensionale R&dume, sind entweder endlich oder betten
die Aste eines perfekten Baumes (ein perfekter Baum ist ein abz#ihlbar
unendlich hoher binédrer Baum, auch 2<“ genannt) ein [5].

Man kénnte natiirlich Def. [I.1]dahingegehend &ndern, dass man iiberabzihl-
bar viele Variablen zuésst, z.B., A, r € R.

Satz 1.43. Der Kompaktheitssatz gilt auch fiir iberabzdhlbare Mengen aussa-
genlogischer Formeln.

Beweis durch transfinite Induktion. Dies ist eine Technik aus der Mengenlehre.
Eine rudimentére Einfithrung gibt es in Kapitel [7}

Satz 1.44. Die Menge der aussagenlogischen Tautologien ist entscheidbar.

Beweis: Fiir eine gegebene Formel gibt es einen Algorithmus oder eine effek-
tive Prozedur, die in endlicher Zeit entscheidet, ob ¢ eine Tautologie ist oder
nicht. Ein mogliches Verfahren sieht wie folgt aus: Wir erstellen eine Liste aller
Moglichkeiten, den in ¢ auftretenden Satzsymbolen Wahrheitswerte zuzuord-
nen. Fiir jede dieser Moglichkeiten v berechnen wir den sich ergebenden Wahr-
heitwert von ¢, v(¢). Wenn dieser Wahrheitswert fiir alle v W ist, dann ist ¢
eine Tautologie, sonst nicht. Ein weiteres Verfahren kann man aus einen Beweis
der Korollars [1.32] herleiten. =

Wir werden im Kapitel iiber Komplexitétstheorie lernen, von welcher seit-
lichen Komplexitdt der gerade geschilderte Algorithmus ist.
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1.6 Boole’sche Algebren

Die Strukturklasse der Boole’schen Algebren ist eng mit der Aussagenlogik
verwandt.

Definition 1.45. Fine Boole’sche Algebra (B,0,1,M,U,€) ist eine Menge B
mit zwet ausgezeichneten Elementen 0 und 1 und OperationenM,U: BXxB — B
und ¢: B — B, fir die folgenden Gleichungen gelten:

alla = a ala = a (1.1) Idempotenz
allb = bNa alb = bUa (1.2) Kommutativitit
(amb)Ne = af(bMNe) (aUb)Ue = alU(Uc) (1.3) Assoziativitit
afl(ald) = a al(ald) = a (1.4) Absorption
afl(Uc) = (anNbd)U(aMe) al(dNe) = (aUdb)MN(aUc) (1.5) Distributivitit
0MNa = 0 1Ua = 1 (1.6) Extrema
ala® = 0 ala® = 1 (1.7) Komplementierung

Die Axiome entsprechen den grundlegenden Aquivalenzen von Satz m
Das zweite Distributivitdtsaxiom ist tiberfliissig. In Boole’schen Algebren gel-
ten die de Morgan’schen Regeln. Eine Struktur (V,U, M), in der (1.1), (1.2),
(1.3) und (1.4) gelten, ist ein Verband. Wenn (P, <) eine partielle Ordnung
ist, in der je zwei Elemente ein Supremum (oder Maximum) und ein Infimum
(oder Minumum) haben, ist (P,inf,sup) ein Verband. Jeder Verband hat diese
Gestalt, wenn man a < b durch a U b = a oder, dquivalent, durch a Mb = b
definiert. Die Gleichungen (1.6) bedeuten, dass 0 und 1 kleinstes und grofites
Element sind; (1.7) driickt aus, dass a© ein Komplement von a ist. In einem
distributiven Verband, d.h. in einem Verband, in dem (1.5) gilt, gibt es immer
nur hochstens ein Komplement. Eine Boole’sche Algebra ist also ein ,, komple-
mentérer distributiver Verband”.

Beispiel 1: Sei X eine Menge. Dann ist die Potenzmenge P(X) zusammen
mit den ausgezeichneten Elementen () und X und den Operationen Durch-
schnitt, Vereinigung und Komplement A° = X \ A eine Boole’sche Algebra,
die Potenzmengenalgebra von X.

Satz 1.46. Stone. Jede endliche Boole’sche Algebra ist isomorph zu einer Po-
tenzmengenalgebra. Jede unendliche Boole’sche Algebra ist isomorph zu einer
Unteralgebra einer Potenzmengenalgebra.

Beweis: Sei B eine endliche Boole’sche Algebra. Wie definieren: = € B ist ein
Atom, genau dann wenn (Vy < z)(y = zVy = 0). Sei A C B die Menge
der Atome von B. Die Abbildung ¢: (B,U,M,¢,0,1) — (P(4),U,N, ¢, 0, A) mit
o(b) = {z € A|x < b} ist ein Isomorphismus der beiden Boole’schen Algebren,
d.h. ¢ ist treu beziiglich aller Funktionen und Konstanten und bijektiv.

Fiir den allgemeinen Fall definieren wir: U C B ist ein Ultrafilter auf B gdw
U gegen Mp abgeschlossen ist und (Yu € U)((Yv € B)(u Cp v — v € U) und
0 ¢ U ist und U C-maximal mit diesen Eigenschaften ist. Sei S(B) = {U |U
Ultrafilter auf B}, der sogenannte Stoneraum von B. Wir definieren ¢: B —
P(S(B)) durch ¢(b) = {U € S(B)|b € U}. Man rechnet wieder nach, dass ¢ ei-
ne Einbettung von (B, 0,1,,M,°) nach (P(S(B)),0,S(B),U,N, X — S(B)\X)
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ist (zu Isomorphismus fehlt nur die Surjektivitét). =

Beispiel 2: Die Elemente der Lindenbaumalgebra LA, sind Aquivalenzklas-
sen ¢/ = von Formeln ¢, die hochstens die Variablen Ay, ..., A,—1 enthalten.
Wenn man definiert

1 = T/=
0 = 1L/=
(p/ =N/ =) = (pAY)/ =
(p/=2)UR/=) = (pVY)/ =
(p/ =) = —¢/=,

wird (LA,,U,M,¢ T, L) zu einer Boole’schen Algebra. LA,, is isomomorph zur
Potenzmengenalgebra einer Menge mit 2" Elementen, hat also 22" Elemente.
LA, wird von den A,/ = frei erzeugt, d.h. jede aus den A; gebildeten erfiillbare
Formel ¢ geniigt in der Lindenbaumalgebra der Gleichung (¢/ =) # 0.
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Kapitel 2

Komplexititstheorie

2.1 Turingmaschinen

Das Gebiet ,,Rekursionstheorie”, seit einigen Jahren auch , Berechenbarkeits-
theorie” genannt, untersucht die prinzipielle Berechenbarkeit von Problemen
aus der Informatik. Zum Beispiel nennen wir das Problem der Hamiltonpfade:
Welche endlichen Graphen haben einen Pfad, der jeden Vertex genau einmal
beriihrt? Ein Problem in diesen Sinne ist (nach einer geeigneten Kodierung, in
unserem Beispiel kann man die Graphen als endliche Matrizen iiber N kodieren
und diese Matrizen wiederum als naiirliche Zahlen) eine Teilmenge von N. Da
es nur abzéhlbar viele Programme gibt, zeigt ein Abz#&hlbarkeitsargument, dass
es nicht berechenbare Teilmengen von N gibt.

Wenn man schon weif3, dass A C N berechenbar ist, kann man weiter fragen:
Wieviel Zeit braucht ein Algorithmus, um die Frage ,Ist n € A?” zu beantwor-
ten? Fragen dieser Art gehoren in das Gebiet ,, Komplexitatstheorie”.

Es gibt viele Modelle, Algorithmen exakt zu fassen: CTT, Perlscripts, Ihre
Lieblingsprogrammiersprache, Turing-Maschinen, Registermaschinen, Flussdia-
gramme. Alle diese Modelle werden hier jeweils auf Maschinen mit unbegrenz-
tem Speicherplatz idealisiert. Mit viel Geduld und schrittweiser Ubersetzungs-
arbeit kann man zeigen, dass alle gdngigen Berechnungsmodelle gleich stark
sind: Was unter einem Modell berechenbar ist, bleibt in jedem anderen Modell
berechenbar. Dies ist die Church’sche These, dass es genau einen Begriff | re-
kursiv” (auch berechenbar, effektiv oder effektiv berechenbar oder entscheidbar
genannt) gibt.

Und mit noch geduldigerer Ubersetzungsarbeit kann man zeigen, dass auch
die Zahl der Berechnungsschritte bis auf konstante Faktoren und kleine po-
lynomiale Verzerrungen recht unabhiingig vom gewéhlten (deterministischen
oder nicht determinsistischen) Berechnungsmodell ist. Wir verlieren also nicht
nicht viel, wenn wir uns zunéchst auf das Modell der Turing-Berechnungen
beschrianken. Bei diesen betrachten wir deterministische und nicht determinis-
tische Berechnungsmodelle. Einige der wichtigsten Komplexitéitsklassen werden
mit Hilfe der Zeitkomplexitét nicht deterministischer Algorithmen definiert.

Bildlich gesprochen hat eine Turingmaschine ein nach rechts unendlich lan-
ges Band und einen Lesekopf, der auf das Band Symbole schreiben und sich

15
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nach links und nach rechts bewegen kann. Am Anfang enthilt das Band ei-
ne endliche Inputfolge als Inschrift, die das Zeichen ,leer” (wir nehmen () als
Zeichen fiir ,leer”) nicht enthélt, und ist sonst leer. Die Maschine rechnet, bis
sie einen Output g, (,,akzeptieren”, ,ja”) oder g (,ablehnen”, ,nein”) liefert,
oder rechnet unendlich lange, ohne zu stoppen.

Definition 2.1. Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel M = (Q, %, T, 0,
90, Qak,qab), das folgende Bedingungen erfillt:

Q ist die endliche Menge der Zusténde.
>l ist das endliche Fingabe-Alphabet, das das Symbol b nicht enthdlt.
I" ist das Band-Alphabet, das b enthdlt und ¥ als Teilmenge hat.

§: QxT — QxT x{L, R} ist die Ubergangsfunktion, auch Turingtafel
genannt.

e v o~

©

qo € Q ist der Anfangszustand.
Gk € Q ist der Akzeptierungszustand.
Gab € Q, Gab 7 Gak, ist der Ablehnungszustand.

Definition 2.2. Der sogenannte Kleene-Stern Sei ¥ eine Menge. Dann ist
Y ={(ao,...,an-1)|n €N, a; € £}
die Menge der endlichen Tupel aus X2, die auch Worter iiber X genannt werden.

Wir lassen iiblicherweise Kommata und Klammern weg, wenn wir Worter
schreiben (ag, ...,an—1) = ag ... ay—1. Dies setzt natiirlich die Wohlunterscheid-
barkeit der Buchstaben voraus.

Eine Turingmaschine M rechnet anschaulich gesprochen wie folgt: Ein In-
put ist von der Form w = wjws ... w, € X*. Am Anfang der Berechnung ist
w auf die ersten n Zellen des Bandes geschrieben und der Rest des Bandes
ist unbeschriftet. Der Lesekopf beginnt auf der ersten Zelle des Bandes. Dann
verlduft die Berechnung nach der Ubergangsfunktion wie in Definition bis
beschrieben. Auf der ersten Zelle des Bandes ist die Bewegung L des Le-
sekopfes nicht erlaubt, er bleibt dann nur stehen. Die Berechnung fahrt fort,
bis M entweder in den Zustand g, oder g, eintritt. Genau in diesen beiden
Zusténden hélt M. Sonst fihrt M auf immer fort.

Definition 2.3. Eine Konfiguration von M ist eine Folge uqu € I'* x Q) x I'*.
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Die Bedeutung ist: M ist im Zustand ¢, das Wort u steht links vom Lesekopf
auf dem Band und und rechts davon steht das Wort v, der Lesekopf steht auf
dem ersten Symbol von v. Wir verwenden hier a, b, ¢ fiir Buchstaben und u, v
fiir Worter.

Definition 2.4. Seien u, v Worter, und a, b, ¢ Buchstaben. Ein Konfiguration
uagbv hat als Nachfolgerkonfiguration

uq'acv  gdw 5(q,b) = (¢, ¢, L), und
uacg'v  gdw 5(q,0) = (¢, ¢, R).

FEin Konfiguration gbv hat als Nachfolgerkonfiguration

decv  gdw 0(q,b) = (¢,c, L), und
cdv  gdw 0(q,0) = (¢, ¢, R).

Nun folgt eine sehr wichtige dreiteilige Definition:

Definition 2.5. (1) M akzeptiert den Input w gdw es ein k € N und eine
Folge von Konfigurationen Cy, C1, ..., Ck gibt, so dass die folgenden
Bedingungen erfillt werden:

1. (Y ist die Anfangskonfiguration gow von M.
2. Ciqq ist die Nachfolgerkonfiguration von C; fiir alle i.
3. Cy ist die Konfiguration mit dem Zustand qqp.

(2) Sei M eine TM, die angesetzt auf jeglichen Input, immer nach endlich
vielen Schritten hilt. (Fir Kenner: Wenn man diese Forderung weglisst,
dann werden auch rekursiv aufzdhlbare Mengen Akzeptierungsmengen.
Aber wir mdchten hier, dass alle Akzeptierungsmengen rekursiv ent-
scheidbar sind). Die Menge der Folgen aus X, die M akzeptiert, wird
die Akzeptierungsmenge A = A(M) genannt. Wir sagen auch M akzep-
tiert A, wenn A = A(M).

(8) FEin Menge A C X* heifst Turing-berechenbar gdw es eine auf jedem
Input nach endlich vielen Schritten stoppende Turingmschine M gibt,
so dass A = A(M).

Nach der Church’schen These kann man diese exakte Definition nun als
Definition von ,,berechenbar” nehmen. Wir werden das von nun an tun.

2.2 Einige Beispiele von Turingmaschinen

Unsere Beispiele werden nicht genau in den eben beschriebenen Rahmen einge-
passt, sondern eher intuitiv beschrieben.

Beispiel 1: Ein M mit A(M) = {0?" |n € N}.

Sei ein Input w gegeben. Sei ¥ = {0}, I" = {0, x, b}.

1. Gehe von nach rechts das Band entlang und setze jede zweite 0 durch z.
2. Wenn die Anzahl der Nullen ungerade und grofler 1 ist, lehne w ab.
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3. Wenn das Band eine einzige 0 enthélt, dann akzeptiere den Input w.
4. Gehe zum Anfang des Bandes zuriick.
5. Wiederhole Schritt 1.

Zustande {qo, qak; 9ab, 91, 92, 43, G4 } - Dank xy-pictures haben wir nun folgen-
de Skizze

x—R

i

Jedes Mal, wenn M Schritt 1 wiederholt, dividiert M die Anzahl der Nullen
durch 2. Die Maschine sieht, ob die Anzahl der Nullen gerade oder 1 ist, wenn
nicht, lehnt sie ab. Wenn M genau eine Null sieht, dann akzeptiert M den
Input.

b—L

Beispiel 2: Ein M mit A(M) = {w#w |w € {0,1}*}.

Sei ein Input w gegeben.

1. M schaut sich w an, um zu iiberpriifen, ob w genau ein # Symbol enthélt.
Wenn nicht, lehnt M w ab.

2. M geht auf dem Band hin und her und tiberpriift, ob entprechende Zellen
zu beiden Seiten von # dasselbe Symbol enthalten. Wenn nicht, lehnt M w ab.
M 16scht Symbole, nachdem sie iiberpriift wurden, um in Auge zu behalten,
welche Symbole einander entsprechen. Vorschlag: Q D X x @', um das Gelesene
als Zustand im Gedéchtnis zu behalten.

3. Wenn alle Symbole zur linken Seite von # geltscht sind, iiberpriift M,
ob kein Symbol auf der rechten Seite von # iibrig bleibt. Wenn ja, abzeptiert
M w.

Bemerkung: Ein Ubergangsdiagramm findet sich im Buch von Sipser in
Kapitel 3.1.

Beispiel 3: Ein M mit A(M) = {a'b'c* |i-j =k und 4,7,k > 0}.

Sei ein Input w gegeben.

1. M schaut sich w an, um zu iiberpriifen, ob w von der Form a*d/c” ist.
Wenn nicht, lehnt M w ab.

2. Der Lesekopf geht zum Anfang des Bandes.

3. M 16scht ein a, und sein Lesekopf geht nach rechts, bis ein b auftritt.
Dann 16scht M ein b und ein ¢, abwechselnd, bis kein b mehr iibrigbleibt.

4. M schreibt die b wieder hin, und wiederholt Schritt 3. Wenn kein a mehr
da ist, tiberpriift M ob kein ¢ mehr da ist. Wenn ja, akzeptiert M w, und im
anderen Fall lehnt M w ab.
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Beispiel 4: Ein M mit A(M) = {#x1#x2 ... #x0 | Vi # j(x; € {0, 1} Aw; #
j)}-

Angesetzt auf einen Input w, arbeitet M mit zwei Marken, d.h. zwei neuen
Zeichen, die auch beide dasselbe Zeichen sein kdennen. Ein markiertes # ist
eine Zelle, in der eine Marke (statt #) steht. Eine Marke bewegen heifit, dass
an ihre alte Stelle wieder # geschrieben wird.

1. M schreibt eine Marke auf das erste Bandsymbol. Wenn das Symbol b
ist, akzeptiert M w. Wenn das Symbol kein # ist, lehnt M w ab. Sonst geht
M zum n#chsten Schritt iiber.

2. M geht nach rechts zum néchsten # und schreibt eine Marke darauf.
Wenn es kein zweites # gibt, abzepiert M w. Sonst gibt es nun zwei Marken,
die linke und die rechte genannt.

3. M vergeicht die zwei Folgen auf den rechten Seiten der markierten #en.
Wenn sie iibereinstimmen, lehnt M w ab.

4. M bewegt die rechte Marke zum néchsten #-Symbol. Wenn die rechte
Marke schon vor einem b steht, bewegt M die linke Marke zum ihr néchstfol-
genden #-Symbol und holt die rechte Marke zuriick auf das der linken Marke
néchstfolgende #-Symbol. Wenn es kein solches néchstfolgendes # gibt, auf das
die rechte Marke zuriickgeholt werden kann, dann akzeptiert M w.

5. M wiederholt Schritt 3.

Ubung Koénnte man die Beispiele auch programmieren, wenn die Turingmaschi-
ne nicht schreiben darf? Welche Mengen kann eine Turingmaschine, die
nicht schreiben darf, akzeptieren? Ungeduldige Leser finden die Anwort
mit ,,google” unter , Schleifenlemma” oder “Pumping Lemma”.

2.3 Mehrbandturingmaschinen

Es gibt mehrere Varianten zu Turingmaschinen, die sich jedoch in in der Klasse
der akzepierten Mengen nicht unterscheiden. Eine Mehrbandturingmaschine ist
eine TM mit mehreren Béndern. Jedes Band hat einen eigenen Lesekopf. Am
Anfang ist der Input auf Band 1 geschrieben und die anderen Béander sind leer.
Die Ubergangsfunktion beschreibt die gleichzeitige Arbeit aller k& Lesekdpfe:

§: QxI'* — QxTI'* x {L,R}*,
wenn k die Anzahl der Bander ist. Der Ausdruck
5(qi,a1,...,ak) = (qj,bl,...,bk,L,R,...L)

bedeutet: Falls die TM im Zustand ¢; die Eintréige (a1, . .., ay) liest, dann schrei-
ben ihre Lesekopfe die Symbole (by,...,b;) in diese Zellen, und bewegen sich
wie beschrieben nach rechts oder links und die Maschine geht in den Zustand
gj. Wir beschrénken uns hier wieder auf Turingmaschinen, die auf jedem Be-
rechnungsast nach endlich vielen Schritten stoppen.

Falls der Lesekopf auf dem ersten Feld des Bandes steht, bleibt er beim
Befehl L einfach auf demselben Feld.
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Ahnliches fiir die Bewegungen des Lesekopfes nach rechts. Die Nachfolger-
konfiguration kann léinger sein als ihr Vorgénger, wenn der Lesekopf nach rechts
in die Region, wo bis jetzt nur b’s stehen, lauft.

Satz 2.6. Zu jeder Mehrband-TM gibt es eine Einband-TM, die dieselbe Menge
akzeptiert.

Der Beweis wird durch Programmieren einer Turingtafel gefiihrt. Siehe [16,
Theorem 3.8]. Um den Kombinationen der Bewegungen der verschiedenen Le-
sekopfe Herr zu werden, wird der Lesekopf nach links bewegt, nur wenn alle
Lesekopfe sich nach links bewegen. Sonst wird der Lesekopf nach rechts be-
wegt, und die Bander, auf denen sich die jeweiligen Einzellesekopfe nach links
bewegen sollten, werden statt dessen um zwei Felder nach rechts geriickt.

Der Entscheidbarkeitsbegriff hingt also nicht von der Anzahl der Bander
ab, obwohl man mit hohere Bénderzahl vielleicht “eleganter” und “schneller”
rechnen kann. Die Schnelligkeit werden wir mathematisch durch den Begriff
“Zeitkomplexitat” erfassen.

2.4 Nicht deterministische Turingmschinen

Bei nicht-deterministischen Maschinen ist der Zielbereich der Ubergangsfunk-
tion 6 nun die Potenzmenge P des fritheren Zielbereichs:

0:QxT' = P(QxT x{L,R}).

Die Interpretation einer Berechnung ist nun ein Baum, der sich von jeder Kon-
figuration aus genau in alle Konfigurationen, die durch Punkte in der Menge
0 beschrieben werden, verzweigt. Wenn ein Ast dieses Baumes zum Akzeptie-
rungszustand fithrt, dann akzeptiert die Maschine den Input.

Da obige Definition in Worten recht knapp ist, geben wir hier noch eine
ausfiihrliche Definitionen des nicht deterministischen Berechnens:

Definition 2.7. Eine nichdeterministische Turingmaschine ist ein 7-Tupel
M = (Q)E7Fabaq0557F75)
dessen Komponenten die folgenden Bedeutungen haben:

Q: st die nicht leere endliche Menge der Zustinde,
ist die nicht leere endliche Menge der Bandsymbole,
> C T ist die Menge der Eingabesymbole,

s 00

das Leersymbol, b € T' . X. Im Anfangszustand stehen in allen bis auf
endlich vielen Feldern Leerzeichen.

qo: € Q ist der Anfangszustand,
S: S CQ, die Menge der Stoppzustinde,
F: F CS die Menge der akzeptierenden Zustinde,
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§:  die Ubergangsfunktion 6: (Q~ S) xT' — P(Q x T x {R,L}). d(¢, X) =
(p, Y, D) bedeutet: im Zustand q wird X gelesen und durch'Y iiberschrie-
ben, der neue Zustand ist q, und der Lesekopf geht in Richtung D.

Wir betrachten nur nichtdeterministische Turingmaschinen, die lings jedes Be-
rechnungsastes stoppen.

Definition 2.8. Die Fortsetzung von § auf Konfigurationen:

Konfigurationsbeschreibungen (IDs- instantaneous descriptions). Eine Kon-
figuration beschreibt die Stellung des Lesekopfes, den Zustand q und die Bandin-
schrift vom linken Rand bis zur Stellung des Lesekopfes oder bis zur ersten Stel-
le, rechts von der nur noch b’s stehen, je nachdem, welches weiter rechts liegt.
Ublicherweise nimmt man QNI = 0 an und schreibt (q, X) direkt vor das Feld,
auf dem der Lesekopf steht, wenn dort der Buchstabe X steht. So braucht man
keine extra Koordinate fiir die Stellung des Lesekopfes. Sei w = apay ...ar_1
das FEingabewort. Dann ist die Anfangskonfiguration von M angesetzt auf w
folgendes k-Tupel: Cy = ((qo,a0),a1,...ax—1). Wir schreiben q(C) = q, falls
C = (ag,a1,a2,...,0;-1,ai,(q,a4i41), ..., an—1). Die Konfiguration

C = (ao, ar,agz,y...,;—1,Qa;, (q, ai+1), e ,an_l)

hat die Menge der (direkten) Nachfolgerkonfigurationen
S(CLO, ar,ag,y...,di—1, (q, ai), Ce ,an_l)
= {(a()a a1,0A2, ... ,0;-2, (q/7 ai—l)a a;‘a s 7an—1) ‘ 5((]7 ai) > (q/7 a;7 L)}U
{(aoﬂ ay,az, . .. ,(I;, (q/> Cl7;+1), s aanfl) | 5(Q7 ai) > (qlv a‘{h R)}

Die Nachfolgermenge einer Konfigurationenmenge ist die Vereinigung der Men-
gen der Nachfolgerkonfigurationen. Wir schreiben § auch fir diese auf die Po-
tenzmenge des Konfigurationenraums geliftete Funktion, also 6(¢') = {0(C) | C €
€}. Fir C'" € 6™M{CY) (n Iterationen, fir ein beliebiges n) schreibt man
CcrC.

Eine Berechnung ist eine endliche oder unendliche Folge von endlichen
Mengen von Konfigurationen. Die Nachfolgermenge einer Konfigurationenmen-
ge ist die Vereinigung der Mengen der Nachfolgerkonfigurationen. Fin Pfad in
einer Berechnung ist eine Konfigurationenfolge, die jeweils aus Nachfolgerkon-
figurationen besteht. Die Berechnung beginnt mit der Einermenge der Anfangs-
konfiguration.

Definition 2.9. Die Menge der akzeptierten Worter ist
AM) ={w € £*| es gibt einn € N,
es gibt Cy, ..., Cy, Cy ist der Anfangszustand, C; F Cit1,q(Cy) € F}

Satz 2.10. Zu jeder nicht deterministischen TM gibt es eine deterministische
TM, die dieselbe Menge akzeptiert.

Beweis [16, Theorem 3.10]. Fiir Turingmaschinen, die lings jedes Berechnungs-
astes stoppen (dies trifft nach unserer Definition immer zu, doch viele Autoren
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nehmen eine schwéchere Definition), kann man die deterministische Abarbei-
tung aller Aste der nicht deterministischen Berechnung nach Belieben anord-
nen. Wenn man diese Forderung hingegen weglésst, dann charakterisiert de
Satz die rekursiv aufzidhlbaren Mengen, und die deterministische Simulation
muss “breadth first” durchgefithrt werden und resultiert dann in einer deter-
ministischen TM, die nicht notwendigerweise stoppt. Dies heifit, dass in jedem
Block von Simulationsschritten alle Aste der nicht deterministischen Berech-
nung gleichzeitig um einen Schritt linger simuliert werden. Man simuliert also
den Niveaus nach (der Breite nach) durch einen gedachten Suchbaum: Jedes
Niveau wird vor dem Aufstieg zu einem héheren Knoten im Baum abgearbei-
tet.

Korollar 2.11. Sei A C X*. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. A ist von der Form A(M) fir eine TM M, also Turing-berechenbar.
2. A st von der Form A(M) fir eine Mehrband-TM M.
3. A st von der Form A(M) fiir eine nicht-deterministische TM M.

2.5 Zeitkomplexitit

Innerhalb der berechenbaren Mengen treffen wir nun Einteilungen nach der
Komplexitdt der berechnenden Algorithmen. Die Zeitkomplexitéit bezieht sich
auf die Zahl der Rechenschritte. Es gibt auch noch die Raum-Komplexitét, die
die Anzahl der gebrauchten Speicherplédtze misst.

Definition 2.12. Sei M eine deterministische oder nichtdeterministische TM,
die auf jedem Input anhdlt. Die Zeitkomplexitat von M ist die Funktion f: N —
N, bei der f(n) das Mazimum der Schrittzahl von M fiir einen Input der Linge
n ist. Im nicht deterministischen Fall wird zusdtzlich noch das Mazimum diber
alle Berechnungspfade gebildet (und dieses ezistiert nach dem Lemma von (De-
nes) Konig: Ein endlich verzweigender Baum mit unbeschéinkter Hohe hat einen
unendlich langen Ast. Da wir unendlich lange Aste ausschlieflien, ist unser Be-
rechnungsbaum also immer nur endlich hoch.) Ein Schritt ist ein Ubergang von
einer Konfiguration zu ihrer Nachfolgerkonfiguration. Wir sagen M lduft in
Zeit 7 oder ,M ist eine f-Zeit-TM” (statt f-Zeit auch f(n)-Zeit, wenn f(n)
ein Term von n ist).

Definition 2.13. Seien f,g: N — N. Wir schreiben f = O(g), wenn es ein
c € N\ {0} gibt, so dass fir alle hinreichend groffen n, f(n) < c¢-g(n). Wir
schreiben f = o(g) wenn es fir alle e > 0 ein ng gibt, so dass fir alle n > ny,

f(n) <e-g(n).

Beispiel: Wir analysieren nun die Zeitkomplexitét folgender TM M, die
A(M) = {0*1% | k > 0} hat.
Sei ein Input w der Linge n gegeben:

1. Gehe das Band entlang, und lehne w ab, wenn es eine 0 rechts von einer
1 gibt.
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2. Wenn es sowohl eine 0 als auch eine 1 auf dem Band gibt, gehe das Band
entlang und l6sche sowohl eine einzige 0 als auch eine einzige 1. Wiederhole
gegebenenfalls Schritt 2.

3. Wenn eine 0 aber keine 1 iibrig bleibt oder umgekehrt, lehnt w ab. Wenn
weder eine 0 noch eine 1 {ibrigbhleibt, dann akzeptiert w.

Anweisung 1 braucht n Schritte. M braucht dann noch einmal n Schritte,
um den Lesekopf wieder zuriick auf die erste Zelle zu bewegen. Insgesamt sind es
also O(n) Schritte. In jeder Runde der Anweisung 2 muss M das Band lesen und
zwei Symbole 16schen. Es kann hochstens n/2 Runden gehen, und deshalb ist die
Anzahl der Schritte fiir Anweisung 2 hochstens n/2-O(n) = O(n?). Anweisung
3 braucht noch einmal n Schritte. Alle Anweisungen zusammen brauchen also
O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?) Schritte. Die Zeitkomplexitit von M ist daher
O(n?).

Definition 2.14. Sei t: N — N. Die Zeitkomplexititsklasse [N|ZEIT(t) ist
die Menge

{A| A= A(M) fiir eine [nicht-deterministische] O(t)-Zeit TM M}.

Wir zeigten, dass Ag = {0%1% |k € N} zu ZEIT(O(n?)) gehort. Kann man
dies verbessern? Tatsiichtlich gibt es eine O(n - 1g(n))-TM mit Akzeptierungs-
menge Ap. Auflerdem gibt es eine O(n)-TM mit zwei Biandern und Akzeptie-
rungsmenge Ag. Die Zeitkomplexitdt kann also von der Wahl des Berechnungs-
modells abhéngen. Fiir die verschiedenen Turingmaschinen, die wir bis jetzt
betrachteten, gilt:

Satz 2.15. Seit: N — N so dass fir alle n, t(n) > n.

1. Jede t-Zeit-Mehrband-TM ist dquivalent zu einer O(t?)-Zeit-TM mit ei-
nem Band. Aquivalent heifit: haben dieselbe Akzeptierungsmenge.

2. Jede nicht-deterministische t-Zeit-TM ist dquivalent zu einer (determi-
nistischen) 200 -Zeit-TM

Beweis: Man schaut sich die in den Beweisen von Satz 2.6l und Satz 2.10]
skizzierten Algorithmen an und schitzt deren Schrittzahl ab.

Deshalb unterscheiden sich Einband- und Mehrband-Turingmaschinen hochs-
tens um die Anwendung eines Polynoms, wihrend sich deterministische und
nicht-deterministische Turingmaschinen héchstens um eine Exponentiation un-
terscheiden. Wir sehen Polynome als klein und Exponentiationen als grof3 an.
Alle verniinftigen deterministischen Berechnungsmodelle sich polynomial dqui-
valent, d.h. ihre Arbeitsschritte konnen in polynomialer Zeit ineinander tiber-
setzt werden und ihre Zeitkomplexitéiten unterscheiden sich hoéchstens um die
Anwendung einer polynomialen Funktion.

Definition 2.16. Folgende Menge heifst ,Komplexititsklasse P”:
P = {A(M)| fir ein k € N ist M eine deterministische n*-Zeit-TM}.

D.h., P =J, ZEIT(n").
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Definition 2.17. Folgende Menge heifst ,Komplexititsklasse NP 7:
NP = {A(M)| fir ein k € N ist M eine nicht-deterministische n*-Zeit-TM}.
D.h., P =J, ZEIT(n").

P is unabhéngig von der Wahl des Berechnungsmodells, solange es determi-
nistisch ist. Nach heutiger Auffassung entspricht P der Klasse der Probleme (=
Akzeptierungsmengen), die prinzipiell mit einem Computer berechnet werden
koénnen.

2.6 Beispiele fiir Probleme in P

Definition 2.18. (1) FEin gerichteter Graph ist eine Stuktur (V, E) aus ei-
ner endlichen Menge V' und aus einer Relation E CV xV\{(v,v)|v €
V'}. V steht fiir vertex, vertices, E steht fiir (directed) edge, (gerichtete)
Kante.

(2) Seien s,t € V. Ein Pfad in (V, E) von s nach t ist eine Folge s, ... Sy,
so dass so = S, Sp, =t und fir alle i (s;,s;41) € E.

PFAD ={(V,E,s,t)| (V,E) ist ein
gerichteter Graph mit einem Pfad von s nach t}.

Satz 2.19. PFAD € P.

Beweis: Wenn ein Input (V, E, s,t) der Grofie n gegeben ist, gehe wie folgt vor:

1. Setze eine Marke auf s.

2. Betrachte die Kanten in E. Wenn a markiert ist, und (a,b) € F, dann
markiere auch b.

3. Wiederhole Punkt 2. bis kein weiterer Punkt mehr markiert werden kann.

4. Wenn t eine Marke hat, akzeptiere (V| E, s,t). Sonst lehne (V, E, s,t) ab.

Wir kodieren einen Graphen (V, E') mit |V| = m durch einen m x m-Matrix,
haben also Input-GréBe n = m? und |V| = O(y/n). Anweisungen 1 und 4
brauchen jeweils nur einen Schritt. Anweisung 2 kann hochstens |[V| Mal aus-
gefithrt werden. Jede einzelne Anwendung bendtigt hochstens O(n) Schritte.
Somit ist die Gesamtzahl der Schritte hochstens 1 + 1+ |V - O(n) = O(n%)
und PFAD € P. Hier ist |V| die Méchtigkeit von V', d.h. die Anzahl seiner
Elemente. -

Definition 2.20. (1) Zwei natiirliche Zahlen heiffen relativ prim zueinan-
der, wenn 1 ithr grifiter gemeinsamer Teiler ist.

(2)
RELPRIM = {(n,m)|n und m sind relativ prim}.

Satz 2.21. RELPRIM € P.
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Beweis: Wenn ein Input (z,y) der Grofle n gegeben ist, gehe wie folgt vor:

1. Ersetze x durch z mod y.

2. Vertausche = und y.

3. Wiederhole Anweisung 1 und 2 bis y = 0.

4. Wenn x = 1, akzeptiere den Input, sonst lehne ihn ab.

Wir analysieren nun die Zeitkomplexitdt dieses Algorithmus. Nach einer
Anwendung von 1 ist x < y. Nach einer Anwendung von 2 ist z > y, da sie
vertauscht wurden. Jede Anwendung von 1 halbiert nun x (oder y, je nachdem,
wer gerade dran ist): Wenn x/2 > y ist, dann zmod y < y < /2, und somit
erhalten wir eine Zahl < /2 . Wenn x/2 < y ist, dann zmod y =z —y < x/2
und somit erhalten wie wieder ein Zahl < z/2.

Mit jeden Anwendung von 2 werden x und y vertauscht, deshalb sind die
urspriinglichen Werte von x und y nach je zwei Anwendungen von 1 und 2 hal-
biert. Daher kénnnen 1 und 2 héchstens 2 - min(log, x, log, y) Mal angewendet
werden. Da logsn = O(n) und da jede Anwendung von 1 oder 2 nur polyno-
miale Zeit dauert und zur Kodierung der Zahlen < n hochstens noch einmal
poly(logy n) braucht, ist die gesamte Berechnungszeit polynomial. =

2.7 NP-Vollstindigkeit und der Satz von Cook

An dem Beispiel PFAD sahen wir, dass Mengen die auf den ersten Blick expo-
nentiell erscheinen, dennoch polynomial sein kénnen. Doch nicht alle Probleme
sind so einfach wie PFAD: Es gibt zahlreiche Probleme, fiir die nicht bekannt
ist, ob sie in P liegen. Viele dieser Probleme liegen in NP, der Klasse mit
, Uberpriifungen in polynomialer Zeit”. Wir beschiiftigen uns hier mit einigen
berithmten Vertretern, die zudem noch N P-vollstdndig (s.u.) oder N P-hart
sind.

Definition 2.22. Eine Uberpriifung fiir eine Menge A ist ein Algorithmus V
zur Untersuchung von Paaren (w,c), so dass

A ={w e X" |V akzeptiert (w,c) fir ein c}.

Wenn V' in polynomialer Zeit in Abhdngigkeit von (w,c) lduft (also in Zeit
< p1(Jw| + |c]) fiir ein geeignetes Polynom py) und wenn die Linge von ¢ poly-
nomial von der Linge von w abhingt (also in Zeit < pa(|w|) fiir ein geeignetes
Polynom p2), dann sagen wir, dass V eine Uberprifung in polynomialer Zeit
ist. Fine Folge c, so dass V (w,c) akzeptiert, heifst Zertifikat fiir w.

Die Uberpriifung verwendet also als zusétzliche Eingabe ein ¢ € I'=p2(lv))
fiir ein (von A, aber nicht von w abhéngendes) Polynom py. Hier steht fiir eine
natiirliche Zahl y und eine Menge I" (im vorliegenden Fall das Arbeitsalphabet)
der Ausdruck I'SY fiir die Menge aller Folgen (= Warter) iiber I' der Linge
hochstens y. Fiir I' mit mindestens zwei Elementen ist das Abarbeiten aller
Zusatzinformationen also von exponentieller Schrittzahl.

Satz 2.23. NP ist die Klasse (nun ja, es ist modulo Isomorphie keine echte
Klasse) der Mengen, die eine Uberpriifung in polynomialer Zeit haben.
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Beweis: Warum reicht einmal Raten (nédmlich das Erraten eines zertifikats) zu
Anfang aus? Die Ubergangstafel einer nicht deterministischen TM darf ja bei
jedem Berechnungsschritt raten. Wir werden dies im Beweis des Satzes von
Cook sehen: Jedes Problem in NP lisst sich durch eine in polynomialer
Zeit berechenbare Reduktion in das Problem 3 — SAT iibersetzen, und 3—SAT
hat einen Algorithmus, der zu Anfang einmal ein Zertifikat polynomialer Lange
errét. -

Definition 2.24. Sei X ein Alphabet. Fine Funktion f: X* — X* heifit in
polynomialer Zeit berechenbar, gdw es eine polynomiale TM gibt, die aus den
Input w den Output f(w) (auf den ersten Zellen des Bandes, wenn die Maschine
in den Stoppzustand qup eintritt) liefert. qqp kommt nicht mehr vor.

Definition 2.25. Fine Menge A heif$t in polynomialer Zeit auf eine Menge
B reduzierbar, und wir schreiben A <p B gdw es eine in polynomialer Zeit
berechenbare Funktion f gibt so dass fir alle w € ¥*:

we A gdw f(w) € B.
f wird eine Reduktion von A auf B in polynomialer Zeit gemannt.

Definition 2.26. Eine Menge A heifst N P-vollstandig, gdw A € NP und fir
jedes Be NP, B<p A

Wir werden zeigen, dass es N P-vollstindige Mengen gibt, Es ist P = NP
gdw eine (und damit jede) N P-vollstéindige Menge in P ist. Unser Beispiel eine
N P-vollstdndigen Menge ist

SAT = {p| ¢ ist eine erfiillbare Formel der Aussagenlogik}.

Satz 2.27. Cook, 1970. SAT ist N P-vollstindig.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass SAT in NP ist: Ein Zertifikat fiir eine
Formel ¢ ist eine Wahrheitsbelegung der Satzvariablen in ¢, die ¢ erfiillt. Da

p € SAT + = ist nicht allgemeingiiltig,

bezeugt unser im Beweis des Satzes[I.44]skizzierten Algorithmus, der tatséichlich
in NP ist, die Behauptung.

Sei A € NP. Wir zeigen, dass A <p SAT ist. Sei N eine nichtdetermi-
nistische n*-Zeit-TM, so dass A(N) = A fiir eine feste natiirliche Zahl k. Wir
schreiben N so, dass N auf jedem Input w genau |w|* Schritte lauft und dann
stoppt und dazu nicht mehr als |w|¥ Zellen braucht. Eine Berechnungsmatrix
fir N mit Input w ist eine n* x n*-Matrix, deren Zeilen die Konfigurationen
eines Astes einer Berechnung von N auf den Input w hin sind. Wir nehmen
an, dass jede Konfiguration mit dem Symbol # beginnt und endet. Die erste
Zeile der Matrix ist die Anfangskonfiguration von N mit Input w, und jede
weitere Zeile folgt aus ihrer Vorgéngerzeile geméfl der nicht-deterministischen
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Ubergangsfunktion von N. Die Berechnungsmatrix akzeptiert w gdw eine ihrer
Zeilen eine Akzeptierungskonfiguration ist.

Wir beschreiben nun eine Reduktion f von A auf SAT in polynomialer Zeit.
Auf den Input w liefert f eine Formel

f (w) = Puw

der Aussagenlogik. Sei C'= QUT', () die Zustandsmenge von N, I' das Bandal-
phabet von V. Die Satzsmbole von ¢ sind von der Form z; j s mit 1 <14,j < nk
und s € C. Die n* x n¥ Matrix hat (n*)? Zellen. Die Zelle in Zeile i und Spalte
j wird z(7, j) genannt.

pw ist von der Form ¢zepe A PAnfang,w \ PBewegung /\ P Akzeptierung- Wir be-
schreiben nun diese vier Teile einzeln.

Das Satzsymbol z; ; ; hat die Bedeutung: z(i, j) enthélt das Symbol s. Yzl
garantiert, dass z(4,j) genau s enthélt.

ezene = N\ TV zigs A N (@igs Awige)):
1<i,j<nk s€C s,teC,s#t
©Anfang,w garantiert, dass die erste Zeile der Matrix die Anfangskonfigura-
tion von N mit Input w ist.

PAnfangw = T1,1,q0 N T1,3w1 N A T1nt1,w, N T1n+3,eN

A T1nk_1.e A L1 nk e

©Akzeptierung garantiert, dass eine Akzeptierungkongfiguration in der Matrix
auftritt zu einer Zeit vor einer Ablehnungskonfiguration.

¥ Akzeptierung — \/ Lk 5 qor
1<j<nk

Und schliellich garantiert ¢pewegung, dass jede Zeile der Matrix eine Kon-
figuration enthélt, die aus der vorherigen Zeile folgt. Eine 2 x 3-Untermatrix
der Matrix heifit zuldssig, gdw sie der Ubergangsfunktion 6 von N folgt: Z.B.,
wenn 0(q1,a) = {(g2,b,R)} und 6(q1,b) = {(g2,¢, L), (g3,a, R)}, dann ist die
@ 41,0 zuldssig, und die Untermatrix @ q1,b
q2,a, C q2,0,0a
Auch bei Untermatrizen, die gerade nicht die Stelle des Lesekopfes in der Mitte
enthalten, ist klar, wie man Zuléssigkeit definiert. Folgendes ist leicht zu sehen:
Wenn die erste Zeile der Matrix der Anfangskonfiguration entspricht und jede
Untermatrix zuléissig ist, dann folgt die Gesamtmatrix der Ubergangsfunktion.
Nun konstruieren wir die Formel ¢pewegung- Die (7, j)-Untermatrix ist die Un-
termatrix in den Zeilen ¢ und ¢ + 1 und in den Spalten j — 1,7,7 + 1. Deren
Zuldssigkeit kann wie folgt ausgedriickt werden:

Untermatrix ist unzuléssig.

Pzul(i,j) =

\/ (@i j— 1,01 N jao NTi 41,03 NTik 15— 1,00 AT 1, jras NCit1,j+1,a6) -

<a11a2!a3

ist zuldssig
a4, as, ag
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Nun beschreibt ¢Bewegung die Zuléssigkeit aller 2 x 3-Untermatrizen

PBewegung — /\ Qozul('i,j)'
1<i<nk,1<j<nk

Schlielich betrachten wir die Komplexitéit dieser Reduktion. Die Gréfle von
PZelle 18t O(an)> VO YAnfang,w ist O(nk)7 VOl YBewegung und von P Akzeptierung
O(n?). Also erhalten wir insgesamt O(n?*). Die Anzahl der Satzvariablen ist
O(n?*), und deshalb ist die Linge von ¢ in der Klasse O(logy n) - O(n?*), also
in O(n?*1) und somit ein Polynom in n. Wir brauchen O(logyn), um die
wachsenden Indizes binér zu schreiben, denn das Alphabet ist ja fest, und darf
nicht mit n wachsen.

Aus der Konstruktion von w — ¢, folgt, dass es einen nichtdeterministi-
schen akzeptierenden Lauf von N angesetzt auf w gibt genau dann, wenn es
eine Belegung der Satzvariablen x; ;, 7,j < n*, s € C gibt, so dass p,, wahr
ist. .

Der obige Beweis zeigt etwas mehr: Eine KNF-Formel (Formel in konjunk-
tiver Normalform) ist eine Konjunktion von Disjunktionen der Form

AV Li

i<k j<m;

mit Literalen L;; (siehe Def. [1.29). Wenn fiir alle 4, m; < 3 ist, sagen wir,
dass die Formel eine 3-KNF-Formel ist. 3-SAT ist die Menge der erfiillbaren
3-KNF-Formeln.

Korollar 2.28. 3-SAT ist N P-vollstindig.

Beweis. In polynomialer Zeit kénnen wir die Formel ¢ des obigen Beweises
in eine KNF-Formel umformen. Weiterhin kénnen wir eine Disjunktion von
Satzsymbolen und Negationen von Satzsymbolen in eine Konjunktion von Dis-
junktionen von héchtens drei Satzsymbolen und Negationen von Satzsymbolen
umformen, z.B. p = By V---V By, in

03_KNF = ((B1V B2V Cy) A (=C1 V B3V Co) A (—=C2 V By V Cs)
Ao A (=Chog V Buo1 V By).

Man zeigt induktiv iiber n: Es gibt eine Wahrheitsbelegung v von By,. .. B,, so
dass 9(B1 V-V By) = W gdw es eine Wahrheitsbelegung v, von By, ..., B,
und C1,. .., Cy_3 gibt, fiur die v, (p3_kNF) = W.

So ist die (fast) KNF ¢, zu der 3-KNF-Formel ¢, 3_knr dquivalent, und
letztere kann in polynomialer Zeit in der Linge von ¢ berechnet werden. Es
folgt, dass 3-SAT N P-vollstéindig ist. -

Satz 2.29. 2-SAT ist in P.
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(Auch habe ich nirgends einen Beweis gefunden, das Folgende ist selbst ausge-
dacht. In Sipser steht dies als Ubungsaufgabe. Ist 2-SAT P-vollstindig?)

Am leichtesten geht es mit der Resolutionsmethode, die wir in Kapitel [§ ken-
nenlernen werden. Es gibt hierzu auch Hinweise in Exercise 36 [14]. Formeln in
KNF mit hochstens zwei Literalen pro Konjunktionsglied heilen Krom-Formeln.
Horn-Formeln (siehe Kapitel [§)) sind spezielle Krom-Formeln.

Skizze einer etwa O(n”)-Zeit-Turingmaschine: Sei ¢ = A;_;(a;1 V a;2) ge-
geben und a; ; = Ay oder = —Ay, fiir Satzvariablen Ay bis A, n < |p|. Wir
berechnen einen gerichteten Graphen (V, E) = ({4; i <n}U{-4;|i <n}, E),
so dass ((a,b) € E und (—b,—a) € E) gdw (—a Vv b) ein Konjunktionsglied von ¢
ist oder (bV —a) ein Konjunktionsglied in ¢ ist. Die Idee dabei ist: (—a V b) ist
ein Konjunktionsglied, also impliziert ¢ die Formeln ¢ — b und —b — a. Falls
(m)aV (—)a Konjuktionsglied ist, setzen wir vp(a) = W (F) und vp(—a) = F(W).
(Mit @ = A; oder = A; und dann —a = 4;.)

Wir erweitern nun in (2n)® Schritten die Kantenmenge um jeweils eine Kan-
te oder um keine Kante.

1. Wir setzen E = Fy.

2. Sei vor dem Schritt s der Graph (V, Fs) gegeben, Fs O E, vs O vy. Wir
wéhlen drei Vertizes a,b,c € V, die durch eine Schrittnummerierung fiir den
Schritt s estimmt werden, so dass jedes der (2n)3 Tripel (2n)? oft vorkommt.
Dann fiigen wir (a,c) € Fsy1\ Fs gdw (a,b) € Fsund (b,¢) € Fs und (a,c) & Fs.
Falls vs(a) = W und (a, (=)b) € Fs11 (also a — (—)b) aus ¢ folgt, setzen wir
vs41(b) = W(F) und wvsy1(—b) gespiegelt. Falls vs(a) = F und (—a,(—)b) €
Fsi1, setzen wir vs11(b) = W(F') und vs11(—b) gespiegelt.

3. Falls Fs41 2 Fs und vgy eine partielle Wahrheitsbelegung ist, gehe zu
Schritt 2.

4. ¢ is erfiillbar gdw fiir kein Literal a, (—a,a) (a,—a) € Fg und fiir kein
Literal a, vs(a) = W und vs(A) = F.

Da |F,| < n?, braucht man < n* Schritte, um zu priifen, ob fiir kein Literal
a, (—a,a) € Fs (a,—a) € F.

Wir beweisen die Korrektheit des Algorithmus, indem wir zeigen, dass wir
nach positiver Priifung einen weiteren Algorithmus anschlieen kénnen, der eine
Wahrheitsbelegung ermittelt, die o wahr macht.

Wir arbeiten nun O(n?)-viele Schritte zur Erstellung einer Belegung: Sei
Fop1 = Fg und sei vgyq = vs.

A; heifit positiv entschieden, wenn (—A4;, A;) € Fs, d.h. wenn ¢ F =4; — A;,
oder wenn vsy1(A;) = W, und A; heifit negativ entschieden, wenn (A4;, ~A;) €
Fs oder vsy1(A;) = F. Sonst heifit A; unentschieden. Im ersten Schritt set-
zen wir vs1o D g und vgio(A4;) = W gdw A; positiv entschieden, und
vs42(4;) = F gdw A; negativ entschieden. Danach nehmen wir die erste un-
entschiedene Satzvariable und setzen vs13 O vg40 und vs+3(Aj) = W und
vs+3((m)Ax) = W gdw (A, (—)Ar) € Fs. Wir behaupten, dass ¢ erfiillbar
ist gdw @(A; = W) erfiillbar ist. Sonst gibt es ein Ay, so dass (A4;, Ay) und
(Aj,~Ag) beide in Fy vorkommen. Dann ist aber A; — A und A4; — —A;
und auch A, — —A; eine Konsequenz von ¢, und somit auch (A4;,—A;) € F;
und A; negativ entschieden, im Widerspruch zu Unentschiedenheit von A; mit
Vgt2. S0 machen wir induktiv weiter mit der Erweiterung der Belegungen und
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der Erhaltung der (Nicht-)Erfiillbarkeit, bis alle unentschiedenen Variablen be-
legt sind. Dies geht r» < n Schritte und das Verfahren endet mit einer Belegung
Vgt1+r, die ¢ wahr macht. -

2.8 Beispiele von Mengen in NP

Weitere N P-vollsténdige Probleme sind CLIQUE, HAMPFAD,
TEILSUMME.

Beweise zur Vollstédndigkeit findet man in Michael Sipser “Introduction to
the Theorie of Computation” [I6]. Wir beweisen nur, dass die Probleme in NP
sind.

Definition 2.30. Sei (V, E) = G ein gerichteter Graph. Ein Hamiltonpfad ist
ein Pfad, der jeden Punkt genau einmal enthdlt.

HAMPFAD = {(V,E,s,t)| es gibt einen Hamiltonpfad von s nach t in (V, E)}.

Folgender Algorithmus zeigt, dass HAMPFAD € NP:

Fiir gegebenen Input ((V, E, s,t),¢):

1. Priife, ob ¢ = (cg,...,cm—1) eine Folge der Lange |V| von paarweise
ungleichen Elementen aus V ist.

2. Uberpriife, ob s das erste und ¢ das letzte Element von ¢ sind.

3. Schaue, ob fiir jedes i < m, ob (¢;,¢i+1) € E. Wenn dies fiir ein i fehl-
schlégt, lehne (V) E,| s, t,c) ab. Sonst akzeptiere sie.

Nach unseren Vorarbeiten (z.B. auch die Maschine von Beispiel 4) sehen
wir, dass dieser Algorithmus in polynomialer Zeit 1duft.

Wir wenden uns nun den ungerichteten Graphen zu. Diese sind {iblicher als
die gerichteten Graphen und werden oft einfach nur Graphen genannt.

Definition 2.31. Ein (ungerichteter) Graph ist eine Paar (V,E), so dass V
eine Menge ist und E C P x E\ {(v,v)|v € V} eine symmetrische Relation
ist, d.g., dass fir alle (v,w) € E auch (w,v) € E ist. (v,w) € E heifit Kante
von (V, E), und v € V heifit Knoten oder Vertex.

Definition 2.32. Sei k € N. Eine k-Clique in (V, E) ist eine Teilmenge C' von
V mit |C| =k, so dass fiir je zwei x #y € C gilt: (z,y) € E.

CLIQUE = {(V,E,k)|(V, E) ist ein ungerichteter Graph mit einer k-Clique}.

Folgender Algorithmus zeigt, dass CLIQUE € NP:

Fiir gegebenen Input ((V, E, k), ¢):

1. Priife, ob ¢ = (¢g,...,cx—1) eine Menge von k Elementen aus V' ist.

2. Schaue, ob fiir jedes i < j < k, ob (¢;,¢;) € E.

3. Genau wenn die Antworten zu 1 und zu 2 positiv sind, akzeptiere (V, E, k, c).

Definition 2.33. TEILSUMME = {(S,t)|S ={z1,...,zn} CN, 3 (y1,...,v0),
so dass y; € S und Zige y; = t}. Die y; miissen nicht paarweise verschieden
sein.
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Folgender Algorithmus zeigt, dass TEILSUMME € N P:

Fiir gegebenen Input ((5,t), ¢):

1. Priife, ob ¢ ein Folge von Zahlen mit Summe ¢ ist.

2. Schaue, ob alle Eintriage der Folge ¢ Elemente aus S sind.

3. Genau wenn die Antworten zu 1 und zu 2 positiv sind, akzeptiere (5, t, c).

Sind diese Mengen nun auch in P oder nur in N P? Die Antworten auf diese
Fragen sind nicht bekannt. Tatséchlich ist nicht bekannt, ob es iiberhaupt eine
Menge in NP \ P gibt. Man weif} nur

NP C EXPZEIT = | | ZEIT(2"™).
keN

Die Frage P = NP wird heute als das wichtigste offene Problem in der
theoretischen Informatik angesehen.
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Kapitel 3

Die Logik der ersten Stufe

Wie betrachten jetzt eine Logik, die viel reicher als die Aussagenlogik ist,
nédmlich die Logik der ersten Stufe, auch Prédikatenlogik genannt. Insbeson-
dere kann diese Logik Ideen ausdriicken, die in verschiedenen mathematischen
Theorien vorkommen. Zuerst fithren wie eine Beschreibung der Symbole einer
Sprache erster Stufe ein:

a) Logische Symbole :

0. Klammern ( und ),
1.  Junktoren — und —,
2. Variable vg, vy, ...

3.  Gleichheitszeichen =,
4.  Quantor V.

b) Zur Menge 7 der nichtlogischen Symbole gehéren (je nach Auswahl)

0. Pradikatssymbole: Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 eine leere, endliche
oder unendliche Menge n-stelliger Pradikatssymbole,

2. Konstantensymbole: Eine leere, endliche oder unendliche Menge von
Symbolen,

3. Funktionssymbole: Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 eine leere, endliche
oder unendliche Menge n-stelliger Funktionssymbole.

7 wird Symbolmenge, Sprache, similarity type, signature, Signatur genannt.
Es ist auch 7 = () gestattet. 7 und £(7) (s.u.) werden Sprache genannt.

Bemerkungen: Das Gleichheitszeichen ist ein zweistelliges Pradikatssymbol,
es wird jedoch im Gegensatz zu den anderen zweistelligen Pradikatssymbolen als
logisches Symbol betrachtet. Die Worter ,,logische Symbole” und ,,nichtlogische
Symbole” sind einfach Namen, die sich, obwohl sie nicht sehr sinnvoll sind,
etabliert haben.

Andernfalls sagt man explizit, dass man mit einer Sprache ohne Gleichheit
arbeitet (non-equational language).

Beachten Sie, dass es tatséichlich viele verschiedene Sprachen der ersten
Stufe gibt, die von der Wahl der Pradikats-, Konstanten- und Funktionssymbole
abhéngen. Zwei Beispiele sind:

33
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In der Sprache der Mengenlehre gibt neben dem Gleichheitszeichen nur ein
zweistelliges Pradikatssymbol: €. Es gibt keine anderen Pradikatssymbole jeg-
licher Stelligkeit und keine Konstantensymbole und keine Funktionssymbole.

In der Sprache der elementaren Zahlentheorie gibt es genau ein zweistelliges
Pradikatssymbol <, ein Konstantensymbol 0, ein einstelliges Funktionssymbol
S (fiir die Nachfolgerfunktion) und drei zweistellige Funktionssymbole +, -, E,
die die Addition, die Multiplikation und die Exponentiation darstellen. Wir
schreiben Ezy fiir Y, da wir alles auf einer Linie schreiben mochten. Die Ex-
ponentiation gehdrt manchmal nicht zur Sprache der Zahlentheorie.

3.1 Terme und Formeln

Wie bisher ist ein Ausdruck eine endliche Folge von Symbolen. Nur bestimmte
Ausdriicke haben eine Bedeutung, und diese heiflen Formeln. Zunichst legen
wir fest, was Terme sind.

Definition 3.1. Terme.

Jedes Konstantensymbol und jede Variable ist ein Term.

2. Wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und tq,...,t, Terme sind,
dann ist auch fty...t, ein Term. (Beachten Sie, dass wir keine Klam-
mern und keine Kommata schreiben. Wenn Sie dies auf +, - und E an-
wenden, erhalten Sie die sogenannte polnische Notation. Eine Zeitlang
wurde die umgekehrte polnische Notation ty ...t,f auf Hewlett-Packard-
Taschenrechnern benutzt.)

3. Nur die Zeichenreihen, die sich durch endlichmalige Anwendung von 1.
und von 2. erzeugen lassen, sind Terme.

Natiirlich liegt uns hier ein weiteres Beispiel einer induktiven Definition vor:
Ein Ausdruck ist demnach ein Term genau dann, wenn er es aufgrund der Re-
geln 1 und 2 sein muss. Wir sehen, dass die Menge der Terme durch Abschluss
der Menge der Konstantensymbole und der Variablen unter den Funktionssym-
bolen erzeugt wird. Wenn es keine Funktionssymbole in der Sprache gibt, dann
sind die Konstantensymbole und die Variablen die einzigen Terme und eine De-
finition durch Induktion ist nicht notwendig. Einige Beispiele fiir Terme in der
Sprache der elementaren Zahlentheorie:
+v9Sw1, in verstandlicherer Form vg 4+ Svy,

5550,
0
+Ev1SSEv300, zuriickiibersetzt vfsv?’ +0.

Lemma 3.2. Kein Term ist echtes Anfangsstiick eines anderen Terms.

Beweis: Induktiv iiber den Aufbau der Terme. =

Als néchstes kommen wir nun zu der einfachsten Art von Formeln, den
sogenannten atomaren Formeln.
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Definition 3.3. Atomare Formeln, auch Primformel genannt, sind Ausdriicke
der Form Pty ...t, mit einem n-stelligen Prddikatssymbol P oder dem Gleich-
heitssymbol = (dann ist n = 2) und Termen ty,..., t,.

Dieser Begriff wird also explizit definiert und nicht durch Induktion. Die ato-
maren Formel sind die Bausteine, aus denen kompliziertere Formeln aufgebaut
werden. Die Rolle der atomaren Formeln ist also analog zur Rolle der Satzva-
riablen in der Aussagenlogik. Wenn die Symbolmenge grof} ist, kann schon die
Menge der atomaren Formel iiberabzihlbar sein. Uberlegen Sie sich ein Beispiel.

Definition 3.4. Nun definieren wir fiir jede Symbolmenge T die Menge £ (1),
die die Sprache der ersten Stufe zur Symbolmenge 7 oder die Menge der Z(7)-
Formeln genannt wird: £ (7) ist die kleinste Menge, fiir die folgendes gilt:
Jede atomare Formel ist eine Formel.

Wenn ¢ eine Formel ist, dann ich auch —p eine Formel.

Wenn ¢ und v Formeln ist, dann ist auch (¢ — 1)) eine Formel

e o=

Wenn 1y eine Formel ist und v eine Variable ist, dann ich auch Yoy
eine Formel.

Wir sagen, dass die Menge der Formeln dadurch erzeugt wird, dass die
Menge der atomaren Formeln unter den Junktoren und den Quantoren abge-
schlossen wird. Wieder gilt

Lemma 3.5. Keine Formel ist echtes Anfangsstiick einer anderen Formel.

Wir geben als Beispiele zwei Formeln der Mengenlehre:

(Vvg € vav1), in geldufigerer Form (Yvoue € v1), auch (Vug)(vy € v1), Vuguy €
U1 W.Aa.,

VY1 Ve € vouy auch JvVusvg € v1.

Diese erste Formel sagt: ,,Jede Menge ist ein Element von v;”, und die
zweite driickt aus: ,,es gibt eine Menge, die jede Menge als Element enthélt.” Es
gibt einen wichtigen Unterschied zwischen diesen beiden Beipielen: Im zweiten
Beispiel haben wir einen vollstédndigen Satz, im ersten Beispiel hingegen haben
wir eine Formel, deren Bedeutung von der Interpretation der Variablen abhéngt.
v1 wird eine freie Variable der ersten Formel genannt. Wir geben jetzt eine
genaue Definition dieses Begriffs:

Definition 3.6. Die Figenschaft ,v tritt frei in der Formel ¢ auf” wird induktiv
tber den Aufbau von ¢ definiert.

0. Wenn ¢ atomar ist, dann tritt v frei in ¢ auf gdw v eine Variable in ¢
15t.
v tritt frei in —p auf gdw v frei in @ auftritt.
v tritt frei in (¢ — V) auf gdw v in ¢ oder in v frei auftritt.
v tritt frei in Yo auf gdw v frei in ¢ auftritt und ungleich v; ist.

Wir schreiben fr(y) fiir die Menge aller Variablen, die frei in ¢ auftreten,
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Definition 3.7. Wenn keine Variable frei in der Formel ¢ auftritt, dann sagen
wir, dass o ein Satz ist.

Die Satze sind die Formeln mit einer vollstéindigen Bedeutung. Sie ist un-
abhingig von der Interpretion der Variaben. Dies werden wir im Koinzidenz-
lemma beweisen.

Definition 3.8. Die Variablen, die in ¢ tiberhaupt vorkommen, heiflen die
Variablen von . Die Variablen von o, die nicht frei in der Formel ¢ auftreten,
heiffen die gebundenen Variablen von .

Wir werden die beiden Weisen des Vorkommens genauer unterscheiden,
wenn wir die Semantik der Logik der ersten Stufe vorstellen.

3.2 Abkiirzungen und Klammern

Um unsere Fomeln einfacher lesen zu koénnen, erlauben wir uns, Ausdriicke zu
schreiben, die streng genommen keine Formeln sind, aber einfach in Formeln
iibertragen werden kénnen:

Abkiirzungen:
(aV p) fir ~a — g
(a A B) fiir ~(a — —f)
(a < B) fiir ((a = B) A (8 — a))
Jva fiir -Vo—a
tl = tQ fiir = tth
tl 75 t2 fﬁI‘ - = tltg
Klammern:
0. Wir lassen die duflersten Klammern weg.
1. Jv und Vv beziehen sich auf sowenig wie moglich. (Beispiel: Vojv; € vg Avy €
1)3).
2. o — B — 7y steht fiir a — (8 — 7).

3.3 Wahrheit und Modelle

In der Aussagenlogik weien Wahrheitsbelegungen den Satzsymbolen und dann
auch beliebigen Formeln Wahrheitswerte zu. In der Logik der ersten Stufe wird
die Rolle der Wahrheitbelegung durch Strukturen iibernommen. Strukturen lie-
fern eine Bedeutung fiir die Quantoren und die nichtlogischen Symbole der je-
weiligen Sprache ersten Stufe.

Definition 3.9. Eine Struktur A = (A4, (P*)per, (F¥)fer, (*)eer), fiir eine
gegebene Sprache erster Stufe ist eine Funktion, die als Definitionsbereich {V}
vereinigt mit der Menge der nichtlogischen Symbole der Sprache hat und fir die
folgendes gilt:

0. A weist dem Quantor ¥ eine nicht leere Menge |A| = A zu, die das
Universum von 2 oder der Triger von 21 (domain, universe, support)
genannt wird. Wir schreiben oft A fir |2|.
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1. A weist jedem n-stelligen Prddikatssymbol P ein n-stelliges Prdidikat
P¥ C|2A|™ zu, d.h. P* ist eine Menge von n-Tupeln von Elementen des
Universums |2].

2 weist jedem Konstantensymbol ¢ ein Element c* € || zu.

A weist jedem n-stelligen Funktionssymbol eine n-stellige Funktion

A = A zu.

Die Idee ist: A gibt dem Quantor V die Bedeutung fiir jedes Element von
A. Auflerdem weist 2 den Préadikats-, Funktions- und Konstantensymbolen der
Sprache Bedeutungen zu. Wir verlangen, dass die n-stelligen Funktionssymbole
so interpretiert werden wie totale Funktionen auf dem Definitionsbereich A™.

Nun mochten wie eine Bedeutung fiir den Satz ,,die Formel ¢ ist wahr in
der Struktur 2” angeben. Hierfiir miissen wir zuerst eine Bedeutung fiir die
Vabiablen unserer Logik definieren. Eine Belegung in 2 oder eine -Belegung
ist eine Funktion s von der Menge der Variablen in |2(|. Wir wollen

»2 mit der Belegung s erfiillt ¢”,

kurz 2 E ¢[s], auch (2, s) F ¢, fiir beliebige 2A-Belegungen per Induktion iiber
 definieren.

Zuerst erhalten alle Terme Bedeutungen, indem wir s zu einer Funktion s
auf der Menge der Terme erweitern:

Definition 3.10. Sei s: {vg,v1,...} = A eine Belegung fiir die T-Struktur 2.
Wir definieren die Fortsetzung § von s auf die Menge der T-Terme wie folgt:

1. 5(v) = s(v)
2.5(c)=c%
3. Wenn tq, ..., t, Terme sind und f ein n-stelliges Funktionssymbol ist, dann

ist 5(fty...tn) = fA(5(t1),...,5(tn)).

Um die Quantorenschritte in der Definition von ,,2l mit der Belegung s
erfiillt ¢” richtig zu behandeln, definieren wir zunéchst eine Art, Belegungen s
in einem ihrer Argumente eventuell zu &ndern:

Definition 3.11. Wenn s eine A-Belegung ist und x eine Variable ist und a
ein Element von || ist, dann ist s(x|a) (sprich ,s, x ersetzt durch a”) die
folgende A-Belegung:

s(xla)(y) = { ny}&giazsjj )

Warum haben wir ,,eventuell zu &ndern” geschrieben? Wenn s(x) = a, dann
ist s(x|a) = s.

Definition 3.12. 2l mit der Belegung s erfiillt ¢” wird induktiv tiber den
Aufbau von @ gleichzeitig fir alle s definiert:
Wenn ¢ atomar ist, dann gilt:

1. AEH :tQ[S] gdw §(t1) :g(tg).
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2. Fiir jedes n-stellige Pridikatssymbol P, A F Pty ...t,[s] gdw
(5(t1), - 5(tn)) € PR,

Fiir zusammengesetzte ¢ gilt:

3. AE —p[s] gdw nicht AE pls].
4. AE (¢ = ¥)[s] gdw A F p[s] oder AE p]s].
5. AEVzpls| gdw fir jedes a € A, AE ¢[s(z|a)].

Statt A E @[s] schreibt man auch (U, s) E ¢, und man nennt eine Struktur
A zusammen mit einer Belegung s eine Interpretation (2, s).

Aus der , Erfiillt-Relation” E wird nun, analog wie in der Aussagenlogik, die
logische Implikation fiir die Logik der ersten Stufe definiert. Es folgt nun eine
der wichtigsten Definitionen in der gesamten Vorlesung:

Definition 3.13. Sei I’ eine Formelmenge und sei ¢ eine Formel. ,I" impliziert
©”, (oder jaus T folgt ¢” oder ¢ folgt aus I oder, in Zeichen, T'E ¢ ) gdw
fiir jede Struktur A der Sprache von I' U {¢} und fir jede A-Belequng s gilt:
Wenn (2, s) jedes Element von T erfillt, dann erfillt (A, s) auch .

Wenn I’ nur ein Element I' hat, dann schreiben wir v F ¢ statt {y} F
©. Wenn T leer ist, dann schreiben wir £ ¢ statt ) F ¢, und sagen dass ¢
allgemeingiiltig (valid, giiltig) ist. Die giiltigen Formeln der Logik der ersten
Stufe entsprechen den Tautologien der Aussagenlogik. ¢ ist giiltig gdw wenn
jede Struktur 26 und jede 2l Belegung zusammen ¢ erfiillen.

Vorsicht: Die logische Implikation F heifit auf deutsch die Folge-Relation
oder auch die Folgerungsrelation. Letzters ist leicht zweideutig, wie Sie in den
néchsten Vorlesungen sehen werden (es kann auch die Relation F unter ,Fol-
gerung” verstanden werden). Wenn wir den Godel’schen Vollstandigkeitssatz
bewiesen haben (ab Ende des Kapitels , konnen wir mit der Zweideutigkeit
leben, da wir dann wissen, dass F und F dquivalent sind.

Der folgende Satz beschreibt die Rolle der freien Variablen.

Satz 3.14. Koinzidenzlemma. Seien s1 und so A-Belequngen, die auf den Va-
riablen, die frei in @ auftreten, tibereinstimmen. Dann gilt

AE pls1] gdw A E p[sa].

Beweis durch Induktion {iber den Aufbau von ¢.

Fall 1: ¢ ist atomar. ¢ = Pty...t, (P kann auch das Gleichheitszeichen
sein). In diesem Fall tritt jede Variable in ¢ frei auf. Deshalb stimmen s; und
s9 auf allen Variablen in ¢; fiir jedes ¢ {iberein, und $3(¢;) = $2(t;) fiir jedes i.
Daher ist 2 F o[s1] gdw (51(t1), ..., 81(tn)) € P* gdw (s2(t1),...,52(t,)) € P*
gdw 2 E p[se], wie gewiinscht.

Fall 2 und Fall 3: ¢ ist von der Form —a oder (o« — ). Diese Félle folgen
direkt aus den Induktionsannahmen.

Fall 4 (der interessante Fall): ¢ = V. Dann ist jede Variable frei in ¢
gdw sie frei in ¢ und nicht gleich z ist. Somit stimmen s;(x|a) und s2(z|a)
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fiir jedes Element a von || auf den freien Variablen von 1 iiberein. Nach der
Induktionannahme gilt fiir jedes a € A, A F ¢[s(z]a)] gdw A E ¢[s(z]a)]. Da
dies fiir beliebiges a gilt, folgt, dass 2 F Vzi[s1] gdw A E Va[ss]. -

Korollar 3.15. Wenn o ein Satz ist, dann gilt A E ols| fiir keine Belegung
oder aber fiir alle Belequngen.

Wir sagen, dass der Satz ¢ wahr in 2 ist gdw wenn 2[ mit mit jeder -
Belegung erfiillt, geschrieben 2l F o. Sonst ist ¢ falsch in 2. Wenn ¢ wahr in
(2, s) ist, dann ist (2, s) ein Modell von 0. Wenn ¥ eine Menge von Sétzen ist,
dann ist (2, s) ein Modell von ¥ gdw (2, s) ein Modell von jedem Satz ¥ ist.

Korollar 3.16. Seien X eine Menge von Sdtzen und sei T ein Satz. Dann gilt
Y E 1 gdw jedes Modell von 3 auch ein Modell von T ist.

Beachten Sie, dass die Definition der logischen Implikation fiir die Logik
der ersten Stufe viel komplizierter als fiir die Aussagenlogik ist. Um zu ent-
scheiden, ob eine Formel giiltig ist oder nicht, miissen wir jede Struktur der
Sprache und jede Belegung beachten und dann priifen, ob (2, s) ¢ erfiillt oder
nicht. Deshalb ist es nicht klar, ob die Menge der giiltigen Formeln der Lo-
gik der ersten Stufe entscheidbar ist. Tatséichlich werden wir zeigen, dass die
Giiltigkeit nicht entscheidbar ist. Uberraschenderweise impliziert der Gédelsche
Vollstandigkeitssatz, dass die Menge der giiltigen Formeln der Logik der ers-
ten Stufe effektiv aufzdhlbar ist. Wir werden diese Aufzidhlbarkeit im Anschluss
an den Godel’schen Vollstéandigkeitssatz zeigen und die Unentscheidbarkeit im
Kapitel iiber die Godel’schen Unvollstéindigkeitssétze zeigen.

In einer vielleicht etwas willkiirlichen, jedoch allgemein akzeptierten Auf-
teilung gehort F zu den semantischen Begriffen, die sich unmittelbar mit den
Strukturen beschiftigen. Wir werden nun noch zwei weitere semantische Be-
griffe definieren, bevor wir uns auf die sogenannte synaktische Seite begeben.

Definition 3.17. Sei 2 eine Struktur und sei fr(¢) C {vo,...,vp—1} und seien
ag, . ..,an—1 Elemente aus |2l|. Dann schreiben wir

AE plag, ..., an-1]
gdw (A, s) E ¢ fir s(v;)) =a;, i=0,...,n—1.

Definition 3.18. P C ||" ist definierbar in A gdw es eine Formel ¢ mit
den freien Variablen aus {vg,...,vn—1} gibt, so dass P = {(ag,...,an—1)|AF
vlag, - - ., an—1]}. Wir sagen hierzu ¢ definiert P in 2.

Wir betrachten zum Beispiel Definierbarkeit in der Struktur 9%t = (N, 0,1, +, -):
Einige Relationen sind in 91 definierbar, andere nicht. Da es nur abzéhlbar viele
Formeln gibt, sind nur abzéhlbar viele Relationen definierbar. Es gibt jedoch
tiberabzihlbar viele Relationen auf N. Zum Beispiel ist die Ordungsrelation
{(n,m)|n < m} definierbar und die Menge der Primzahlen und die Exponen-
tiationsrelation {(n,m,s)|s = n™}. Die erstgenannte wird durch die Formel
Jugv; + Svg = v definiert, die zweite durch die Formel 1 < vy A VuoVus(v; =
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vy -+ -v3 — vg = 1Vug = 1) und die dritte durch eine kompliziertere Formel, die
wir im sogenannten Godel’schen S-Lemma sehen werden. Wir werden im
Kapitel iiber die Unvollstdndigkeitsséitze auch zeigen, dass jede entscheidbare
Relation und jede effektiv aufzihlbare Relation und viele weitere Relationen
auf N in 91 definierbar sind.

Es ist oft viel schwieriger zu zeigen, dass eine gegebene Relation in einer
gegebenen Struktur 2 nicht definierbar ist. Ein hinreichendes Kriterium fiir
Nicht-Definierbarkeit in 2l ist zum Beispiel die Existenz eines Automorphismus
i von 2, der P bewegt, d.h. i"P := {i(a) |a € P} # P. Hier schreiben wir

i@) = (i(ao), - .. i(an_1)).

Definition 3.19. Seien A und B 7-Strukturen. ¢ ist ein Isomorphismus von 2
auf B gdwi: A — B eine Bijektion ist, die alle Symbole in T erhdlt. In Formeln
heifSt dies:

(a) i(c*) =c® fir jedes Konstantensymbol c € T,

(b) P%*ao,...,an_1) gdw P®(i(ao),...,i(an_1)) fir jedes n und jedes Sym-
bol fiir ein n-stelliges Praidikat P € T und

(c) i(f*ag,...an_1)) = f>(i(ag),...i(an_1)) fiir jedes n und jedes Symbol
fiir eine n-stellige Funktion in .

A und B heifien isomorph, in Zeichen A = B, wenn es einen Isomorphismus
von A auf B gibt.
Isomrophismen von A auf A heiffen Automorphismen.

Lemma 3.20. Jeder Isomorphismus von 2 auf B ist treu fiir jede definierbare
Relation.

Beweis: Dies zeigt man induktiv iiber den Aufbau der definierenden Formel.
Ubung!



Kapitel 4

Der (o6del’sche
Vollstandigkeitssatz

In diesem Kapitel beweisen wir Schritt fiir Schritt den Godel’schen Vollsténdig-
keitssatz.

4.1 Beweistheorie

Der Begriff der Giiltigkeit ist in der Logik der ersten Stufe (I' F ¢) recht kom-
pliziert. Gibt es eine einfachere Definition? Koénnen wir zum Beispiel fiir eine
Sprache mit nur endlich vielen nichtlogischen Symbolen die Menge der giiltigen
Formeln effektiv aufzihlen? Godel gab eine positive Antwort. Dieses Ergebnis
ist eines der Korollare aus dem Go6del’schen Vollstandigkeitssatz.

Die Idee des Vollstandigkeitssatzes ist einfach. Wir zeigen, dass jede giiltige
Formel mit einfachen Mitteln aus der leeren Voraussetzungsmenge beweisbar ist.
Hierzu prézisieren wir den Beweisbegriff wie folgt: Wir geben eine entscheidbare
Menge A giiltiger logischer Axiome an. Dann nennen wir eine endliche Folge
von Formeln einen formalen Beweis, wenn jede dieser Formeln ein logisches
Axiom ist oder unter Verwendung der Schlussregel Modus Ponens aus fritheren
Formeln folgt. Die Modus Ponens Regel (MP) lautet:

Aus ¢ und (¢ — 1) folgt 9.

Die Menge der formalen Beweise ist entscheidbar. (Uberlegen Sie sich das,
nachdem Sie die Definition gesehen haben.) Nun ist eine Formel ein formaler
Satz gdw sie die letzte Formel eines Beweises ist. Da die Menge der Beweise
entscheidbar ist, folgt, dass die Menge der formalen Sitze effektiv aufzdhlbar
ist. Da die Menge der formalen Beweise mit der Menge der giiltigen Formeln
iibereinstimmt, ist daher such die letztere effektiv aufzédhlbar.

Formale Beweise

Wir geben nun ein kurzes vollstdndiges Regelwerk fiir formale Beweise an:
Sei eine Sprache 7 der ersten Stufe gegeben. Wir folgen hier dem sogenannten
Hilbert’schen Beweiskalkiil, der in den Biichern von Joseph Shoenfield [15], Her-
bert Enderton [4] und Ziegler [19] beschrieben wird. Ein dquivalenter Beweis-
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kalkiil, der sogenannte Sequenzenkalkiil , wird in den Lehrbiichern von Hermes
[6], Ebbinghaus, Flum und Thomas [3] und auch Ziegler [19] beschrieben.

Wir definieren zunéchst eine besondere Menge von Formeln A, die Menge
der logischen Axiome.

Einschub: Wie ist der Begriff ,, Axiom” im Duden definiert?

Definition 4.1. Der sogenannte Hilbertkalkiil fiir Beweise. Die Menge A der
logischen Axiome besteht aus sechs Teilmengen. ¢ heifst eine Verallgemeinerung
von Y gdw fir ein n > 0 und Variablen xq ..., Tp,—1 gilt

w=Vxq...Vr,_19.

Wir gestatten auch n = 0. Die logischen Axiome sind Verallgemeinerungen von
Formeln aus den Gruppen 1 bis 6. Seien x,y Variablen und o, 8 Formeln. Wir
beschreiben nun die Gruppen 1 bis 6:

Alle Tautologien der Aussagenlogik.

2. Ersetzungsaxiome: Vxa — of , wenn t fiir x in a eingesetzt werden kann.
Wann t iiberhaupt fiir x eingesetzt werden kann, wird in Definition [{.9
beschrieben. Die Formel of wird in Definition definiert.

Ve(a — p) = (Vea — V).
a — Yoo, wenn x nicht frei in o auftritt.

Tr=2x.

S G A Lo

x =y — (e = ), wenn « atomar ist und o aus o dadurch entsteht,
dass x durch y an einigen Stellen ersetzt wird.

Sei nun I' eine Menge von Formeln und sei ¢ eine Formel. Ein Beweis von
¢ aus ' ist eine Folge (o, . ..,a,) von Formeln, so dass ay, = ¢ und fiir jedes
1 <n gilt:

1. o; € TUA oder

2. es gibt j,k < i so dass ay, = (a; — o) ist. In diesem Fulle ergibt sich
a; aus vorangehenden o und oy, aus dem modus ponens.

Wenn es einen Beweis von ¢ aus I' gibt, dann sagen wir, dass ¢ aus I’
beweisbar ist, und schreiben I' - .

Gruppe 1: Tautologien.

Die Tautologien der Logik der ersten Stufe ergeben sich aus den Tautologien
der Aussagenlogik, die nur — und — ( nicht aber A, V, <> enthalten), indem
wir jedes Satzsymbol durch eine Formel der Logik der ersten Stufe ersetzen.
In Gruppe 1 nehmen wie auch alle Verallgemeinerungen solcher Formeln auf.
Zum Beispiel gehort die Formel Vz[(Vy—Py — —Px) — (Px — —Vy—-Py)] zu
Gruppe 1, weil sie eine Verallgemeinerung der Formel in eckigen Klammern
ist und sich die Formel in eckigen Klammern aus der folgenden Tautologie der
Aussagenlogik ergibt:

(A— -B) = (B — —A).



Logik fiir Studierende der Informatik WS 10/11 43

Eine andere Art, die Menge der Tautologien der ersten Stufe zu erkliren, ist
folgende: Nennen wir eine Formel Satzsymbolformel gdw sie entweder atomar
ist oder von der Form Vza ist. Bei manchen Autoren werden die Satzsymbol-
formeln auch Primformeln genannt, aber prim war bei uns schon ein Synonym
fiir atomar. Jede Formel der Logik der ersten Stufe wird aus Satzsymbolformeln
mithilfe der Junktoren — und — aufgebaut. Nun definieren wir die Tautologien
der Aussagenlogik um, indem wir die Primformeln wie Satzsymbole behandeln
und nur die Junktoren — und — verwenden. Dann darf ,auflen” noch verall-
gemeinert werden. Das Ergebnis ist die Menge der Tautologien der Logik der
ersten Stufe.

Gruppe 2: Ersetzung. Von der Technik her ist dies die komplexeste Axio-
mengruppe.

Definition 4.2. Wir definieren induktiv iber den Aufbau von «, wann t fiir x
in «a eingesetzt werden kann. Man sagt hierfir auch ,,x ist frei fiir ¢ in o”.

t kann in atomaren o immer fir x eingesetzt werden.

2.t kann in -« fir ¢ eingesetzt werden gdw dies fiir o moglich ist. t kann
in (o = B) fiir © eingesetzt werden, gdw dies fiir oo und fir B der Fall
15t.

3.t kann in Yy« fir x eingesetzt werden gdw
(a) x in Yya nicht frei auftritt, oder

(b) x#y undy int nicht auftritt und t in o fir x eingesetzt werden
kann.

Lemma 4.3. x ist frei fiir t in o gdw kein freies Vorkommen von x im Wir-
kungsbereich eines Quantors von « ist, der eine Variable von t bindet.

Definition 4.4. Nun definieren wir fir Formeln o, Variablen x und Terme t
die Formel of, unter der Voraussetzung, dass t fir x in o eingesetzt werden
kann. of heifit o, x ersetzt durch t. Die Formel of wird indukiv iber den Aufbau
von « definiert, und — Vorsicht — ist nicht immer definiert.

Fiir atomares o ergibt sich of , indem wir in o alle x durch t ersetzen.

2. (ma)f = —af, wenn t fir x in o eingesetzt werden kann, undefiniert
sonst,

3. (a— B)f =(af = BF), wenn t fir x in «a eingesetzt werden kann und
in B eingesetzt werden kann, und undefiniert sonst,

4. (Mya)f st
(a) Yya, falls y = x,
(b)  Vy(af), falls y # x und = in Yya nicht frei auftritt,

(c) Vyaf, falls x # y und y in t nicht auftritt und t in o fir x
eingesetzt werden kann,

und undefiniert, falls keiner der drei Fille eintritt.
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Hier wird es interessant. Es scheint, dass (Vxa — of) ein verniinftiges (d.h.
korrektes, s.u.) Axiom ist und dass wir die ungewohnliche Einschrinkung der
Definition nicht brauchen. Ohne die Einschréankung bei der Definition kann das
Axiom aber falsch sein, wenn nédmlich x fiir ein freies y eingesetzt wird. Zum
Beispiel schauen wir die Formel o = Jy(y # x) und ¢ = y an. Dann wird
Vea — of zu

Voy(x # y) — Jy(y # v),

was offensichtlich fiir jede Struktur falsch ist, deren Universum mehr als ein
Element hat. Wir 16sen dieses Problem, indem wir o, x und ¢ einschranken wie
in Definition [4.2] Erhalten wir nun tatséchlich eine giiltige Formel Vza — of,
wenn t fiir z in « eingesetzt werden kann?

Lemma 4.5. Ersetzungslemma oder Substitutionslemma . Wenn der Term t
in der Formel o fiir die Variable x eingesetzt werden kann, dann

AE of[s] gdw A E afs(z|5(t))].

Beweis: Wir fithren den interessantesten Schritt vor: Sei ¢ = Vya, und sei x # y
und trete y nicht in ¢ auf und mdoge ¢ fiir x in « eingesetzt werden kénnen. Dann
A E offs]

gdw A F Yyaf|[s]

gdw f.a. a € A, AF of[s(y|a)]

gdw (IV) fa. a € A, A F afs(y|a)(z|5(y|a)(t))]

gdw (da x # y und da y in ¢ nicht auftritt) f.a. a € A, A F afs(z|s(t))(y|a)]
gdw A F Yya[s(z|5(t))]

gdw A E o[s(z(s(t))].

Wir fithren einen weiteren sehr interessanten Schritt vor, den von Definiti-
on Punkt 4(b): Sei ¢ = Vya, und sei = # y und trete x nicht frei in Yy«
auf. Dann A F ¥ [s]
gdw 2 E Yyofs]
gdw f.a. a € A, AF of[s(y|a)]
gdw (IV) fa. a € A, AF aofs(y|a)(z|5(y|a)(t))]
gdw (da z # y und da x in « nicht frei auftritt, Koinzidenzlemma, Satz
fa.ae A, AE afs(y|a)]

gdw A F Vyals]
gdw (wieder Koinzidenzlemma, Satz A E Vyals(x|5(t))]
gdw 2 E p[s(z]5(t))]. =

Korollar 4.6. Die Ersetzungsaxiome sind giiltig.

Beweis: Nehmen wir an, dass t in « fiir 2 eingesetzt werden kann und (21, s) die
Formel Vxa erfiillt . Wir miissen zeigen, dass (2, s) auch of erfiillt. Wir wissen,
dass 2 F afs(z|a)] fiir jedes a € |2|. Dann gilt dies insbesondere fiir a = 5(t).
Damit ist die Formel (Vza — of) giiltig, wie gewiinscht. =
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Satz 4.7. Giiltigkeitssatz. Jedes Axiom ist giiltig, d.h., wenn @ ein logisches
Aziom ist und A eine Struktur ist und s eine A-Belegung ist, dann gilt (2, s) F

@Y.

Beweis: Beachten wir zuerst, dass jede Verallgemeinerung einer giiltigen Formel
auch giiltig ist. Wenn zum Beispiel ¢ die Formel Vx1) mit einem giiltigen v ist,
dann haben wir 2( F ¢ [s] fur alle A, s, gdw 2A E ¢[s(z|a)] fir alle 2, s, a, gdw
2AE p[s].

Derselbe Beweis funktioniert, wenn ¢ von der Form Vzi ...Vx, ist.

Somit ist zu zeigen, dass alle Formeln in allen sechs Axiomengruppen giiltig
sind. Das ist klar fiir die Tautologien, da sie sich aus Tautologien der Aussa-
genlogik ergeben. Wir haben fiir die 2. Gruppe schon gezeigt, dass die Erset-
zungsaxiome giiltig sind.

Nun kommen wir zur Gruppe 3:
Betrachten wir das Axiom

Ve(a — ) = (Vea — Vap)

Um die Giiltigkeit dieses Axioms zu sehen, geniigt es zu zeigen, dass 2 F Vz3[s],
wenn 2A F Va(a — £)[s] und A F Vzals]. Die beiden Voraussetzungen impli-
zieren: A F (o — [)[s] fur alle a € |A|, und A F «ofs(z|a)] fir alle a € |A|.
Zusammen ergibt dies und A F S[s(x|a)] fiir alle a € ||, also A F VxI[s].

Gruppe 4. Betrachten wir das Axiom
a — Vra,

flir a, in dem z nicht frei auftritt. Fiir die Korrektheit haben wir zu zeigen:
Fiir alle (2, s): Wenn (2, s) F a, dann auch (2, s) F Vza. Letzteres heifit, dass
fiir jedes a € A, A FE als(x|a)]. Nun stimmen aber s und s(z|a) fiir alle a € ||
auf den freien Variablen von « iiberein, da z nicht frei in « auftritt. Nach
dem Koinzidenzlemma fiir Belegungen gilt, dass 2 F ¢[s(z|a)] fiir jedes a € 2.
Deshalb ist 2 F Vxpls].

Gruppe 5: Klar.

Gruppe 6: Wir nehmen ein atomares « und betrachten das Axiom. x =y —
(o — o). Hierbei sei o’ die Abwandlungvon «, in der x an manchen Stellen
durch y ersetzt wurde. Wir zeigen fiir alle (2, s): Wenn 2 F «[s] und s(z) = s(y),
dann 2 F o'[s]. Nehmen wir an, dass o = Pty ...t, und o/ = Pt} ...t), und dass
t! aus t; durch Ersetzung einiger x durch y entsteht. Die Relation P kann auch
das Gleichheitszeichen sein. Da s(x) = s(y) ist, ist auch 5(¢;) = 5(t;), wie man
induktiv iiber den Aufbau der Terme zeigt. Daher ist (5(t1),...,5(t,)) € P%
gdw (3(t)),...,5(t)) € P* und daher 2 E Pty ...t,[s] gdw A E Pt} ...t [s].
Es folgt, dass A F o/[s].

Nun haben wir noch zu zeigen, dass die Modus Ponens Regel von giiltigen
Aussagen zu giiltigen Aussagen fiihrt.

Herr Christian Marquardt schickte mir im April 2012 folgenden Beweis:
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Die Folgerungsrelation

1. Bsp:

(a)

{A—- B,B—C}E{A—C}

Aussagenlogik

Sei v : S: {W,F} eine beliebige Belgung mit (A: B) = W =
v(B: C).

Wegen X:Y = -X VY folgt 5(—mAV B) = 9(-BV C) =W und
damit (v(A) = F oder v(B) = W) und (v(B) = F oder v(C) = W).
Nach dem Distributivgesetz der Aussagenlogik ergeben sich nun fol-
gende Félle:

(A) =v(B) = F

(A)=F und 5(C) =W
(B)=Wund %(B) = F
iv. 9(B) =W und v(C) = W

|

i.

|

ii.

|

iii.

Offenbar ist der dritte Fall nicht moglich. Also behandeln wir hier
exemplarisch den letzten Fall.

Sei also v eine beliebige Wahrheitsbelegung mit 5(B) = v(C) = W.
Wieder erhalten wir aus der Folgerungsdefinition v(A — C), daf
(v(A) = F oder v(C) = W) gelten mufl .

Nach Fall-Voraussetzung ist aber schon v(C) = W und damit auch
9(A—C)=W.

Da v eine beliebige Wahrheitsbelegung war gilt dies insbesondere fiir
jede Wahrheitsbelegung v mit 7(B) =v(C) = W.

Also ist die logische Implikation {A — B,B — C} F {A — C} in
diesem Fall nach Definition 1.16 bewiesen.

Die anderen Fille verlaufen analog und dienen als Ubung.

Logik der ersten Stufe

Sei nun (A, s) eine beliebige Interpretation (dh. eine Struktur A mit
einer Belegung s) sodafl (A,s) F {A — B,B — C}. Also folgt
(A,s)EA— Bund (A,s) EB— C.

Nach Definition 3.12/4 gilt:

(A,5) F (¢ =) gdw
AE (o = P)[s] gdw
A ¥ p[s] oder A F [s] gdw

Also ergeben sich:

(A Als| oder A E Bls])
und (A ¥ Bls] oder A F C[s])
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Nach Definition 3.12/3 folgt damit:

(nicht A F A[s] oder A E Bls])
und  (nicht A F B[s| oder 2 F C[s])

Da rechts nurnoch Variablen stehen ist die Struktur 2 egal und wir
konnen die Varibalenwerte alleine mit der Belgeung s auflésen zu:

(nicht s(A) oder s(B))
und  (nicht s(B) oder s(C))

Hierbei ist zu bemerken, dafi der Negationsoperator — am stirksten
bindet.
Nun kénnen wir analog zur Auflosung in der Aussagenlogik wieder
die vier (eigentlich 3) Fille unterscheiden:

i. 5(A)=3(B)=F

ii. 5(A)=F und 5(C) =W

iii. 3(B) =W und 5(B) = F

iv. 5(B) =W und 5(C) =W
Hierbei ist zu beachten, dal § immer noch Teil der Interpretation
von (A, s) ist.
Es bleibt (A, s) F B — C bzw. dquivalent dazu (A,s) E (=B V ()
also (A ¥ B[s] oder A F C]s]) zu zeigen.
Da s = 5§ auf allen Variablen gilt, ist jeweils aus den einzelnen Fillen
i,ii und iv wieder (s(B) = F oder s(C) = W) herzuleiten.
Dies ergibt sich mit s anstatt v komplett analog zum Teil der Aus-
sagenlogik und kann wieder geiibt werden.
Da s dann aber eine beliebige Belegung war, und somit auch (A, s)
eine beliebige Interpretation, folgt somit auch allgemein:

Wenn (A,s) F{A — B,B — C} dann (A,s) F {A— C}

Und somit gilt dies wieder fiir jede Interpretation.
Also erhalten wir nach Definition 3.13

{A-B,B—-C}E{A—=C}
Die umgekehrten logischen Implikationen gelten im Allgemeinen nicht. Insbe-
sondere gibt es die Belegung s(C) = W, s(B) = F,s(A) = W. Dann erfiillt s
zwar {A — C} und {B — C}, aber nicht {A — B}; somit gilt
{A—-C}F{A—-B,B—C}

nicht im Allgemeinen. (Hier endet Herr Marquardts Beitrag) =
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So, nun haben wir also zwei Begriffe logischer Implikation: I = ¢ bedeu-
tet, dass es einen Beweis von ¢ aus I' (und den logischen Axiomen A) gibt.
Und I' E ¢ (I impliziert ¢ logisch) bedeutet: Fiir jede Struktur 20 und jede
Belegung s gilt: Wenn (2, s) alle v aus I' erfiillt, dann erfiillt (2,s) auch .
Der Giiltigkeitssatz oder Korrektheitssatz stellt eine Verbindung zwischen den
beiden Begriffen her:

Satz 4.8. Korrektheitssatz. Wenn I' - ¢, dann T' F ¢.

Beweis: Per Induktion iiber die kiirzeste Lénge eines formalen Beweises von ¢
aus I'. Sei @1 ...p, = @ ein Beweis von ¢ aus I" minimaler Lénge.

Fall 1: ¢ ist ein logisches Axiom. Dann folgt aus dem Giiltigkeitssatz, dass
() die Formel ¢ logisch impliziert. Daher impliziert I" die Formel ¢ logisch.

Fall 2: ¢ € I'. Dann impliziert I" .

Fall 3: Es gibt i, j < n, so dass ¢; = (¢; = ¢). Nach der Induktionsannah-
me impliziert I' die beiden Formeln ¢; und ¢; logisch, weil es kiirzerere Beweise
aus I fiir ¢; und fiir ¢; gibt. Es folgt, dass I'p logisch impliziert. -

Der Korrektheitssatz liefert auch ein Korollar, das die Begriffe Konsistenz
und Erfiillbarkeit in eine Richtung verbindet:

Definition 4.9. 1.  Fine Formelmenge I' ist widerspruchsfrei oder konsis-
tent (consistent) gdw es keine Formel ¢ gibt, so dass I' sowohl ¢ als
auch —p beweist.

2. T ist erfillbar (satisfiable) gdw es eine Struktur 2 und eine Belegung s
gibt, so dass (A, s) F ¢ fir jedes p € T'.

Die Konsistenz wird als syntaktischer Begriff aufgefasst, da sie sich mit
dem Konzept ,,Beweis” befasst, die Erfiillbarkeit hingegen wird als semanti-
scher Begriff aufgefasst, da sie sich mit dem Konzept ,,Struktur” befasst. Der
Korrektheitsatz liefert uns nun folgendes

Korollar 4.10. Wenn I erfillbar ist, dann ist I' auch konsistent.

Beweis: Wenn I" nicht konsistent wére, dann wiirde I' sowohl ¢ als auch —¢ fiir
ein ¢ beweisen. Wegen des Korrektheitssatzes bedeutet dies, dass I' die Formel
o und —¢p logisch impliziert. Da ¢ A= in jeder Struktur 2 mit jeder A-Belegung
s falsch ist, kann I' nicht erfiillbar sein. =

Der Vollstéandigkeitssatz liefert Umkehrungen zum Korrektheitssatz und zu
dessen Korollar.

Satz. Der Goédel’sche Vollstindigkeitssatz.

(a) Jede konsistente Formelmenge ist erfiillbar.

(b) WennTE ¢, dann T F .

Auf den folgenden sechs Seiten werden wir den Satz beweisen.
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4.2 Metasatze

Dem Beweis des Vollstédndigkeitssatzes stellen wir zunéichst einige Sédtze iiber
formale Beweise voran. Diese werden Metasétze genannt, da sie Sétze iiber
das Konzept von Sétzen sind. Diese Ergebnisse erkldren auch unsere Wahl der
logischen Axiome.

Wir sagen, dass {aq,...,a,} die Formel § tautologisch impliziert gdw die
Formel (A;<;<, @) — [ ein Axiom aus der ersten Gruppe ist.

Lemma 4.11. (Metasatz iiber die Tautologische Implikation) Wenn I' die For-
meln ag,aq,...,an—1 beweist, und {ao,...,an—1} die Formel [ tautologisch
impliziert, dann beweist I' auch (3.

Beweis: Da die Formel A,_, o; — [ eine Tautologie ist, ist sie ein logisches
Axiom und somit aus I" beweisbar. Wir konnen nun den modus ponens n Mal
anwenden, um zu zeigen, dass I" die Formel § beweist:

(/\Ozi—>ﬂ>H(a0—>(a1—>~-—>(an_1—>B)...))

<n

Lemma 4.12. (Deduktionsmetasatz) Wenn T'U{~v} die Formel ¢ beweist, dann
beweist I' auch die Formel (v — ¢).

Beweis: Wir zeigen durch Induktion {iber die kiirzeste Lénge eines Beweises von
@ aus I'U{v}, dass (y — ¢) aus I beweisbar ist.

Fall 1: ¢ = ~. Dann beweist I' offensichtlich (y — ¢), da v — v eine
Tautologie ist.

Fall 2: ¢ ist ein logisches Axiom oder ein Element von I". Dann beweist
schon I alleine die Formel ¢. Und {¢} impliziert tautologisch (v — ¢). Es folgt
aus der tautologischen Implikation, dass I' die Formel (7 — ¢) beweist.

Fall 3: ¢ entsteht durch modus ponens aus ¢ und ¥ — . Nach Indukti-
onsannahme beweist I' dann die Formeln (v — %) und (y — (¢ — ¢)). Aus
dem Lemma iiber die tautologischen Implikation, angewandt mit der Tautologie
=9 (=9 Ay = (¥ = ¢)), folgt nun, dass I' die Formel (y — ¢)
beweist. -

Lemma 4.13. Reductio ad absurdum, Widerspruchsbeweis, RAA. Wenn I' U
{¢} nicht konsistent ist, dann beweist I' die Formel —p.

Beweis: Nach Annahme gibt es eine Formel 3, so dass 'U{¢} sowohl g als auch
-/ beweist. Mit dem Deduktionsmetasatz erhalten wir, dass I sowohl (¢ — )
als auch (p — —f) beweist. Es folgt aus der tautologischen Implikation, dass I'
die Formel —¢ beweist.

Viele einzelne Beweisschritte verstecken sich hinter dem vorigen deutschen
Satz: Aus (¢ — () beweist man mit einer Tautologie und MP (=8 — —p). Aus
(¢ — —f) beweist man mit einer Tautologie und MP (——3 — —¢). Hieraus
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erhélt man mit MP (=8 — —¢) A (== — —p). AuBerdem ist (-5 V ——f) eine
Tautologie. MP gibt nun —. -

Lemma 4.14. (Erste Regel iber die Verallgemeinerung). Wenn T die Formel
 beweist, und x in keiner Formel von I frei auftritt, dann beweist I' die Formel
V.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion {iber die kiirzeste Lénge eines Beweises von
p aus I', dass I' die Formel V¢ beweist.

Fall 1: ¢ ist ein logisches Axiom. Dann ist Yz auch ein logisches Axiom
und somit beweist I" die Formel Vzy. Wir haben vereinbart, dass alle Verallge-
meinerungen logischer Axiome wieder logische Axiome sind.

Fall 2: ¢ € I'. Dann tritt x nicht frei in ¢ auf. Deshalb ist (¢ — Vzp) ein
Axiom der Gruppe 4. Somit beweist I' sowohl ¢ als auch (¢ — Vzp). Also
beweist I auch Vxp.

Fall 3: ¢ entsteht via modus ponens aus ¥ und ¥ — ¢. Jedoch gehort
folgende Formel zu Axiomengruppe 3:

Ve(p — ) = (Ve — V).

Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir I' - V¢ und T' F Vz (¢ — o).
Aus der Anwendung des modus ponens auf das Axiom erhalten wir einen Be-
weis von Vzp aus I -

Lemma 4.15. Einfache Tatsachen tiber die Ersetzung.

(a) x kann in jeder Formel fiir sich selbst eingesetzt werden.

(b) t kann in ¢ fir x eingesetzt werden, wenn keine Variable von ¢ in t
auftritt.

(¢) Wenn x,y Variablen sind und y nicht in ¢ auftritt, dann kann x in @y
fiir y eingesetzt werden, und es gilt (cpg)% = ¢ (v wird zu y und dann
wieder zu x).

(d)  Wenn x,y,z Variablen sind und x # z ist und t fir x in ¢ eingesetzt
werden kann, dann kann t fir x in oY eingesetzt werden.

(e)  Wir nehmen an, dass t fir x in ¢ eingesetzt werden kénne, y ein Va-
riable sei, die nicht in ¢ auftrete, und c ein Konstantensymbol sei. Der
Term t;, und die Formel ¢ entstehen dadurch, dass wir in t und ¢ c
durch y ersetzen. Dann kann in oy ty fir x eingesetzt werden.

Beweisskizze: Induktiv {iber den Aufbau von ¢ werden die gebundenen Varia-
blen in geeignete neue Variablen umbenannt. -

Lemma 4.16. Zweite Regel tiber die Verallgemeinerung. Wenn I' die Formel
© beweist und c ein Konstantensymbol ist, das nicht in I auftritt, dann gibt es
eine Variable y, die in ¢ nicht auftritt, so dass I' die Formel Vypj, beweist.
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Beweis: Induktiv iiber den Aufbau eines Beweises von ¢ aus I'. Beim Indukti-
onsschritt: modus ponens.

Lemma 4.17. Dritte Regel tiber die Verallgemeinerung. Wenn I' die Formel
©r beweist und c ein Konstantensymbol ist, das weder in I' noch in ¢ auftritt,
dann beweist I' die Formel Vxp, und es gibt eine Ableitung hierfir, in der c
nicht auftritt.

Beweis: Vom vorigen Lemma haben wir eine Ableitung von Vy((¢¢);) aus I, in
der ¢ nicht auftritt, wenn y neu ist. Aber da ¢ nicht in ¢ auftritt, haben wir
auch
((ee)y) = @y-
Es bleibt zu zeigen, dass Vypy = Vrp. Dies folgt, wenn man weif, dass
Vypy — » ein Axiom ist. Dies folgt aus (gpz)% = ¢ und den Ersetzungsaxiomen
in Gruppe 2. 4

Lemma 4.18. Metasatz tiber die Umbenennung von Variablen. Wenn ¢ eine
Formel, t ein Term und xz eine Variable ist, dann gibt es eine Formel ¢' so
dass

(a) t fiir x in ¢’ eingesetzt werden kann, und

(b) ¢ — ¢ und ¢’ — ¢ beweisbar sind.

Beweis: Ubung

4.3 Der eigentliche Beweis

Wir wiederholen noch einmal:
Satz 4.19. Der Gdédel’sche Vollstindigkeitssatz

(a) Jede konsistente Formelmenge ist erfiillbar.
(b) Wenn T E ¢, dannT'F ¢

Beweis: Es geniigt, (a) zu beweisen, denn aus (a) erhdlt man (b) wie folgt:
Impliziere I' die Formel ¢ logisch. Wir méchten zeigen, dass I' ¢ auch beweist.
Wenn I" U {—¢} inkonsistent ist, dann beweist I" die Formel ¢ durch reductio
ad absurdum, und deshalb beweist I' ¢ durch tautologische Implikation, wie
gewiinscht. Daher kénnen wir annehmen, dass I' U {—¢} konsistent ist. Dann
ist nach (a) dieses auch erfiillbar. Dies widerspricht unserer Annahme, dass T’
die Formel ¢ logisch impliziert.

Umgekehrt gilt auch, dass aus (b) (a) folgt: Sei I' nicht erfiillbar. Dann
gilt fiir alle ¢, dass I' F ¢ A =p. Dann gilt nach (b), I' = ¢ A =, also ist T’
inkonsistent.

Nun beweisen wir (a). Sei I" konsistent. Dann definieren wir eine neue For-
melmenge A in einer um die Konstantensymbole ¢, ¢1 ... erweiterten Sprache,
so dass folgendes gilt:
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(i) I'CA,
(ii) A ist in der erweiterten Sprache mazimalkonsistent, d.h. fiir alle ¢ €
Z(rtU{c; |1 € N}) ist ¢ € A oder ist ~p € A.

(ili) A ist eine Henkin-Menge, d.h. fiir jede Formel ¢ und jede Variable z
gibt es eine Konstante ¢, so dass die Formel (-Vzyp — —¢?) ein Element
von A ist.

Danach konstruieren wir aus A eine Struktur 2l und eine Belegung s, so
dass (2, s) ¢ erfiillt.

Wir beschreiben nun die Definition von A, die sich in abzéhlbar viele Er-
weiterungen der ersten Art und eine Erweiterung der zweiten Art zergliedert.
Fiir jede Formel der Sprache . = % und jede Variable x wéhlen wir ein neues
Konstantensymbol ¢, das wir zu . hinzufiigen, und erhalten so die Sprache
2. Dann erweitern wir I" fiir alle ¢ € £ und alle Variablen  um die Formel
(=Vzp — ﬂpﬁ@) und erhalten so I';.

Behauptung 4.20. I'; ist konsistent.

Beweis: Annahme: I'y wire widerspruchsvoll. Wir denken uns I'; schrittweise
aus I' aufgebaut, und nehmen die minimale Schrittzahl, so dass I' U {¢y,...,
Un, Ynt1} widerspruchsvoll ist. Dann folgt nach RAA: TU{4q, ..., ¢¥n} F —tp41.
Yn41 ist von der Form (=Vzp — —w% ). Also ist =), 41 = “Vzp A gogi. Wir
haben daher T' U {¢y, ..., ¥} F =V und T U {¢g, ..., ¢¥n} F <p§£.

Aus letzterem erhalten wir mit dem Lemma (der dritten Regel iiber die
Verallgemeinerung) I'U{4y, ..., ¥} F Vaxp. Nun ist also schon T'U{4g, ..., ¥y}
widerspruchsvoll, im Widerspruch zur Minimalitét. -

Jetzt wiederholen wir diese Konstruktion, und erhalten aus der Sprache .£;
die Sprache % und die Formelmenge I's, so dass I'y alle Formeln der Form
(=Y — —w%) enthélt, fiir jede Formel ¢, die in .2}, aber nicht in %, ausge-
driickt werden kann. Dann folgt wieder aus der Behauptung dass die Kon-
sistenz von I'; jene von I'y impliziert. Durch wiederholte Erweiterungen dieser
Art erhalten wir eine Kette ' CI'y CI'y... inden Spachen  C A C %....
Schlieflich definieren wir I'* = | J{I', |n € N} und .Z* = |J{-Z, |n € N}. Eine
aufsteigende Vereinigung von widerspruchsfreien Mengen ist widerspruchsfrei,
da man fiir einen Widerspruch nur endlich viel Elemente braucht.

Behauptung 4.21. I'* ist Teilmenge einer mazrimalkonsistenten Formelmenge
A in der Sprache ZL*. A ist ebenfalls eine Henkin-Menge, da Erweiterungen
von Henkin-Mengen in derselben Sprache Henkin-Mengen bleiben.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung hier nur fiir den Fall eine abzdhlba-
ren Formelmenge I'. Die Behauptung fiir iiberabzéhlbare I' ist auch richtig,
doch hierzu braucht man iiberabzihlbar lange Auflistungen, und das heifit
iiberabzéhlbare Ordinalzahlen.

Behauptung 4.22. Jede konsistente Formelmenge I'* in einer abzdihlbaren
Sprache £ kann zu einer mazimalkonsistenten Formelmenge A erweitert wer-
den.
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Beweis: Sei ¢g, @1 ... eine Liste der Formel der Sprache .£*. Wir definieren
¥y, per Induktion iiber n. Wenn I'U {¢y, ..., ¥n_1} U{¢,} konsistent ist, dann
setzen wir ¥, = ¢,. Sonst beweist I' U {1, ..., 1,1} die Formel —p,, und wir
definieren v, = —,. Induktiv iiber n zeigt man nun, dass I' U {tg,...,¥n}
konsistent ist. Daher ist I' U {9; | i < w} konsistent. Da fiir jede Formel ¢ oder
- zu A gehort, ist A maximalkonsistent, wie gewiinscht. -

Somit sind nun (i), (ii) und (iii) unseres Beweisplanes erreicht. Wir definieren
nun die Struktur 2 wie folgt: Sei T die Menge der .Z*-Terme. Wir schreiben
t =~ t5 und sagen, dass t; und ts dquivalent sind, wenn die Formel ¢; = t5 in A
ist.

Behauptung 4.23. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Dies folgt aus den Fakten iiber die Gleichheit (a), (b), (¢) und Ein-
setzen der Terme fiir x,y, z. Falls dies verboten sein sollte, nimmt man zuerst
andere Variablennamen anstelle von x, ¥, z, die nicht in den fraglichen Termen
vorkommen. .

Nun schreiben wir [t] fiir die Aquivalenzklasse von ¢. Das Universum von A
ist die Menge 7/ = all dieser Aquivalenzklassen. Nun sei

(a) Fiir jedes n-stelliges Priadikatssymbol P

P2 ={([t1], ..., [ta]) | Pt1...t, € A}.

(b)  Fiir jedes n-stelliges Funktionssymbol P
P, Tta]) = [ft - ).

(c) Fiir jedes Konstantensymbol c ist ¢* = [c].

Behauptung 4.24. P* und f* sind wohldefiniert. Wenn fiir i < n, [t;] = [t}],
dann gehort Pty...tn—1 zu A gdw Ptj...t, | zu A gehért. [fto...th—1] =
[fth...th_4] € A.

Beweis: Die Wohldefiniertheit folgt aus den Teilen (d) und (e) des Lemmas iiber
die Fakten iiber die Gleichheit. Wenn [t;] = [t}], dann ist ¢; = t; € A. Daher ist
wieder nach den Fakten iiber die Gleichheit und der Abgeschlossenheit von A
unter F (A ist ja maximal widerspruchsfrei) auch (Ptg...t,—1 <> Pty...t,_1)
in A gehort. Hieraus folgt dann, dass Pty ...t,—1 zu A gehort gdw Pt(,...t,_4
zu A gehort. Wenn fiir alle ¢ ¢; = ¢, € A, dann ist nach selben Argumenten
auch ftg...t,_1 = ft6 .. 't/n—l € A. =

Die A-Belegung s ist definiert durch s(x) = [z] fiir jede Variable x.

Behauptung 4.25. (2, s) F ¢ gdw ¢ € A.
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Beweis: Wir verwenden die erste Regel iiber die Verallgemeinerung, den Meta-
satz iiber die tautologische Implikation, das Ersetzungslemma, die Eigenschaf-
ten einer maximalkonsistenten Henkin-Menge und den Metasatz iiber die Um-
benennung von Variablen.

Zuerst beachten wir, dass fiir jeden Term ¢ die Gleichheit 5(t) = [t] gilt. Dies
beweisen wir durch Induktion iiber den Aufbau von ¢: Wenn ¢ eine Variable oder
ein Konstantensymbol ist, dann folgt dies aus der Definition von s. Wenn ¢ von
der Form fty,...t, ist dann haben wir 5(t) = f*(5(t1),...,5(t,)), das nach
Induktionsannahme gleich f([t1], ... [tn]) ist. Letzteres ist nach Definition von
12 gleich [t].

Wir beweisen nun die zentrale Behauptung der Induktion iiber den Aufbau
von ¢. ¢ sei atomar. Wenn ¢ die Formel ¢; = t5 ist, dann haben wir 2 F ¢[s]
gdw 5(t1) = 5(t2) gdw [t1] = [t2] gdw t1 = ta € A. Wenn ¢ die Formel Pty .. .1,
ist, dann 2 F ¢[s] gdw (5(t1),...,5(t,))) € P* gdw ([t1],...,[ts]) € P* gdw
Ptq...t, € A. Der letzte Schritt verwendete die Definition von P%.

¢ = —p. Wir haben (2, s) F ¢ gdw (2, s) ¥ gdw ¢ € A gdw ¢ € A. Der
letzte Schritt verwendete die Maximalkonsistenz von A.

¢ = (¢ — ). Wir haben 2 E (¢p — 7)[s] gdw (A ¥ 1¥[s] oder 2 E v[s]) gdw
(¥ € A oder v € A) gdw (- € A oder v € A). Letzteres impliziert wegen
der Maximalitét von A, dass (¢ — ) € A. Sei umgekehrt (¢ — v) € A. Dann
konnen wegen der Konsistenz von A nicht sowohl ¢ als auch =y zu A gehéren.
Wegen der Maximalkonsistenz von A erhalten wie daher - € A oder v € A.

© = Vap. Zu zeigen ist A E Va)[s] gdw Vzy € A. Erfiille 2 die Formel Va
mit s. Wir wihlen ein Konstantensymbol ¢, so dass das Axiom (=Vzyp — —)F)
zu A gehort. Dies ist moglich, da A eine Henkin-Menge ist. Nach Annahme
gilt A E ¢[s(z|[c])] und [¢] = 5(c). Nach Ersetzungslemma ist 2 F ¢7[s]. Nach
Induktionsannahme ist ¥ € A und deshalb —Vxy ¢ A wegen des obigen
Henkinaxioms. Weil A maximal konsistent ist, ist daher Vi € A.

Nun nehmen wir an, dass 2 ¥ Vai)[s]. Dann gibt es einen Term ¢, so dass
A & [s(z|[t])] und [t] = 5(t). Wir mdchten nun mithilfe des Ersetzungslemmas
folgern, dass 2 ¥ ¢{[s]. Das Problem ist aber, dass wir nicht wissen, ob das
Ersetzungslemma anwendbar ist, da nicht klar ist, ob ¢ fiir « in v eingesetzt
werden kann. Mit dem Metasatz zu Umbenennung von Variablen kénnen wir
eine Formel 1)’ wihlen, so dass 1 1’ 9 und so dass in v’ t fiir x eingesetzt
werden kann. Nach der ersten Verallgemeinerungsregel haben wir Va1 + Vi),
da Va1 die Formel ¢ und 1) die Formel v’ beweist. Wir haben:

2 H ¢[s(x][t])] nach Voraussetzung. Da ¢ und ¢’ logisch dquivalent sind, ist
A 9'[s(z|[t])]. Nach dem Ersetzungslemma folgt hieraus 21 ¥ (¢/')7[s]. Dann ist
nach Induktionsannahme (") € A. Da Vi)' — (¢')¥ ein logisches Axiom und
A abgeschlossen unter beweisbarer Implikation ist, haben wir daher V1)’ & A.
Da V) b V), ist Vo € A. -
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4.4 Korollare aus dem Vollstindigkeitssatz

Der Vollstédndigkeitssatz hat wichtige Folgen fiir die Relation E der logischen
Implikation und fiir die Gréfle von Modellen von Theorien in der Sprache erster
Stufe.

Satz 4.26. Der Kompaktheitssatz.

(a)  Wenn jede endliche Teilmenge von I' erfiillbar ist, dann ist auch I erfill-
bar.

(b)  WennT die Formel ¢ logisch impliziert, dann gibt es ein endliches Ty C
T', so dass T'g die Formel ¢ impliziert.

Beweis. (a) Wegen des Vollstandigkeitssatzes sind Erfiillbarkeit und Konsistenz
gleichwertig. Deshalb geniigt es, (a) fiir ,konsistent” statt ,erfiillbar” zu be-
weisen. Wenn jede endliche Teilmenge von I' konsistent ist, dann ist auch I’
konsistent, da ein Widerspruchsbeweis aus I' nur eine endliche Teilmenge von
I" verwenden wiirde.

(b) Der Vollsténdigkeitssatz impliziert, dass die Relationen F (beweist) und
F (impliziert logisch) gleichwertig sind. Deshalb geniigt es, (b) fiir die Relation
F zu beweisen. Wenn I" die Formel ¢ beweist, dann gibt ein einen endlichen Be-
weis von @ aus I'. Sei 'y die endliche Menge von Formeln aus I', die im Beweis
verwendet werden. Dann beweist I'g . -

Ein Beispiel fiir eine Anwendung des Kompaktheitssatzes: Ein Modell einer
Satzmenge I' ist eine Struktur 2, in der jeder Satz aus I' wahr ist. Da I" nur
Sétze enthélt, brauchen wir keine Belegung. Der Kompaktheitssatz impliziert,
dass es keine Satzmenge gibt, deren Modelle genau die Strukturen mit endlichen
Universum sind: Wenn I' eine solche Satzmenge wére und fiir n der Satz ¢,
sagt, dass es mindestens n Elemente im Universum gibt, dann wire die Menge
' =T U{¢n |n < w} endlich erfiillbar. (,,I" ist endlich erfiillbar” ist ein Jargon-
Ausdruck, und heifit korrekt: ,jede endliche Teilmenge von I' ist erfiillbar”.)
Nach dem Kompaktheitssatz hat I'* ein Modell. Diese ist auch ein Modell von
I" und hat natiirlich ein unendliches Universum.

Unsere nichste Anwendung des Vollstandigkeitssatzes verwendet die Begrif-
fe ,, Entscheidbarkeit” und ,effektive Aufzidhlbarkeit”, die wir im Kapitel iiber
Komplexitéitstheorie definierten. Eine Sprache erster Stufe heifit , effektiv’ gdw
wenn die Menge ihrer nichtlogischen Symbole abzéhlbar ist und dariiber hinaus
die drei Relationen

{(P,n) | P ist ein n-stelliges Pradikatssymbol}
{(f,n)| f ist ein n-stelliges Funktionssymbol}

{c] ¢ ist ein Konstantensymbol}.

entscheidbar sind. Zum Beispiel ist jede Sprache mit nur endlich vielen nicht-
logischen Symbolen effektiv. Das Teilgebiet der mathematischen Logik, das Re-
kursiontheorie oder auch Berechenbarkeitstheorie genannt wird, befasst sich mit
den Begriffen ,,Entscheidbarkeit” und ,effektive Aufzéhlbarkeit”.
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Satz 4.27. Aufzihlbarkeitssatz. Sei I' eine entscheidbare Formelmenge in ei-
ner effektiven Sprache. Dann ist die Menge der logischen Implikationen aus I’
{o|T E ¢} effektiv aufzihlbar.

Beweis. Weil die Sprache effektiv ist, sind die Menge der Formel die Menge A
der logischen Axiome und die Menge der endlichen Beweise aus I' entscheidbar.
Somit kénnen wir eine effektive Liste der logischen Implikationen aus I' herstel-
len, indem wir die Menge der Beweise aus I' aufzidhlen und die letzte Formel
jedes Beweises in unsere effektive Aufzihlung aufnehmen. .

Definition 4.28. FEine Theorie ist eine Satzmenge I'. Genauer: Eine T-Theorie
oder auch £ (1)-Theorie ist eine Satzmenge in L (T).

Dies konnte man natiirlich auch fiir andere Logiken als die Logik .Z ers-
ter Stufe betrachten, und dieses Spezialgebiet heifit allgemeine Modelltheorie
(abstract model theory).

Definition 4.29. I' C Z(7) heif§t vollstindig in £(7) gdw fir jeden Satz
p € Z(1) gilt: T E ¢ oder T E —p.

Die meisten konsistenten Theorien sind nicht vollsténdig! Ohne Beweis ge-
ben wir hier Beispiele fiir vollstéindige Theorien:

1. In the Sprache Z(0): die Theorie der unendlichen Mengen.

2. In der Sprache .Z(<): die Theorie der dichten offenen linearen Ordnungen.

3. In der Sprache Z(+,-): die Theorie der algebraisch abgeschlossenen
Korper einer festen Charakteristik.

Definition 4.30. Sei M eine 7-Struktur. Th(O) = {p € Z(7) | ¢ Satz und M =
©} heifit die Theorie von 9 (in der Sprache erster Stufe).

4. Die Theorie jeder 7-Struktur 9 ist vollstdndig. (Genau dann, wenn 9t
endlich ist, beschreibt die Theorie von 91 bis auf Isomorphie eindeutig, d.h.,
alle Elemente von Mod(T'h(0)) = {MN|N E Th(M)} sind zu M isomorph. Falls
zusétzlich 7 endlich ist, ist diese Theorie sogar endlich axiomatisierbar.)

Korollar 4.31. Sei I' eine entscheidbare Satzmenge einer effektiven Sprache.
Sei I" vollstindig. Dann ist die Menge der Folgerungen aus I' entscheidbar.

Beweis: Nach dem Aufzéhlbarkeitssatz sind sowohl diese Menge als auch ihr
Komplement (die Menge der Formeln ¢, dass I" die Formel —¢ beweist) effek-
tiv aufzdhlbar. Jede effektiv aufzéhlbare Menge, die ein effektiv auszéhlbares
Komplement hat, ist aber entscheidbar mit folgendem Verfahren: Wir kénnen
schrittweise abwechselnd die Menge und auch ihr Komplement aufzéhlen und

darauf warten, dass ein gegebener Satz in einer der zwei Aufzdhlungen auftritt.
_|

Unsere dritte Anwendung des Vollstéindigkeitssatzes betrifft die GroBe (Méch-
tigkeit) von Modellen. Eine Struktur heifit abzédhlbar gdw ihr Universum abzihl-
bar ist.
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Satz 4.32. Satz von Loéwenheim und Skolem, Spezialfall fiir abzihlbare Spra-
chen. Sei I' eine konsistente Menge von Sdtzen in einer abzdhlbaren Sprache.
Dann hat T ein abzdhlbares Modell. Wenn I' ein unendliches Modell hat, dann
hat I auch ein dberabzdihlbares Modell.

Beweis. Des Beweis des Vollstandigkeitssatzes zeigt, dass jede konsistente Satz-
menge in einer abzihlbaren Sprache ein abzdhlbares Modell hat.

Nun nehmen wir an, dass 2 ein unendliches Modell von I" ist. Wir nehmen
eine {iberabzéhlbare Menge neuer Konstantensymbole {¢; |i < X;} und erwei-
tern I', indem wir fiir je zwei neue ungleiche Konstantensymbole ¢; und ¢; den
Satz ¢; # ¢j zu I' hinzufiigen.

Wir nennen diese erweiterte Satzmenge I'*. Jede endliche Teilmenge I'j von
I'* ist erfiillbar, denn wir kénnen in 2[ die endlich vielen in I'y vorkommenden c¢;
durch endlich viele verschiedene Punkte interpretieren und so ein Modell I'jj er-
halten. Nach der Version des Vollsténdigkeitssatzes fiir iiberabzéhlbare Formel-
mengen — wenn Sie misstrauisch sind, da in der Vorlesung nur die abzihlbare
Version bewiesen wurde, lesen Sie in einem Mengenlehrebuch iiber transfinite
Induktion nach — hat T'* ein Modell B* = (B, (¢? )i<x,). Wenn wir die nun
B* auf die Sprache 7 beschridnken, dann haben wir ein {iberabzihlbares Modell
% von I -

Der Satz von Lowenheim und Skolem hat {iberraschende Konsequenzen.
Zum Beispiel haben die natiirlichen Axiome fiir die Struktur 9t = (N,0,1,+, )
der Arithmetik auch ein iiberabzéhlbares Modell. Wenn wir hingegen in einer
abzéhlbaren Sprache Axiome fiir eine grofie Struktur wie das Mengenuniversum
hinschreiben, dann haben unsere Axiome, wenn sie konsistent sind, notwendig
ein abzéhlbares Modell (dieser Sachverhalt heifit das Skolem’sche Paradoxon).

Diese Sachverhalte zeigen eine Schwiche der Sprache der ersten Stufe: Keine
Axiomenmenge (auch nicht in einer iiberabzéhlbaren Symbolmenge) kann eine
gegebene unendliche Struktur bis auf Isomorphie eindeutig charakterisieren.
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Kapitel 5

Der polynomiale Primzahltest
von Agrawal, Kayal und
Saxena

In diesem Kapitel lernen wir einen wirklich trickreichen Algorithmus kennen,
die Losung eines jahrzehntelang offenen Problems: Gibt es einen Primzahltest
von polynomialer Komplexitét?

2004 wurde dieses Problem von Agrawal, Kayal und Saxena bejahend gelost
[1]. Es ist ein sehr eleganter Algorithmus, dessen Korrektheit auf etwas Algebra
endlicher Korper beruht.

5.1 Die Idee und Hintergrundnotation

Wir schreiben (a,n) fiir den grofiten gemeinsamen Teiler von a und n in diesem
Kapitel.

Lemma 5.1. Seia €Z,n €N, n>2, und (a,n) = 1. Dann ist n prim gdw
(X +a)"=X"+a(mod n).

Beweis: Sei X beliebig, oder eben eine Unbekannte, wie in der Algebra. Fiir
0 <i<nist (7)a"" der Koeffizient von X* in (X + a)" — (X" + a). Wenn
n prim ist, dann ist (T;) = 0(mod n) fiir jedes i. Wenn n zusammengesetzt
ist, dann nehmen wir eine Primzahl ¢|n, so dass ¢*||n, das heifit, dass ¢* die
Zahl n teilt und ¢**! dieses nicht tut. Dann zdhlt man, zu welcher Potenz ¢ in

(Z) = (n,(zl,;i% vorkommt. Sei a; = 1 und sei axy1 = qa, + 1.
Fiir den Zahler gilt
g™ |(n" - ¢°)L,
fiir den Nenner gilt:
¢ |(n'd" — g)lq!.
Daher haben wir ¢* )((Z) Da (n,a) = 1, ist ¢ fa und daher ¢ fa”9 und ¢"* fa" 9.

Daher ist der Koeffizient von X7 nicht 0 modulo ¢¥ und erst recht nicht 0
modulo n.

99
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_|

Ly, sei der Ring der ganzen Zahlen modulo n und F, sei der Kérper mit p
Elementen fiir eine Primzahl p.

Wenn p prim ist und h(X) ein irreduzibles Polynom der Grades d iiber F),
ist, dann ist F,[X]/(h(X)) ein endlicher Kérper mit p¢ Elementen.

Wir schreiben f(X) = ¢g(X)(mod h(X),n) fur die Gleichung f(X) = g(X)
im Ring Z,[X]/(h(X)).

Wir schreiben O(t(n)) fiir O(t(n) - poly(logt(n)) fiir Funktionen ¢(n) und ir-
gendeine polynomiale Funktion poly. Zum Beispiel ist O(log¥(n)) = O(logk(n)-
poly(loglog(n))) = O(log"*¢(n)) fiir jedes ¢ > 0. Wir schreiben log fiir den
Logarithmus zur Basis 2 und In fiir den natiirlichen Logarithmus.

Definition 5.2. Firr € N und a € Z mit (a,r) = 1 ist die Ordnung von a
modulo 7, kurz o,(a), die kleinste natiirliche Zahl k, so dass a* = 1(mod r).

Fir r € N, ist ¢(r) die Fulerfunktion von r, d.h., die Anzahl der Zahlen
kleiner als r, die zu r relativ prim sind.

Aus der Betrachtung der multiplikativen Gruppe ergibt sich o,(a)|p(r) fiir
jedes a, r mit (a,r) = 1.

Lemma 5.3 ([10]). Seilcm(m) das kleinste gemeinsame Vielfache von {1,2,...,m}.

Fiirm > 9 gilt lem(m) > 2™.

Beweis: Es ist (1 — )" =" "(—z)"("."). Fiir 1 < m < n betrachten wir
das Integral

I(m,n) = /01 21— )My = %(—1)’“ <" ; m) — 1+ -,

r=0

Da alle Nenner < n sind, gilt I(m,n) - lem(n) € N. Andrerseits kénnen wir
I(m,n) durch wiederholte partielle Integration umformen:

(%(1 - m)n—m)/ -

m—1 n—m z™ n—m-—1
1— — T (n—m)(1—
™ (1 - ) (n—m)(1 - ) :

m xm+1

L tn—m)1 —a)" T -

- m(”—m)(n—m—l)(l—x)nfmﬂ,

:(insgesamt n — m Gleichungen)

(n—m)(n—m—l)...2(1_z)1) =

$n71

(m(m+1)(m+2)...(n—1)

xn—l

mm+1)...(n—1)

m(im+1)...(n—2)

(n—m)(n—-m-—1)...2(1—2)' —

Nun summieren wir die n—m Gleichungen auf und bilden auf und beachten,
dass die rechten Seiten eine Teleskopsumme bilden und sich daher zu z™~1(1 —

(n—m)(n—m-—1)..

(1 —2).
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x)"_m—WM(n—m)(n—m—l) ... 1(1—2)Y aufsummieren. Dann bilden
wir auf beiden Seiten das Integral von 0 bis 1. Auf linken Seite verschwinden
alle Stammfunktionen an der Stelle x = 0 und an der Stelle z = 1. Daher ist

die rechte Seite null, und wir haben also

1
I(m,n) = /xm_l(l—x)”_mdx
0

Also gilt:
(Vvm < n)(m- () | lem(n)).

Nun wenden wir dies fiir (n/,m) = (2n,n) und fir (n’;m) = (2n+1,n+ 1) an

und erhalten n - (2;) | lem(2n). Da (2n + 1)(277;) =(n+ 1)(27?I11), teilen sowohl

n(%’;) als auch (2n+1) (27?) das kleinste gemeinsame Vielfache lem(2n +1). Da
(n,2n 4 1) = 1, erhalten wir n(2n + 1)(27?) | lem(2n + 1) . Daher ist

lem(2n + 1) > n(2n + 1) (?:)

Da (27;1) der fithrende der 2n + 1 Summanden der binomialen Entwicklung von

(1+1)" ist, folgt
2
(2n+1)- ( ”) > 92n,
n

Also erhalten wir lem(2n + 1) > n - 4", Fiir n > 2 ist also lem(2n + 1) > 22n+1,
und fiir n > 4 ist lem(2n + 2) > lem(2n + 1) > 227+2. Also haben wir fiir alle
m>9,

lem(m) > 2™. 4

5.2 Der Algorithmus und seine Korrektheit

Auf die Eingabe n hin, tue folgendes:

(1) Wenn es a,b<n gibt, so dass b>1 und n=ab

SAMMENGESETZT aus.

, dann gebe ZU-

(2) Finde das kleinste 7, so dass o,(n) > log?(n).

(3) Wenn es ein a <r gibt mit (a,n) > 1, dann gebe ZUSAMMENGE-
SETZT aus.

(4) Wenn n <r, dann gebe PRIM aus.
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(6) Fir a=1 bis |\/p(r)log(n)| tue das folgende: Wenn
(X 4+a)"# X" +a(mod (X" —1,n)),

dann gebe ZUSAMMENGESETZT aus.

(6) Gebe PRIM aus.
Satz 5.4. Der Algorithmus gibt PRIM aus gdw n prim ist.
Lemma 5.5. Wenn n prim ist, dann gibt der Algorithmus PRIM aus.

Beweis: Wenn n prim ist, dann geben Schritte (1) und (3) nicht ZUSAMMEN-
GESETZT aus und die Schleife in Schritt (5) tut dies nach Lemma ebenfalls
nicht. Daher identifiziert der Algorithmus n im Schritt (4) oder im Schritt (6)
als prim. .

Nun kommen wir zur umgekehrten Implikationsrichtung: Wenn der Algo-
rithmus im Schritt (4) PRIM ausgibt, dann ist n wirklich prim, denn sonst hétte
der Algorithmus im Schritt (3) einen echten Teiler gefunden. Nun nehmen wir
an, dass der Algorithmus im Schritt (6) PRIM ausgibt.

Im Schritt (2) findet der Algorithmus ein geeignetes r, und in Schritt (5)
lauft a iiber einen geeigneten Bereich.

Wir zeigen zuerst, dass ein geniigend kleines r gefunden wird:

Lemma 5.6. Es gibt ein r < max{3, [log®(n)]}, so dass (r,n) = 1 und o.(n) >
(logy(n))?*.

Beweis: Die Behauptung stimmt fiir n = 2 und r = 3. Nun sei n > 2. Dann ist
m = [log®(n)] > 10 und Lemma [5.3| gilt fiir dieses m. Seien rq, 7, ..., r; alle
Zahlen, so dass entweder oy, (n) < log%(n) oder r;|n. Sei R der Abschluss von
{r1,...,7r} unter teilerfremden Produkten. Fiir jedes r € R gilt: Da fiir alle i
gilt: Da r; | n° (™ — 1 oder r; | n, teilt r das Produkt

[log? (n)]
n- H (n' —1) < plos*(n) < glog®(n),
=1

Nach Lemma ist lem(m) > 2™ und daher gibt es ein s < m, so dass
s & {ry,...,r:}. Wenn (s,n) = 1, dann ist os(n) > log?(n), wie gewiinscht.
Wenn (s,n) > 1 und sjn, dann folgt aus (s,n) € {ri,...,m} C R, dass
"= Gy R, denn sonst wiire s € R. Daher ist o.(n) > log?(n). =

Da o,(n) > 1, gibt es einen Primteiler p von n, so dass o,(p) > 1. p > r, denn
sonst wiirden Schritt (3) oder (4) die Primheit von n entscheiden. Da (n,r) =1
(wieder wiirden andernfalls Schritt (3) oder Schritt (4) die Primheit von n
entscheiden) sind p,n € Z}. Wir halten p und r fiir den Rest des Abschnitts

fest. Wir setzen
t = [¢(r)log(n)].
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Schritt (5) priift ¢ Gleichungen. Wenn der Algorithmus nicht ZUSAMMEN-
GESETZT ausgibt, dann ist

(X +a)"=X"+a(mod X" —1,n)
fiir jedes a € {0, ..., ¢}. Dies impliziert

(X+a)"=X"+a(mod X" —1,p) (5.1)
fir a € {0,...,¢}. Nach Lemma haben wir

(X+a) =XP+a(mod X" —1,p) (5.2)

fir alle a < n.
Aus und folgt (X +a)? —X»)? = (X +a)"— X" = a(mod X" —
1,p) und daher
(X +a)» = X7 +a(mod X" —1,p) (5.3)

fir a € {0,...,¢}.

Definition 5.7. Fir ein Polynom f(X) and number m € N sagen wir m ist
introspektiv fiir f(X) gdw

[F(X)]" = F(X™) (mod X" —1,p).

Gleichungen ((5.2) und (j5.3)) sagen, dass % und p beide introspektiv sind fiir
X + a fir alle a € {0, ..., ¢}.

Lemma 5.8. Wenn m and m' introspektiv fiir f(X) sind, dann ist auch m-m’
introspektiv.

Beweis: Da m introspektiv fiir f(X) ist, folgt [f(X)]™™ = [f(X™)]™ (mod X" —
1,p). Da m/ introspektiv fiir f(X) ist, haben wir nach Ersetzung von X durch
Xm

[F0m)]™ = F(X™™ ) (mod X™" —1,p) = f(X™™)(mod X" —1,p),
(letzteres, da X" — 1| X™" — 1). =

Fiir jedes m ist auch die Menge der Polynome, fiir welche m introspektiv
ist, unter der Multiplikation abgeschlossen.

Lemma 5.9. Wenn m introspektiv fir f(X) und g(X) ist, dann ist m auch
introspektiv fir f(X) - g(X).

Beweis: Wir haben
f(X)g(X)]™ = [f(XO]" - [g(X)]™ = fFIXT) - g(X™)(mod X" — 1,p).

Aus den beiden Lemmata erhalten wir, dass jede Zahl in

I=«§Vm0MjeN}
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introspektiv fiir jedes Polynom in der Menge

14

P={][(X+a)|e, € N}
a=0

ist.

Nun definieren wir zwei Gruppen. Die erste Gruppe ist G = ({imod r|i €
I},-). Es ist eine Untergruppe von Z7, da (n,r) = 1. Wir setzen |G| =t. Da G
von n und p modulo 7 erzeugt wird und da o,(n) > log®(n), ist auch t > log?(n).

Fiir die Definition der zweiten, entscheidenden Gruppe, brauchen wir etwas
Korpertheorie:

Definition 5.10. [9, 2.41, 2.43, 2.44]

(1)  Sein € N\{0}. Der Zerfillungskorper von X™ —1 dber einem Korper K
heifit der n-te zyklotomische Korper iiber K und wird mit K™ bezeich-
net. Die Wurzeln von X™ —1 in K™ heifen die n-ten Einheitswurzeln
iiber K. Sei E™ die Menge dieser n-ten Einheitswurzeln.

(2) Sei K ein Kérper der Charakteristik p und sei n eine positive, nicht
durch p teilbare Zahl. Dann heif$t jeder Generator der zyklischen Gruppe
(EM).) primitive n-te Einheitswurzel iiber K.

(8) Sei K ein Kirper der Charakteristik p sei n eine positive, nicht durch p
teilbare Zahl, und sei ¢ eine primitive n-te Finheitswurzel iber K. Dann
heiffit das Polynom

n

Qx)= I *x-¢)

s=1,(s,n)=1
das n-te zyklotomische Polynom iiber K.

Sei also Q,(X) das r-te zyklotomische Polynom iiber F,,. Q,(X) teilt X" —1
und zerféllt in irreduzible Faktoren des Grades o,(p) (siehe [9, Theorem 2.47]).
Sei h(X) ein solcher irreduzibler Faktor. Da o,(p) > 1, ist der Grad von h(X)
echt positiv. Von nun an rechnen wir modulo h(X). Sei H die von X, X + 1,
..., X + ¢ in der multiplikativen Gruppe von F' = Z,/(h(X)) erzeugte Gruppe.

Lemma 5.11. [Hendrik Lenstra Jr.] |H| > (ﬁf)

Beweis: Wenn h(X) = 0, dann ist Q,(X) = 0 und daher ist X eine r-te pri-
mitive Einheitswurzel tiber F'. Seien f(X) und g(X) Polynome in F,[X] und
seien f(X) # g(X) und seien beide vom Grad < ¢. Wir zeigen, dass auch
F(X)/(A(X)) # 9(X)/(h(X)). Seim € I. Danmist (£(X))™ = (g(X))™(mod A(X))
und da beide introspektiv sind, ist auch f(X™) = ¢g(X"™)(mod h(X)). Nun
schrinken wir dies auf m € G ein und erhalten f(X™)—g(X™) = 0(mod h(X)).

Da (m,r) =1 fiir alle m € G, ist auch X™ eine primitive Einheitswurzel. Also
haben wir ¢t = |G| primitive Einheitswurzeln von f(X) — g(X), die alle ver-
schieden sind, und daher ist f(X) = g(X)(mod h(X)), da beide vom Grad < ¢
sind.
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Die Elemente X X + 1 , X —I— ¢ sind paarwise verschieden in Z,, da
p > r > 4/rlog(n RVA% Jlog = (. Der Grad von h(X) ist > 1 und
daher sind alle X + a, 0 <a</{ nlcht 0(mod h(X)). Daher gibt es mindestens

(ﬁf) verschiedene Polynome vom Grad < ¢ in H. —

Lemma 5.12. Wenn n keine Potenz von p ist, dann ist |H| < nVvi.

Beweis: Wir nehmen

fz{(Z)i‘piji,jSL\/ﬂ}'

Wenn n keine Potenz von p ist, dann ist |I| > (|v] + 1)? > t. Da |G| = t,
gibt es also mj; > mg € I, so dass m; = mg(mod r). Daher ist auch X" =
X" (mod X" —1). Fiir f(X) € P ist also

[FO™ =

F(X™) (mod X" —1,p)
F(X™2) (mod X" —1,p)
= [f(X)]™* (mod X" —1,p).

Daher ist jedes f(X) € H eine Nullstelle von Y — Y2 in F' = F,/(h(X)).
Da der Grad von Y™ — Y™ hichstens my < (3 - p) Vil < nV1 ist, kann es nur

so viele Nullstellen geben. Daher ist |[H| < nV?. =

Lemma 5.13. Wenn der Algorithmus PRIM ausgibt, dann ist n prim.

t+/
t—

(s
<g+1+ \flOgJ> (da t > v/tlogn)
.

Beweis:

|H|

Vtlogn
2| Vtlog(n
\flogn ) (da £ = [\/@(r)log(n)] > [Vtlog(n)])

olVtlog(m)]  (da [Vilogn| > [log?(n)] > 1)
> Vi,

V

Nach dem vorigen Lemma ist n eine Potenz von p. Also ist n = p* fiir ein k& > 1.
Falls k£ > 1, dann gibt der Algorithmus im ersten Schritt ZUSAMMENGESETZT
aus. Also ist £ = 1 und n = p prim. Damit ist Satz [5.4] bewiesen.

5.3 Die Komplexitit des Algorithmus

Wir benutzen folgenden
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Satz 5.14. [18, Chapter 3] Die Addition, Multiplikation und die Division zweier
m-stelliger Zahlen kénnen in O(m) Schritten durchgefihrt werden.

Satz 5.15. [18, Corollary 4.6] Sie h ein Polynom vom Grad < r. Die Addition,
Multiplikation und die Division zweier Polynome in ¥y /(h(X)) kdnnen in O(r?)
Schritten der Schrittgrife O((logn)?) durchgefiihrt werden.

Satz 5.16. Die asymptotische Zeitkomplexitit des Algorithmus ist O(log?"/(n)).

Beweis: Der erste Schritt braucht asymptotisch O(log®(n)) Schritte. Wir brau-
chen nur log(n) viele mogliche b zu priifen, und fiir alle diese b sukzessive wach-
send priifen wir erst, ob (n/2)? < n, (n/4)® < n usf. Irgendwann #ndert sich
der Wahrheitswert. Dann halbieren wir jenes Intervall, das mindestens eins
kiirzer ist als im vorigen Schritt. So haben wir log(n) - % Halbierungs
und Priifungsschritte. Jeder Schritt dauert hat O(log(n)) Rechenschritte in den
Halbierungen und in den Multiplikationen und in den <-Vergleichen. In [I8]

Chapter 3] gibt es einen O(log®(n))-Algorithmus.

Im zweiten Schritt wird » > log?(n) durch sukzessives Probieren gefunden.
Der Algorithmus testet in einer Probe r, ob n* # 1(mod ) fiir k& < log?(n)
indem er n, n?, usf. ausrechnet. Dies braucht fiir ein festes r, O(log?(n)) Mul-
tiplikationen modulo 7 und wird daher in O(log?(n)) Schritten gehen. Nach
Lemma wissen wir, dass nur O(log®(n)) viele r probiert werden miissen.
Also braucht Schritt 2 asymptotisch O(log” (n)) Zeit.

Im dritten Schritt werden fiir » Zahlen (r,n) gebildet. Jede solche Rechnung
braucht O(log(n)) Schritte nach [18]. Daher ist die Komplexitit dieses Schritts
asymptotisch O(rlog(n)), also O(log®(n)).

Schritt 4 braucht nur O(log(n)) Schritte.

Im fiinften Schritt priift der Algorithmus |1/¢(r)log(n)| Schritte. Jeder
Schritt braucht O(log(n)) Multiplikationen von Polynomen des Grades r mit
Koeffizienten der GroBe O(log(n)). Also ist die asymptotische Zeitkomplexitét
des fiinften Schritte O(r/@(r)log®(n)) = O(log?"/?(n)). Dieses bestimmt die

Gesamtabschitzung der asymptotischen Zeitkomplexitét. —



Kapitel 6

Die Godel’schen
Unvollstandigkeitssitze

In diesem Kapitel werden wir einige konkrete nicht rekursive Mengen sehen. Un-
ser erstes Beispiel ist das Halteproblem. Im ersten Goédel’schen Unvollsténdig-
keitssatz zeigen wir, dass fiir geniigend reiche Symbolmengen 7 die Menge der
allgemeingiiltigen Sétze in £(7) nicht rekursiv ist. Dann betrachten wir die
Zahlentheorie und einige rekursiv axiomatisierbare Teiltheorien. Zum Schluss
geben wir einen recht vollstdndigen Beweis des zweiten Godel’schen Unvoll-
standigkeitssatzes.

6.1 Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems fiir
Turingmaschinen

Wir kehren zu Turingmaschinen zuriick, um auf schnelle Weise eine unentscheid-
bare Menge herzustellen. Wir lassen nun auch Turingmaschinen zu, die niemals
stoppen stoppen.

Definition 6.1. M akzeptiert im weiteren Sinne das Wort w gdw M angesetzt
auf w stoppt. D.h., nach endlich vielen Anwendungen von ¢ auf die Anfangs-
konfiguration (qo,w) wird eine Konfiguration mit Zustand in F' erreicht.

Definition 6.2. Die Menge der von M im weiteren Sinne akzeptierten Worter,
traditionell auch Sprache von M genannt, ist die folgende Menge

L(M)={w e X" | M akzeptiert w}.

Nun folgt eine der wichtigsten Definitionen der Mathematik. Godel 1931,
Church, Turing, 1936.

Definition 6.3. L C X* heifsit rekursiv aufzdhlbar, wenn es eine nicht notwen-
digerweise stoppende Turingmaschine M gibt, die genau L = L(M) im weiteren
Sinne akzeptiert.

Satz 6.4. L C X* ist entscheidbar, gdw es eine Turingmaschine die L im
weiteren Sinne akzeptiert und eine Turingmaschine gibt, die X* . L im weiteren
Sinne akzeptiert.

67
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Beweis: Die Vorwiértsrichtung folgt daraus, dass Komplemente entscheidbarer
Mengen entscheidbar sind. Fiir die Riickrichtung sei L(M;) = L und L(Ms) =
¥*\ L. Wir lassen M; und My, beide angesetzt auf w, abwechselnd einen Schritt
ausfithren. Genau eine der Maschinen akzeptiert w im weiteren Sinne. Es ist
nun leicht, M; und My zu einer Turingmaschine zusammenzusetzen, die immer
stoppt und genau L akzeptiert. —

Bemerkung 6.5. Es gibt eine Aufzihlungsmaschine Ayy von L(M): Aps gibt im
Akzeptierungszustand von M ein Wort aus, das in L(M) aufgenommen wird,
16scht die Eingabe und untersucht das néichste Wort mit M. Aulerdem mischt
Ay die Untersuchungen, da Ajs bei einer nicht haltenden Untersuchung ja nicht
abstiirzen soll.

Definition 6.6. Gddelnummern in einem kleinen festen Alphabet fiir alle Tu-
ringmaschinen mit beliebigem endlichen ', Q).

Sei Q = {qi|i < n}, qo Anfang.
Sei ' ={B =x0,21,Z2,. .., Tm }-
Wir setzen
EU:{H*v(?)?LvR}’

Nun definieren wir ein Codewort fiir M, auch Gédelnummer von M genannt,
in Xy : Wir schreiben 9 fiir das Wort * ---x. Sei B = xq. Fiir eine Zeile der
i

Tafel 6, 6(qi,xj) = (gir, 1, R), schreiben wir

() £G4 L) L (G42) Ry

und wir schreiben die Tupel in § in irgendeiner Anordnung einfach hinterein-
ander und erhalten so #(M) € 37;, die Gédelnummer von M.

Wir fithren die Idee einer einheitlichen Kodierung noch weiter, um alle Tu-
ringmaschinen und alle endlichen Bandinschriften zu erfassen:

Definition 6.7. Codewert fiir Worter iber I' = Xy U {z; |i < n}:

lettercode(z;) = (**?) fir z; e T~ Sy
lettercode(X) = X fir X € Xy
wordcode(Xg ... Xi_1) = lettercode(Xp)...lettercode(Xx_1).

wordcode(#M) = #M.
Definition 6.8. Das Halteproblem ist die folgende Menge:
H = {(#(M),wordcode(w)) | M TM und M akzeptiert w}.
H C Xy

Definition 6.9. Sei fir u € Xj;, M, die Turingmaschine, deren Tafel durch
das Wort u gegeben ist. Eine Turingmaschine M heiffit universell, falls sie fiir
alle u,w, auf Fingabe von u,w hin wie M, angesetzt auf w arbeitet.
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Lemma 6.10. Es gibt eine universelle Turingmaschine.
Satz 6.11. Das Halteproblem ist Turing-aufzdhlbar.

Satz 6.12. Das Halteproblem H ist nicht Turing-entscheidbar. Genauer: Das
Komplement ¥, ~ H = H¢ des Halteproblems ist nicht rekursiv aufzihlbar.

Beweis: Annahme es gibt eine TM M, die das Komplement des Halteproblems,
H¢ = ¥}, ~ H, aufzéhlt. Dann gilt:

M akzeptiert #(M) < (#(M),#(M)) € H® < M akzeptiert #(M) nicht.

6.2 Der erste Godel’sche Unvollstindigkeitssatz

Sei T' eine entscheidbare Satzmenge in einer effektiven Sprache ersten Stufe.
Wir haben gesehen, dass die Menge der Sitze, die aus T logisch folgen, effektiv
aufzahlbar ist. Ist sie auch entscheidbar?

Wir beginnen auf der spielerischen Seite der Kunst mit einem Gedicht von
Hans Magnus Enzensberger:

Hommage a Godel

Miinchhausens Theorem, Pferd, Sumpf und Schopf,
ist bezaubernd, aber vergif} nicht:
Miinchhausen war ein Liigner.

Godels Theorem wirkt auf den ersten Blick
etwas unscheinbar, doch bedenk:
Godel hat Recht.

»In jedem geniigend reichhaltigen System,
lassen sich Sétze formulieren,

die innerhalb des Systems

weder beweisbar noch widerlegbar sind,
es sei denn, das System

wiére selber inkonsistent.”

Du kannst deine eigene Sprache

in deiner eigenen Sprache beschreiben:
aber nicht ganz.

Du kannst dein eigenes Gehirn

mit deinem eigenen Gehirn erforschen,
aber nicht ganz.

Usw.

Um sich zu rechtfertigen
muf} jedes denkbare System
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sich transzendieren,
d.h. zerstoren.

,Gentiigend reichhaltig” oder nicht:
Widerspruchsfreiheit

ist eine Mangelerscheinung

oder ein Widerspruch.

(Gewilheit = Inkonsistenz.)

Jeder denkbare Reiter,

also auch Miinchhausen,

also auch du bist ein Subsystem

eines geniigend reichhaltigen Sumpfes.

Und ein Subsystem dieses Subsystems
ist der eigene Schopf, dieses Hebezeug,
fiir Reformisten und Liigner.

In jedem geniigend reichhaltigen System,
also auch in diesen Sumpf hier

lassen sich Sétze formulieren

die innerhalb des Systems

weder beweis- noch widerlegbar sind.

Diese Sitze nimm in die Hand
und zieh.

In diesem Teil der Vorlesung beschreiben wir eine einfache endliche Menge
Ap von Sétzen in der Sprache {+, -, F,0,1} der Arithmetik mit einem zweistel-
ligen Funktionssymbol F fiir die Exponentiation und zeigen, dass die Menge der
logischen Folgerungen aus jeder konsistenten Obermenge von Ap unentscheid-
bar ist. Dann zeigen wir, dass geniigend Eigenschaften der Exponentiation schon
aus der Theorie @) folgen. Zusammen mit dem Korollar iiber vollstindige
entscheidbare Satzmengen erhalten wir dann, dass keine entscheidbare konsis-
tente Obermenge von @ vollstdndig ist. Dieses Korollar ist sehr wichtig und
wird Erster Gddel’scher Unvollstindigkeitssatz genannt.

Ein mathematisch exakter Beriff von Entscheidbarkeit heif3t ,, Rekursivitit”
und wurde im Kapitel iiber Turingmaschinen definiert.

Eine Theorie ist eine Menge von Sétzen in einer Sprache erster Stufe. Sei
T eine Theorie in einer Sprache, die das Konstantensymbal 0 und das Funk-
tionssymbol S fiir eine einstellige Funktion enthélt. Wir verwenden den Term
S™0 fiir die natiirliche Zahl n und schreiben einfach n. Aulerdem schreiben wir

v2 U

90(”17 .- 'ank) fiir ( e ((90(’01, s 7Uk));’)111)n2) o ')nk'

Definition 6.13. Eine Formel ¢ stellt eine k-stellige Relation R C NF in T

dar gdw fir alle 1,...,np € N folgendes gilt:
(n1,...,ng) € R gdw T+ o(ny,...,ng), und 6.1)

(ni,...,ng) € R gdw T+ —p(ny,...,ng). '

R heifit darstellbar in T gdw es eine Formel ¢ gibt, die R in T darstellt.
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Satz 6.14. Eine k-stellige Relation R C N¥ ist rekursiv gdw R in einer endli-
chen Theorie T darstellbar ist.

Beweis: Durch abwechselndes Berechnen eines Schrittes einer Herleitung T - ¢
und eines Schrittes einer Herleitung von T F —¢ erhélt man die Richtung <
im folgenden Satz. Durch Ubersetzung der Turingtafel, die die Rekursivitéit be-
zeugt, in die Sprache erster Stufe erhilt man eine darstellende Formel, die die
Richtung = beweist. —

Wir definieren nun eine endliche Theorie Ag, die einige der Eigenschaften
des Standardmodells

sth' = (N)O715+7'7E7Sa S)

(mit der Nachfolgerfunktion S, der Kleinergleichrelation < und der Exponen-
tiation F) der Arithmetik beschreibt. Wir zeigen, dass jede rekursive Relation
in Ag darstellbar ist.

Danach gehen wir zu dem bekannteren Standardmodell

N = (N70>17+a'asa S)

zeigen wir analoge Resultate ohne die Exponentiation, fiir die endlich axiomati-
sierbare Theorie Q C Th(91) und die nicht endlich axiomatisierbare, dafiir aber
in ¥;-Sétzen (Def. axiomatisierbare Theorie Q*.

Aus diesen Tatsachen und aus einigen Lemmata erhalten wir danach recht
einfach die gewiinschten Ergebnisse iiber Unentscheidbarkeit und Unvollstdndig-
keit.

Definition 6.15. (1) Die Aziome von Apg:

S1. VxSx # 0.
S2. VaVy(Sx = Sy — = =y).

L1. Va¥y(z < Sy < x < ).
L2.Vz(x £0).
L3 VaVy(x <yVz=yVy<z).

Al.Vz(x +0==x).
A2.VaVy(x 4+ Sy = S(z +y)).

M1. Vx(z-0=0).
M2.NaVy(z - Sy=x-y+ ).

FE1. Vx(zEO0 = S0).
E2. VaVy(zESy = (zEy) - ).

(2) Die Aziome der Robinson’schen Theorie Q sind Agp ohne E1 und E2,
also in der Sprache {=,1.4,-, 5, <} abgefasst.

(2) Die Aziome der Cobham’schen Theorie Q* sind
Q3. Fiir alle n,m € N: S™(0) + 5™(0) = S™t™(0).
Q5. Fir alle n,m € N, S™(0) - S™(0) = S™"™(0).
Q3. Fiir allen € N: (Vz)(z < S™(0) + (x = S°(0) V- -- vV = S™(0)).
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Jeder Satz aus Ap und somit jede Folgerung aus Ag ist im Standardmodell
N g von Ag wahr. Jedoch ist nicht jeder Satz, der in 91g wahr ist, eine Folgerung
aus Ag. Denn jede Theorie einer festen Struktur ist vollstdndig. Wir werden
sehen, dass Ag in einem starken Sinne unvollsténdig ist.

Man zeigt induktiv iiber den Aufbau der quantorenfreien Sdtze: Quanto-
renfreie Sétze, die in Mg/ wahr sind, kénnen aus Ag/Q (und sogar aus Q)
gefolgert (=formal bewiesen) werden.

6.3 Godelnummern

Wir zeigen, dass jede rekursive Relation nicht nur in einer geeigneten endlichen
Theorie, sondern auch in Ag darstellbar ist. Wie konnen wir zeigen, dass jede
Relation auf den natiirlichen Zahlen, die unter Verwendung der Beweisbarkeit
aus einer endlichen Theorie definiert wird, in einer Theorie der Arithmetik, wie
zum Beispiel in Ap, dargestellt werden kann?

Die Losung dieses Problems wird durch die Verwendung von Gédelnummern
geliefert. Diese sind Kodenummern in N fiir die zentralen syntaktischen Objekte
der Logik: Symbole, Terme, Formeln und Beweise aus einer endlichen VOraus-
setzungsmenge 7' (im Sinne der Definition von F). Wir werden zeigen, dass die
Menge der natiirlichen Zahlen, die Beweise der Logik ersten Stufe kodieren,
in Ap darstellbar ist. Aus diesem Resultat folgt die Darstellbarkeit beliebiger
rekursiver Relationen in Ag.

Zuerst beschreiben wir eine Funktion h, die jedem Symbol aus einer gegebe-
nen Sprache erster Stufe eine Kodenummer zuweist: Fiir die logischen Symbole
wird h wie folgt definiert Die Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 sind die Werte von h fiir die
Symbole (, ), -, —, =. Fiir die Variablen sei h(v,) = 9 + 2n + 2. Wir setzen
h(V) = 0 und verwenden die andern gerade Zahlen, um die anderen nichtlogi-
schen Symbole in der effektiven Sprache (=Symbolmenge) zu kodieren. Obwohl
unser zentrales Interesse den Sprachen mit endlich vielen nichtlogischen Sym-
bolen gilt, nehmen wie lediglich an, dass unsere Symbolmenge rekursiv ist. Dies
bedeutet, dass die folgende Mengen in A darstellbar sind:

{k |k ist h(c) fiir ein Konstantensymbol c},
{(k,n) | k ist h(P) fiir ein n-stelliges Priadikatensymbol P},
{(k,n) |k ist h(f) fiir ein n-stelliges Funktionssymbol f}.

Dies gilt offensichtlich, wenn diese Mengen endlich sind.

Fiir eine endliche Folge s, ..., s, von Symbolen unserer Sprache (1) (die-
se Folge kann ein sinnvoller Ausdruck der Sprache sein oder einfach nur eine Zei-
chenreihe) definieren wir die Gédelnummer " (so, .. ., s,) " wie folgt. Sei pg, p1 - . -
die streng monotone Aufzihlung der Primzahlen.

"(80y---580)" = {((h(s0),...,h(sy))) mit
((koy ..., kn)) = 2koFl..... phntL,

Wenn ® eine Menge von endlichen Folgen von Symbolen ist, dann schreiben
wir "®7 fiir die Menge {"¢"|e € ®}. Wir brauchen auch Kodenummern fiir
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Beweise: Wenn (ay, ..., ay,) eine endliche Folge von Formeln ist, dann setzen
wir
"{ag,...,an)) = ("Tap™,...,"ap ™).

Nun muss man zeigen, dass jeder syntaktische Begriff unserer Sprache ers-
te Stufe in Ag darstellbar ist, wenn er in Goédelnummern iibersetzt wird. Im
folgenden sagen wir kurz ,,darstellbar” anstelle von ,darstellbar in Ag”.

Warnung: Ab hier ist der Rest des Kapitels nur eine Skizze. Die Durchfithrung
der ausgelassenen Beweise ist nicht schwer, wiirde jedoch etliche Sitzungen dau-
ern.

Lemma 6.16. 1. Die Menge der Godelnummern fiir Variablen ist dar-
stellbar.

Die Menge der Godelnummern fiir Terme ist darstellbar.

Die Menge der Godelnummern fiir atomare Formeln ist darstellbar.

Die Menge der Godelnummern fiir Formeln ist darstellbar.

G o e

Sei ers die folgende dreistellige Funktion: ers("a,"x7,"t7) = "o fir
Formeln «, Terme t und Variablen x, und sonst undefiniert. Dann ist
der Graph von ers eine darstellbare vierstellige Relation.

6. Die Funktion, die n auf die Godelnummer "n' abbildet, ist darstellbar.

7. Sei frei die folgende zweistellige Relation: ("a™,"z7) € frei gdw x in «
frei auftritt. Dann ist frei darstellbar.

Die Menge der Gddelnummern fiir Sdtze ist darstellbar.
9.  Seiein die folgende dreistellige Relation: ("a™,"27,7t7) € ein gdw in «
t fiir x eingesetzt werden kann. Dann ist ein darstellbar.

10.  Sei all die folgende zweistellige Relation: ("a","57) € all gdw [ eine
Verallgemeinerung von « ist. Dann ist all darstellbar.

11.  Die Menge der Gédelnummern fir logische Aziome ist darstellbar.

12.  Sie A eine Menge von Formeln, so dass " A" darstellbar ist. Dann ist
{"D7| D ist ein Beweis aus A} darstellbar.

13.  Jede rekursive Relation ist darstellbar in Ag.

Beweis: 1. Dies ist die Menge {a |3 < a(a = ((11 + 2b)))}.

13. Sei R eine einstellige rekursive Relation. Dann ist R durch eine Formel
¢ in einer endlichen Theorie T' darstellbar. Wir definieren f(n) = das kleinste
d, so das d = "D fiir einen Beweis D von ¢(S™0) oder —¢(S™0) aus T ist.
Dann ist f darstellbar in Ag: Fiir "p(S™0)" = kyy, ist f(n) = ((ko,. .., km)),
falls T F ¢(S™0), und sonst gilt Analoges mit —¢(S™0). Daher ist R in Ag
darstellbar. Dasselbe Argument gilt fiir n-stellige Relationen.

Satz 6.17. Der starke Unentscheidbarkeitssatz. Sie T eine Theorie, so dass
T U Ag konsistent ist. Dann ist die Menge

{T¢| ¢ ist ein Satz und T F+ o}

nicht rekursiv.
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Beweis: Fiir jedes n definieren wir die Formel ¢, wie folgt: Wenn n die
Godelnummer einer Formel ¢ ist, die nur eine freie Variable v; hat, dann setzen
wir ¢, = ¢. Im anderen Fall nehmen wir fiir ¢,, die Formel v; = v;.

Schliefllich setzen wir

R, ={k|TUAg F ¢, (S*0)}.

Sei R eine rekursive Teilmenge von N. Dann gibt es nach unserer Definiti-
on von Rekursivitdt und nach dem Punkt 13 des obigen Lemmas eine Formel
vr(v1) so dass:

k€ R gdw Agp - pr(S*0),
k¢ R gdw Ap F —pg(50).

Dann gilt natiirlich erst recht:

ke Rgdw TUAgF ¢r(5%0),
k¢ Rgdw TUAgF —@gr(5%0).

Nun setzen wir "pgr(v1)? = n und erhalten R = R,,. R,,, n € w, ist also eine
Auzahlung aller rekursiven einstelligen Relationen.

Wir nehmen nun indirekt an, dass {"¢ | ¢ ist ein Satz und T F ¢} rekursiv
ist. Dann ist auch {"¢7| ¢ ist ein Satz und 7'+ A\ Ap — ¢} rekursiv. Somit ist
{T¢7| ¢ ist ein Satz und TU Ag F ¢} rekursiv. Nun schrinken wir dies ein auf
bestimmte Sétze und erhalten:

{{k,n) | TU Ag F ©,(S*0)}

ist rekursiv. Nach unserer Definition der Relationen R, ist also {(k,n) |k € R, }
rekursiv. Es gibt also ein ¢ (vi,v2), das {(k,n) |k € R,} in Ag darstellt. Dann
gibt es ¢/ (v1) = 1 (v1,v1), so dass fiir alle n, Ag = ¢'(S"0) < ¢, (S™0).

Doch nun definieren wir eine weitere Menge:
n€ Rgdwn¢ R,.

Auch diese Menge R ist rekursiv, denn n € R gdw T'U Ag I/ ¢/ (S™0).
Dieses ist aber ein Widerspruch, da sich im Punkte n die beiden Relationen
R,, und R unterscheiden. =

Korollar 6.18. (Starke Version des Gddel’schen Unwvollstindigkeitssatzes) Sei
T eine rekursive Menge von Aziomen, und sei T'U Ag konsistent. Dann ist T
unwvollstandig: Es gibt einen Satz ¢, so dass TV ¢ und T t —.

Beweis: Nach dem Satz iiber die starke Unentscheidbarkeit ist die Menge X =
{"¢7|  ist ein Satz und T F ¢} nicht rekursiv. Wenn 7" vollstéindig wire, dann
wére aber X rekursiv.

Dies zeigt man wie folgt: Wenn T vollstédndig ist, dann definieren wir ei-
ne totale Funktion f wie folgt: f(n) das kleinste d, so dass entweder n keine
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Godelnummer eines Satzes ist oder aber n = "¢ fiir einen Satz ¢ und d von
der Form " D™ fiir einen Beweis D aus T von ¢ oder von —y ist. Die Funktion
f ist rekursiv, da T eine rekursive Axiomenmenge hat. Nun haben wir n € X
gdw n die Gédelnummer eines Satzes ist und f(n) ein Beweis von ¢ ist und
"¢ =n ist. Dies widerspricht der Nicht-Rekursivitidt von X. -

Einige bekannte Spezialfille des starken Unentscheidbarkeitssatzes sind: Sei
Np = (N, +,-, E,0,1).

Korollar 6.19. Sei T = Th(NMg) die Zahlentheorie. Dann ist "T7 nicht rekur-
$40.

Beweis T'U Ag ist konsistent, da Ay C T'. Und da es sich um eine unter = und
unter F abgeschlossenen Menge handelt, ist T = {¢ | ¢ ist ein Satz und T+ ¢}.
Deshalb folgt das Ergebnis aus dem starken Unentscheidbarkeitssatz. -

Korollar 6.20. Sei S die Menge der allgemeingiiltigen Sdtze in der Sprache
der Arithmetik. Dann ist ™S nicht rekursiv.

Beweis: Dies folgt aus dem starken Unentscheinbarkeitssatz, weil S U Ag
offensichtlich konsistent ist. -

Nun kénnen wir diese Ergebnisse verstdrken. Erinnern Sie sich daran, dass
A C N definierbar in g ist, gdw es eine Formel ¢ gibt, so dass k& € A gdw
‘ﬁE F go(k:)

Ein rekursives A ist definierbar in g, da jede Formel ¢ die A in Ag dar-
stellt, A auch in N definiert. Dei Umkehrung ist falsch: als Beispiel ist die
Menge "{¢ | ¢ ist ein Satz und Ag b ¢} nicht rekursiv aber definierbar in 91p.

Wie haben gesehen, dass "T'h(91g) ™" nicht rekursiv ist. Da dies vollstandig
ist, haben wir sogar

Satz 6.21. Undefinierbarkeitssatz. "Th(Ng)™ ist nicht definierbar in Ng.

Beweis: Dieser ist dhnlich wie der Beweis des starken Unentscheidbarkeitssatzes.
Fiir jedes n sei ¢, die Formel mit der Gédelnummer n, wenn eine solche solche
existiert und die freie Variable v; hat, sonst sei ¢, die Formel v; = v;.

Sei Ay, = {k|M E ¢u(k)}. Dann ist {A, |n € N} eine Aufzdhlung aller in
N definierbaren Mengen. Nehmen wir nun an, dass "Th(DM)™ in N definierbar
wére. Dann wére die Menge

A={n|n¢g An}

auch definierbar in M. Dan € A gdw "p,(n)" & "Th(NM)". Aber da A sich von
allen A,’s unterscheidet, ist dies ein Widerspruch. .

Die vorstehenden Ergebnisse haben wir in der Sprache der Arithmetik mit
Exponentiation ausgedriickt. Sie sind aber auch giiltig fiir die Arithmetik ohne
Exponentiation.
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Satz 6.22. E ist definierbar in Q, g.h. es gibt eine Formel pg so dass fir alle
n,m,winN gilt n™ = u gdw Q F ¢(S™(0), S™(0),S*(0).

Beweis: Wir zeigen, dass Folgen kodierbar sind. a® wird durch die Folge (1, a,a?,d?, ..., a®)
gegeben. Deren Glieder erfiillen die Formel ag = 1 und any11 = a, - a, und ap

ist das gesuchte a’. Wenn also die gesamte Folge in @ definierbar ist, dann ist
auch die Exponentiationsfunktion definierbar.

Lemma 6.23. Das Gddel’sche 3-Lemma. Es gibt eine Funktion B: N® — N
mit den folgenden Figenschaften

(a)  Fliir jede Folge (ag,...,a,) tiber N gibt es t, p € N, so dass fir i < r,

(b)  Es gibt eine {0, 1, +,-}-Formel x(vo, ... ,vs), die B definiert im folgenden
Sinn:

Q F x(8'(0), 57(0), §(0), 8°(0)) gdw B(t,p,7) = a.
Beweis des Lemmas: Wir nehmen eine Primzahl p > q; fir ¢t <rund p > r +1
und setzen
t=1-p+ap' +20°+ -+ (r + 1)p* + a,p* L.
t kodiert den Graphen von ¢ in p-adischer Weise.
Bt,p,i) = a gdw Q F x(8%(0), 5(0), §'(0), 5(0)),
mit folgenden Formeln
Y(vo, . .., v3) = Jvgvsve(ve = vy + v5((ve + 1) 4+ v301 + V507)
ANwvg < v Avg < vsA
Jur(vs = v2 A Jug(Vug(vg | v5 — v7 | v9))))

und x(vo, . . . v3) sagt, dass v das <-minimale Element ist, so dass 1 (vo, ..., v3)
wahr ist. 4

Godel zeigte das -Lemma durch Verwendung des chinesischen Restsatzes.
Eine Struktur 2 heifit entscheidbar gdw "Th(2)™ rekursiv ist. Wir wissen also
nun, dass nicht nur die Struktur 91g sondern auch die Struktur 91p; unent-
scheidbar ist.

Korollar 6.24. Alle Sitze dieses Kapitels, auch diejenigen im ndchsten Ab-
schnitt, iber Ag gelten auch fir Q.

Man kann zeigen, dass die Struktur
Np = (Na0157+7<)

entscheidbar ist, die Presburger-Arithmetik. Hieraus folgt insbesondere, dass die
Multiplikation nicht in 9tp definierbar ist.

Wir kénnen auch die verwandten Strukturen (Z, +, ), (Q,+, ), (R;+, ) und
(C,+, ") der Mengen der ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen be-
trachten. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist in den ersten beiden Strukturen
definierbar, daher sind diese unentscheidbar, Die letzten beiden Strukturen sind
entscheidbar aufgrund tiefer liegender Ergebnisse aus der Algebra.
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6.4 Der zweite G6del’sche Unvollstindigkeitssatz

Sei T' eine rekursive Theorie, die Ag enthélt. Wegen userer obigen Ergebnisse
wissen wir, dass

{"D7,"") | D ist ein Beweis von ¢ aus 7'}

rekursiv ist und somit durch eine Formel Bewrp(v1,v2) darstellbar in Ag ist.
Nun betrachten wir den Satz —3d(Bewr(d,"0 = 17)). Dieser Satz der Arithme-
tik driickt die Eigenschaft ,T" ist konsistent” in der ersten Stufe aus, und wir
schreiben ihn als Konp. Wir skizzieren nun die Beweisidee fiir den Beweis der
Tatsache, dass fiir alle geniigend starken Theorien T" der Satz Kong nicht aus
T beweisbar ist. Zunéchst betrachten wir die folgende allgemeine Tatsache

Satz 6.25. Fizpunktsatz. In der Sprache der Arithmetik gibt es fiir jede Formel
B mit nur einer freien Variablen einen Satz o, so dass Ag den Satzo < S("o™)
beweist.

Beweis. Sei f die rekursive Funktion, die jedem Paar ("o, n) den Wert "a(n)™
zuweist. Stelle 6(vy,va,v3) f in Ap dar. Wir betrachten nun die Formel

v(v1) = Yus(0(v1,v1,v3) — B(vs)).

Sei ¢ = "7 Dann erfiillt der Satz

o =7(q) = Yv3(0(q,q,v3) = B(v3))

das Gewiinschte: Weil 6(vy1,v2,v3) die obige Funktion f darstellt und "o der
Wert dieser Funktion an der Stelle (g, q) ist, gilt

Ap FYu3(0(q,q,v3) <> v3="0").
o =VYu3(0(q,q,v3) = B(v3)).

Sei Ap F 0. Dann Ag F Vu3(0(q,q,v3) — B(v3)). Wir setzen v3 = "o ! ein.
Agp - 0(q,q,"0") — B("o ™). Also erhalten wir Ag U{o} F B("0"). Ag k0 —
B(7).

Umgekehrt
Ap F (") — (Yusb(q, q,v3) = B(v3)).

ApF B(To7) — 0.
Somit ist Ag F o+ B(T07), wie gewiinscht. =

Nehmen wir nun an, dass T eine Theorie und "1 rekursiv ist.

Definition 6.26. Der Liignersatz o. Sei B(ve) die Formel —3viBewrp(vy, v2).
Wir wenden den Fizpunktsatz auf S an und erhalten dadurch einen Satz o, so
dass Ap E o+ B(To™).

HIch bin wahr genau dann, wenn es keinen Beweis fiir mich gibt.”

Dann sagt o, dass o aus T unbeweisbar ist:
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Lemma 6.27. Wenn T O Ag konsistent und rekursiv ist, dann T I/ .

Beweis: Wir nehmen an, dass T" ¢ beweist. Dann sei D ein solcher Beweis
von o aus T und sei d seine Godelnummer. Dann ist Ag - Bewp(d, "0 7). Des-
halb gilt Ag F —=8("07), daher Ag - —o. Weil T' die Theorie Ag enthéilt, also
T F —o. Somit beweist T sowohl ¢ als auch —o, und deshalb ist T" inkonsistent.

_{

Definition 6.28. FEine S, = {0,1,+,-, S, <}-Formel ¢ heifit ¥1-Formel, wenn
sie nur Erxistenzquantoren und V-Quantoren der Form Yz < S™(0) fir geeignete
n € N (sogenannte beschréankte V-Quantoren) enthdlt.

Definition 6.29. Sei T eine Sa,-Theorie. Bewr(z) ist eine gute T-Beweisbarkeits-
formel gdw die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Bewrp(z) ist 31, und Bewrp(n) ist wahr gdw es einen Satz i gibt, so
dassn="v " und T F .

(2)  Fiir ¥1-Sitze : T F (¢ — Bewp(T¢7)).

(8)  Fir alle Sitze ¢ und v: T + (Bewp("¢") A Bewr("(¢p — v))7) —
Bewp (™).

Definition 6.30. Sei T eine Sar-Theorie. (T, Bewr(x)) erfillt die Lob-Axiome
gdw die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(L1) Tt ¢ impliziert T F Bewp(T¢)).
(L2) TF (Bewp("¢7) — Bewp("Bewr(Te™)™)).

(L3)  Fir alle Sitze ¥ und v: T+ (Bewp("¢7) A Bewp("(¢p — v)7)) —
Bewp("™y7)).

Lemma 6.31. Sei Bewp eine gute X1 -Beweisformel fiir T. Dann erfillt (T, Bewr)
die Lob-Axiome.

FEin wichtiges Beispiel einer Theorie T', die Ar enthilt, fiir die es eine gute
T-Beweisbarkeitsformel gibt, ist die Peano-Arithmetik:

Definition 6.32. Die Peano-Arithmetik, kurz PA. ergibt sich, indem wir zu
Q fiir jede Formel ¢, die mdglicherweise zusdtzlich zu x weitere freie Variablen
enthdlt, das folgende Induktionsaziom fiir die natirlichen Zahlen hinzufigen:

(¢(0) AVx(p(x) = ¢(Sx))) = Yop(r).

Satz 6.33. Satz von Lob. Die Peano-Arithmetik PA und ZFC (siehe ndchstes
Kapitel) haben jeweils ein gutes X1 -Beweisprddikat.

Beweis: Siehe Hinman [7] oder Ziegler [19, Kapitel 18 und 20].

Definition 6.34. Wir schreiben Kony fiir -Bewr ("0 = 17).
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Satz 6.35. Zweiter Gddel’scher Unvollstindigkeitssatz. Sei T eine konsistente,
rekursive (oder auch nur rekursiv aufzihlbare) Aziomenmenge ist, so dass es
eine Beweisbarkeitsformel fir T' gibt, derart dass (T, Bewrp(x)) die Lob-Aziome
erfillt. Dann T ¥ Konp.

Beweis. Sei o wie oben in Definition [6.26] gew#hlt. Zuerst zeigen wir, dass T
Konp — 0. Da T ¥ o, folgt, dass T ¥ Konrp.

Es geniigt zu zeigen, dass T'+ -0 — —Konp. Wir haben:
T+ Bewr("o7) — Bewrp("(Bewr("0™)) ™) nach Axiom (L2) von Bewp(x)
T+ Bewr("0") — (6 — 0 = 1) nach Wahl von ¢
T+ Bewr("(Bewr (o) — (6 - 0=1))7), denn Ag C T beweist alle wahren
Y1-Sétze
T F (Bewp("(Bewr("o™)7) A Bewp("(Bewr("o) — (6 — 0 = 1))7)) —
Bewr("(0 — 0 =1)7) nach Axiom (L3) fiir Bewp(x).
Wir wissen aber, dass T" sowohl die zweite Hypothese der letzten Implikation
als auch den Satz Bewp("o7) — Bewp (" (Bewp ("0 7)) beweist. Somit haben
wir:
T+ Bewr("o") = Bewr("(c - 0=1)").
Nach Axiom (L3) fiir die Formel Bewr(x) erhalten wir:

T+ (Bewr("o7) ABewr("(c - 0=1)")) = Bewy("(0 =1)7).

Also T + Bewp("0") — Bewr("(0 =1)"). T+ =0 — Bewr("¢ ") nach Wahl
von o. Es folgt, dass T+ -0 — —Konp, wie gewiinscht. =

Die Bedingung, dass T' eine gute Beweisformel hat, ist allerdings nicht so
einfach zu verifizieren und fiihrt tiefer in die Beweistheorie (als Gebiet gemeint,
in der heutzutage géngigen Einteilung der mathematischen Logik in Beweis-
theorie, Rekursionstheorie, Mengenlehre und Modelltheorie).

Wir formulieren den zweiten Godelschen Unvollstéandigkeitssatz noch einmal
fiir die gidngigen Axiomensysteme PA und ZFC:

Korollar 6.36. PA I/ Konpp und ZFC I/ Kongpc.
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Kapitel 7

Mengenlehre

7.1 Die Axiomensysteme ZF und ZFC

ZF steht fiir die beiden Namen Zermelo und Fréankel. ZFC steht fiir Zermelo,
Fraenkel, und Choice.

Duden: Axiom: als absolut richtig anerkannter Grundsatz, giiltige Wahrheit,
die keines Beweises bedarf.

Definition 7.1. (1) Zum Azxiomensystem ZF gehdoren folgenden Axiome
und Aziomenschemata:

Axiom 0: Existenzaxiom. Fs gibt die leere Menge.

JaVy(y & x).

Axiom 1: Extensionalitit (Ext). Mengen, die dieselben Elemente ent-
halten, sind gleich.

VaVy(Vz(z €z <> z € y) = y = z).

Axiom 2: Fundierungsaxiom (Fund). Die €-Relation ist fundiert, d.h.,
jede nicht leere Menge hat ein €-minimales Element,

Ve(dyex — Jy € x(-32(z e y Az € 1))

Axiom 3: Aussonderungsschema (Comprehension) (Aus). Fiir alle ¢ €
Z(€) mit fr(p) C {z, z,w1,ws, ..., wy} gilt folgendes

VoVwy .. Vw,FyVe(z € y <> x € 2 A p).
Axiom 4: Paarmengenaxiom (Pairing) (Paar)
VaVy3dz(x € z ANy € 2).

Axiom 5: Vereinigungsmengenaziom (Union) (Verein)

VF3AVYVz(x e Y NY € F — z € A).
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Axiom 6: Ersetzungsschema (Replacement) (Ers).
dlx heifit ,es gibt genau ein x’.
Fiir alle ¢ € £(€) mit fr(p) C {z,y, A, w1, wa,...,w,} gilt folgendes

VAYw; ... Ywy, (Ve € Alyp — FYVy(Fx € Ap <>y €Y)).

Axiom 7: Unendlichkeitsaxiom (Infinity) (Inf)
Sei x eine Menge. Nach (Aus) gibt es ) = {z € x|z # z}.

dz(0 € x AVy € z(y U {y} € x)).

Axiom 8: Potenzmengenaxiom (Powerset aziom)

Sei x C y eine Abkiirzung fir Vz € x(z € y)
VedyVz(z Cx — z € y).

(2)  Zum Aziomensystem ZFC gehiren alle Aziome von ZF und zusdtzlich
noch das

Axiom 9: Auswahlaxiom (Aziom of Choice)

VE(WY € FY #£0 — 3f: F = | JFVWY € Ff(Y) €Y).

7.2 Das Auswahlaxiom, der Satz von Tychonoff, das
Zorn’sche Lemma und der Wohlordnungssatz

Anmerkung: |J.# ist die mengentheoretische Schreibweise fiir | Jy .z X, also
fir {y|(3X € #)(y € X)}.

In diesem Kapitel folgen wir der Konvention, dass ¢ (ohne jegliches Hinter-
grundmodell) steht fiir ,,ZFC F ¢”, dquivalent , ¢ ist ein Satz”, ;¢ gilt”, ¢ ist
wahr” usf. Dies ergibt natiirlich nur Sinn bei Formeln ¢ ohne freie Variablen.

Wenn man die Mengenlehre wie im vorigen Kapitel mit Modellen betrachten
mdochte, dann muss man auf klassengrofie Modelle (V, €) E ZFC zuriickgreifen.
Hier ist V die Allklasse aller Mengen. V selbst ist keine Menge. ((V, €),s) E ¢
wird induktiv iiber den Aufbau von ¢ definiert, wortlich wie in Definition
Doch Sie kennen sicher aus Threm Studium schon andere Techniken, wie man
»p ist ein Satz” verfiziert, ndmlich durch einen Beweis.

ZFChat acht Axiome und zwei Axiomenschemata (dies sind zwei mal abzihl-
bar unendlich viele Axiome). Die Liste gibt es in Kapitel 9. Hier stellen wir nur
ein Axiom daraus vor:

Definition 7.2. Das Auswahlaxiom (kurz: AC) sagt: Jede Familie % nicht
leerer Mengen hat eine Auswahlfunktion, d.h., es gibt eine Funktion f: F —
U-Z, so dass fir alle X € .7, f(X) € X.

Fine Funktion mit der beschriebenen Eigenschaft heif$t Auswahlfunktion fiir

F.
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Definition 7.3. Sei I # () eine Indexmenge. Fiir i € I, sei X; eine Menge.
Wir definieren das Produkt

[IXi={f: 1= JXiI(VieD(f(i) € Xi)}.

el i€l

Satz 7.4. Der Satz von Tychonoff. Falls kein X; leer ist, so ist [[,c; Xi nicht
leer.

Beweis: Wir setzen .# = {{i} x X;|¢ € I} und nehmen eine Auswahl-
funktion f: .7 — U,c;({i} x X;). Dann gibt es ein g € [[;c; X;, ndmlich
g(1) = zweite Koordinate von(f({i} x X3)). =

Satz 7.5. Auf der Basis von ZF: Der Satz von Tychonoff impliziert das Aus-
wahlaxiom.

Beweis: Ubung.

Definition 7.6. Fine lineare (auch: totale) Ordnung ist ein Paar (A, R), so
dass R die Menge A linear ordnet, d.h., dass R eine Relation ist, die die fol-
genden Eigenschaften hat

Transitivitit Vz,y, z € A(xRy NyRz — zRz)
Irreflezivitit: (auch Antisymmetrie) Vo € A—zRz.

Trichotomie: (Linearitit, Konnexitit, Totalitit) Ve,y € A(xRyVyRxzV
T =y).

Definition 7.7. (A, R) heifit Wohlordnung, gdw (A, R) eine lineare Ordnung
ist, in der jede micht leere Teilmenge von A ein R-minimales Element hat.
Vy((ly CAATx €y) — 3z € y(Vu € y(-uRz))).

Man iiberlege sich, dass die hier geforderten R-minimalen Elemente auch
die R-kleinsten sind, d.h, dass man (-uRz) durch (u = 2V zRu) ersetzen kann.

Gegenbeispiele: (Q, <), (Z, <), (R, <).
Beispiele: (N, <), ({0,1,2}, <), (R, <).

Satz 7.8. Der Wohlordnungssatz, Zermelo 190/4. Auf der Basis von ZF gilt:
AC < VAIR((A, R) Wohlordnung).

Beweis. <. Sei |JF via R wohlgeordnet. Dann ist f(Y) = ming(Y) eine
gewiinschte Auswahlfunktion.

— (vorldufig noch nicht ganz begriindet) Sei A gegeben. Sei h: P(A)\{0} —
A eine Auswahlfunktion auf P(A). Nun definieren wir durch transfinite Rekur-
sion eine Funktion g: (3,€) — A durch g(a) = h(A\ ¢"a), falls ¢"a # A g ist
injektiv, und daher gibt es ein 3, so dass ¢”’3 = A. Nun setzen wir fiir a,b € A,
aRb < g~ 1(a) € g71(b). .
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7.3 Transfinite Induktion und Rekursion

Definition 7.9. Eine Menge x heifit transitiv gdw Vy € x(Vz € y(z € x)).

Beispiele: 0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {{0}}}, {0,{0},{0,{0}}}.
Gegenbeispiele: {{0}}, x # (), dann ist {2} nicht transitiv.

Definition 7.10. Eine Menge x heifit Ordinalzahl (kurz On) gdw x transitiv
ist und (z, €) eine Wohlordnung ist.

Definition 7.11. FEine Ordinalzahl o heifit Nachfolgerordinalzahl gdw es eine
Ordinalzahl 5 € « gibt, so dass a = U {B}.

FEine Ordinalzahl o heifst Limesfolgerordinalzahl gdw o # 0 und o keine
Nachfolgerordinalzahl ist.

Definition 7.12. FEine Klasse G von Paaren heif$t Operation auf D gdw Vx €
D3y((x,y) € G). Wir schreiben G: D — V.

Satz 7.13. Der Satz dber die transfinite Induktion, hier in der Formulierung
mit einer Klassenvariablen X.

Sei X C On und sei 0 € X und sei fiir alle « € X auch S(a) € X und sei
fiir alle Limesordinalzahlen A C X auch A € X. Dann ist X = On.

Beweis: Wir nehmen an, dass es ein w € On \ X gébe. Dann gibt es ein mi-
nimales Element § in der Menge aN (On '\ X). Nach den Voraussetzungen iiber
X ist B # 0. § kann auch kein Nachfolger sein, da X unter Nachfolgerbildung
abgeschlossen ist. Und falls schliellich 3 eine Limesordinalzahl wire, hatten wir
B C X und daher nach Voraussetzung 5 € X. Also ist X = On. .

Definitionen {iber transfinite Induktion heiflen transfinite Rekursion und
werde nun begriindet. Wieder arbeiten wir mit Klassenvariablen, die fiir Aus-
driicke in der Sprache der ersten Stufe stehen, so dass Va3lyp gilt fiir geeignetes
©, das die Definition der Operation F' ist. Ein geeignetes anderes v, das im Be-
weis erst aufgebaut wird, wird die Definition der Operation G sein.

Satz 7.14. Der Satz iber die transfinite Rekursion. Fir F': V — 'V gibt es ein
eindeutig bestimmtes G: On — V, so dass

Va(G(a) = F(G | a)).

Beweis: Zunéchst zeigen wir die Eindeutigkeit von G. Seien G1, G2 zwei
Klassen, die den Rekursionsbedingungen geniigen. Dann gilt G1(0) = F(0) =
G2(0), und, wenn G [ o = Ga [ a, dann ist Ga) = F(G1 [ a) = F(G2 | ) =
G2(a). Nach dem Satz tiber die transfinite Induktion ist daher G; = Ga.

Nun zur Existenz: g € V heifit §-Approximation gdw dom(g) = ¢ € On und
Va € §(g(a) = F(g | ). Fiir je zwel Approximationen, sagen wir, fiir eine J-
Approximation g und eine ¢’-Approximation ¢’, zeigt man durch Induktion iiber
a < o6nd,dassg | 6Nd = ¢’ | 6Nd’. Danach zeigt man durch transfinite Induk-
tion, dass Vo (3d-Approximation g). Zum Schluss definiert man G(a) = g(«) fiir
eine beliebige d-Approximation g, so dass § > a. =
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Nun zuriick zum Wohlordnungssatz, Satz [7.8

Beweis: — Sei A gegeben. Sei h: P(A)\ {0} — A eine Auswahlfunktion auf
P(A). Nun definieren wir durch transfinite Rekursion eine Operation G: On —
AU{A} durch

Gla) = { A\ G"a), falls G"a # A,

A, sonst.

G | (G™H"A is injektiv, wie man induktiv zeigt. Es gibt daher ein 3 so dass
G"B = A. Sonst wire G: On — A injektiv, und daher On = (G~1)” A nach dem
Ersetzungsaxiom eine Menge, was dem Satz von Burali-Forti widerspricht. [ ist
eindeutig. Nun setzen wir fiir a,b € A, aRb <+ G~!(a) € G~1(b) und erhalten
eine Wohlordnung R von A, so dass (A, R) = (8, €). =

Definition 7.15. FEin geordnetes Paar (P, <) heiffit Halbordnung oder partielle
Ordnung (partial order), gdw < eine transitive, irreflexive Relation ist.

Definition 7.16. 1. Fine Teilmenge K einer Halbordnung heifit Kette, gdw
Ve,ye K(r=yVz<yVy<zx).

2. Eine Halbordnung heif$t induktiv, wenn jede Kette K eine obere Schranke
hat, das heifst es gibt ein s € P, so dass fir allex € K s > x.
3. Ein maximales Element ist ein Element x € P, so dass fir all y, y # x

Satz 7.17. 1. Das Lemma von Zorn. (ZFC). Jede nicht leere induktive
Halbordnung hat ein maximales Element.

2. Auf der Basis von ZF folgt aus dem Lemma von Zorn das Auswahlaxi-
om.

Beweis: 1. Sei R eine Wohlordnung auf P und sei f: (a,€) = (P, R). Wir
definieren induktiv iiber S < « eine Funktion G: o — V. Wir setzen

die R-kleinste obere Schranke von rge(G | 3) die nicht in rge((G | ) ist,
falls es so eine gibt,

falls es keine obere Schranke von rge(G | 3) gibt, die nicht in rge((G [ /) ist.

Nun zeigt man induktiv iiber a € On, dass G: a — K U {P} fiir eine Kette
K C P. Ausserdem folgt der Induktivitit von (P, <), dass die kleinste Zahl mit
G(pB) = P eine Nachfolgerordinalzahl ist, denn andernfalls wire {G(v) |y < 8}
eine Kette ohne maximales Element.

Die Definition von G wird also bei einer Nachfolgerzahl 5 = ~ U {v} zu
konstant P, weil der zweite Fall des Fallunterscheidung eintritt.

Sei v der direkte €-Vorgénger von 5. Dann ist G(7y) ein maximales Element.

2. Sei A gegeben. Wir setzen P = {(B, S)| B C A, S Wohlordnung auf B},
und definieren < auf P durch

(B,S) < (B,S") <+ 3c € B'((B,S) = ({be B'|bS'c}, ).
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Man rechnet nach, dass (P, <) eine induktive Halbordnung ist. Das Lemma
von Zorn liefert nun ein maximales Element (B, S) in (P, <). Falls B # A,
kann man die Wohlordnung (B, S) um einen grossten Punkt verlangern, und
hat daher einen Widerspruch zur Maximalitéit. Daher ist B = A. .

Es gibt zahlreiche Verwandte des Auswahlaxioms, und es gibt Biicher, die
sich alleine dem Auswahlaxiom widmen: [I3] gibt dquivalente Versionen an, und
[8] behandelt auch echt schwichere Varianten. Wir stellen noch eine Aquivalenz
ohne Beweis vor:

Satz 7.18. 1. (ZFC). Jeder Vektorraum hat eine Basis.

2. (Blass, 1984 [2]) Auf der Basis von ZF: Wenn jeder Vektorraum eine
Basis hat, dann gilt das Auswahlaziom.

Satz 7.19. Sei ¢ eine der folgenden Aussagen:

1. Es gibt einen freien Ultrafilter.
2. Jedes Ideal ldsst sich zu einem mazimalen Ideal erweitern.

3. Wenn f: R — R nicht e-§-stetig ist, dann gibt es eine Folge (x,, |n € N),
so dass lim,, f(x,) # f(lim, z,).

4. (Fiir Mengentheoretiker.) Es gibt disjunkte stationdre Teilmengen von

w1 -
Dann gilt:
(a) ZFCF o,
(b) ZFi ¢,

(c) ZFU{p}/ZFC.

Beweis: Die Behauptungen (a) lernen Sie fiir (1), (2) und (3) sicherlich in einer
Vorlesung. Die Eigenschaften (b) und (c¢) benutzen Forcing zum Beweis, eine
mengentheoretische Technik, die in dieser Vorlesung nicht vorgestellt werden
kann.



Kapitel 8

Logisches Programmieren

8.1 Die Resolutionsmethode

In diesem Abschnitt kehren wir zuriick zur Aussagenlogik. Wir sahen, dass man
mit disjunktiven Normalformen einfacher rechnen kann als mit allgemeinen For-
meln. Nun sehen wir eine andere Methode, die auf konjunktive Normalformen
zugeschnitten ist, die Resolutionsmethode.

Definition 8.1. (1) Eine Klausel C ist eine endliche Menge von Literalen
L.

(2)  Fine Belegung v der Variablen erfillt die Klausel C, wenn v(L) = W
fiir ein L € C. Anders ausgedriickt, wenn v(\/pco L) = W.

(8) SeiC eine endliche Menge von Klauseln. Eine Belegung v erfiillt C, wenn
0 alle C € C erfiillt. Das kann man auch schreiben als v(N\oce Viec L) =
w.

Definition 8.2. Sei A eine Variable, C = {A} U P und D = {-A} UQ zwei
Klauseln. Dann ist PUQ eine Resultante von C' und D. Wir schreiben PUQ =
Resa(P, Q).

Satz 8.3. (Die Resolutionsmethode). Eine endliche Menge C von Klauseln ist
genau dann erfillbar, wenn sich aus C durch sukzessives Bilden von Resultanten
niemals die leere Klausel ergibt.

Beweis: Der Beweis beruht auf folgender Beobachtung: Sei mit C|A = W die
Menge der Klauseln bezeichnet, die man aus C erhilt, wenn man A = W setzt.
Das heifit, dass man alle Klauseln, in denen A vorkommt, weglisst und in
den verbleibenden Klauseln alle Vorkommen von —A streicht. Entsprechend sei
C|A = F definiert. Dann gilt das folgende Lemma:

Lemma 8.4. Sei v eine Belegung der Variablen von C und v(A) = W. Dann
ist u(\C) = W genau dann, wenn v(C|A = W) = W ist. Analoges gilt fir
F statt W. Sei v eine Belegung der Variablen von C und v(A) = F. Dann ist
o(AC) =W genau dann, wenn v(C|A=F) =W ist.
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Beweis: Sei v(A) = W. Aus der Definition der Fortsetzung von v folgt: (\/, L;) =
W wenn A unter den L; ist, und v(\/,; L;) = 9(V,; Li) wenn L; = —A. Gepie-
geltes gilt fiir v(A) = F. =

Lemma 8.5. Sei ¢ = . Dann ist ¢ erfillbar genau dann, wenn ¢ erfillbar
15t.

Beweis: Definition von ¢ = . -

Die Umkehrung gilt nicht. Ag und A; sind beide erfiillbar, also ist Ag erfiill-
bar genau dann wenn A; erfiillbar ist, aber Ag ist nicht dquivalent mit A;.

Lemma 8.6. (1) Seien P, Q Klauseln in den Variablen Ag, ..., Ap_1.
(VP)A(VQ) ist dquivalent zu (\/ P) A (V Q) AN\, (V Resa, (P, Q)).
(2) Seien P, Q Klauseln in den Variablen Ay, ..., An—1. (V P)A(\ Q) ist
erfillbar gdw (\/ P) A (\/ Q) A Ni,,(V Resa, (P, Q)) erfiillbar ist.
(3)  NC ist dquivalent zu \(C U {Resy,(C1,C2) | C1,C2 € C,i < n}).
(4)  C ist erfillbar gdw C U{Resy,(C1,C2) | C1,C2 € C,i < n} erfillbar ist.

Beweis: (1) Sei 9(\/ PAV @) = W und sei A; eine Variable. Sei v(A4;) = F (der
andere Fall geht gespiegelt). Dann gilt nach Lemma v(P|A=F)=W und
@(Q’A = F) =W.Sei P= {A,Pl, .. ka—l} und sei Q) = {—\A,Ql, .. ,Qg_l}.
Da o(P) =W, ist v({Py,..., Py_1}) = W. Daher ist auch v(Resa(P,Q)) = W.
Da A und F beliebig waren, gilt dies fiir alle Variablen und alle Wahrheitswerte.

Teil (3) folgt daraus, dass man (1) iterativ auf alle Paare von Klauseln in C
anwenden kann. -

Ende des Beweises von Satz Sei C eine endliche Menge von Klauseln
in den Variablen Ag,...A,_1. Das zweite Lemma, so oft angewandt, wie es
verschiedene Klauseln iiber {Ag, ..., A,_1} gibt, ndmlich hochstens 4™, da jede
Variable in jeder Klausel entweder gar nicht, positiv oder negiert oder (positiv
und negiert) vorkommen kann, beweist den Satz. Ury

Sowohl die semantische Methode, Erfiillbarkeit zu priifen (rate eine Bele-
gung v der Variablen und rechne dann o(\/sc- /A C) aus) als auch die Reso-
lutionsmethode haben exponentielle Zeitkomplexitéit. Wir sahen im Satz von
Cook, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln in KNF N P-vollsténdig ist.

Es ist unbekannt, ob es bessere Algorithmen gibt.

8.2 Der Satz von Herbrand und automatisches Be-
weisen
Nun betrachten wir das Erfiillbarkeitsproblem (oder dual dazu das Allgemeingiiltig-

keitsproblem) in der Sprache der ersten Stufe. Beide Probleme sind von der
gleichen Komplexitéit, da ¢ nicht erfiillbar ist gdw —¢ allgemeingiiltig ist.
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Wir kennen diese Komplexitét schon: Das Erfiillbarkeitsproblem ist nicht ent-
scheidbar. Jedoch ist sein Komplement rekursiv aufzihlbar: Nach dem Godel-
schen Vollstédndigkeitssatz ist die Menge der allgemeingiiltigen Formeln rekursiv
aufzahlbar. Somit ist auch die Menge der unerfiillbaren Formel rekursiv aufzihl-
bar. Wir werden nun einen weiteren Algorithmus zur Auszéhlung aller unerfiill-
baren Formeln vorstellen. Im Gegensatz zu dem im Kapitel ,, Unvollstindig-
keitssitze” skizzierten Algorithmus arbeitet der jetzige Algorithmus mehr mit
der semantischen Seite als mit den formalen Beweisen des Beweiskalkiils fiir die
Logik der ersten Stufe. Der Algorithmus wurde 1930 von Herbrand vorgestellt
und basiert auf einer Kombination folgender Gedankenschritte und Methoden:

(1) Resolutionsmethode fiir den quantorenfreien Kern

(2)  Skolemisierung der zu untersuchenden Formel, so dass nur noch eine
Allformel dasteht.

(3) Reduktion auf Sprachen ohne die Gleichheit.
(4)  Arbeit mit Termodellen (nicht modulo =) und Unifizierung

Fiir den ersten Schritt konnen wir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts
verwenden, denn es gilt folgendes:

Lemma 8.7. Sei F(Ay,...,Ax_1) eine aussagenlogische Formel, in den paar-
weise verschiedenen Variablen A;. Fir jedes i < k sei oy ein Literalformel (d.h.,
eine atomare Formel oder negierte atomare Formel) der Form R(to,...,tn—1)
oder = R(tg, ..., tn—1). Die a; seien paarweise verschieden. Dann ist F(ao, ..., ax—1)
allgemeingiiltig, wenn F(Ay, ..., Arx_1) allgemeingiiltig ist.

Der Bewelis ist offensichtlich.

Bemerkung 8.8. Beachten Sie: R(to, ..., tn,—1) und R(t(,...,t, ) sind vielleicht
nicht dquivalent, wenn auch nur ein ¢; nicht buchstéblich mit ¢; iibereinstimmt.

Die Formel
R(to, . stn_1)V =Rty th_1)

is genau dann allgemeingiiltig, wenn die beiden Zeichenreihen R(to,...,t,—1)
und R(ty,...,t),_;) iibereinstimmen. Sie ahnen vielleicht jetzt schon, dass die

Unifikation (das ist ein Uberfithrungsverfahren eines Tupels von Termen in ein
anderes Tupel, das wir spéter kennenlernen) von Termen fiir die Entscheidung
der Allgemeingiiltigkeit aussagenlogischer Kombinationen von Literalformeln
obiger Form relevant ist.

Nun kommen wir zur Skolemisierung, dem zweiten Bestandteil des Her-
brand’schen Verfahrens zur Aufzéhlung der allgemeingiiltigen Formeln.

Konvention. Wir schreiben in diesem Abschnitt alle Formeln in bereinigter
Form, d.h. keine gebundene Variable ist gleich benannt wie ein freie Variable,
und alle gebundenen Variablen sind paarweise verschieden benannt.

Da Qzp(z) dquivalent zu Qyep(y) ist, hat jede Formel eine dquivalente be-
reinigte Formel.
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Definition 8.9. Eine Formel ist in pranexer Normalform, wenn alle Quantoren
am Anfang der Formel stehen, wenn also die Formel die Gestalt

QoroQ171 - - - Qn-1Tn—1%
hat hat v quantorenfrei ist und Q € {3,V}.

Lemma 8.10. (Prineze Normalform). Jede Formel lisst sich in eine dquiva-
lente prinexe Formel umwandeln.

Beweis, induktiv iiber den Aufbau der Formeln. Sei ¢ = g A ¢1, und seien
i = QurpQizy ... @, 12y, 1% fir i = 0,1 schon in prénexer Normalform.

Wir nennen die x(; und die 5’3/%; so um, dass

(V7 < no)(Vk < nl)(x? # 1}).
Dann ist ¢ dquivalent zu
0..00,..0 0 0 1,111 1 1
QoroQiy - - - ngflxnoleOxOQl‘Tl e nlflxnlfl(wﬂ Ar).

Fiir den Induktionsschritt ¢ = —) nehmen wir an, dass v in prénexer Normal-
form ist und ziehen dann die Quantoren mithilfe der Umwandlungen von =V in
J= und -3 in V- die Quantoren nach vorne. Die Induktionsschritte der Form
@ = Q) bereiten keine Arbeit. =

Definition 8.11. Eine universelle Formel hat die Form Vzg..Vx,_1v, wo-
bei ¥ eine quantorenfreie Formel ist. Existentielle Formeln haben die Form
dxg...3x, 1%, wobei ¥ eine quantorenfreie Formel ist.

Satz 8.12. (Skolem-Normalform). Zu jeder £(r)-Aussage ¢ kann man eine
Spracherweiterung £ (1") und einen universellen £ (1')-Satz ¢’ angeben, derart,
dass @ in einer T-Struktur A genau dann gilt, wenn sich A zu einem 7'-Modell
von ¢’ expandieren lisst. p ist also genau dann erfiillbar, wenn ¢’ erfiillbar ist.

Beweis: Wir nummerieren nun die V-3-Blécke von rechts an, da im n-ten In-
duktionsschritt der mit n indizierte Block umgewandelt wird.

Wir nehmen an, dass die Formel schon in bereinigter prénexer Normalform
ist, und fithren Induktion iiber die Anzahl der Quantorenblocke. Nachdem wir
einen Quantor VZ,_; eventuell davor schreiben (beachten Sie: lh(2,) = 0 ist
erlaubt), konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

© =VZp_13Gn-1-..VZ0IGoY(Z0, Y0, - - - s Tr—1,Yn—1,2)

mit einem quantorenfreien 1, das auch der quantorenfreie Kern von ¢ genannt
wird. Hierbei stehen Vz; fiir Vo, ... VZ;m,—1 mit der Tupellinge 1h(z;) = m;
und 3y; fiir Jy;0 ... Fy;0,—1 mit der Tupelldnge ¢;.

Induktionsschritt: Sei ¢ = VZ;,—137n—1X, so dass x = x(Zo, - . - Tn—2, Tn—1,Tn—1, Z)
nach Induktionsannahme schon eine Allformel ist. Wir nehmen ein neues Funk-
tionssymbol Fj,_ fiir eine } ., m; +1h(2)-stellige Funktion mit £,,—1-stelligen
Wertebereich (oder ¢,,—; Funktionen mit jeweils einstelligem Wertebereich).
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Wir zeigen:

p ist erfiillbar, gdw

VZn—1xX(Zo, ... Tn—2,Tn—1, Fn_1(Zo, ..., Tn—1,2), Z) ist erfiillbar.

Wir schreiben & = (Zo, ..., Zn—1). Die Implikation ,, = in (x) folgt direkt aus
Auswahlaxiom, das garantiert, dass es zu VZz3yx(Z, v, Z) eine Auswahlfunktion
F gibt, so dass Vzx(z, F(z, z)). Eine Funktion heifit Auswahlfunktion zu einem
Mengensystem

{(@,2),{5|x(7,7.2)}) | (7,7) € AZi<n ™ TE))

wenn fiir alle (z,2) € AXi<n ™G Pz 2) e (7] x(2,7,2)}.
Die Implikation ,,<=” in (*) beweist man durch ,, Vergessen” von F. -

Proposition 8.13. Fulls ¢ in einer Sprache ohne das Gleichheitszeichen for-
muliert ist, finden wir im Satz iiber die Skolem’sche Normalform immer ein o’
ohne Gleichheitszeichen.

Man nennt die neu eingefiihrten Konstanten und Funktionszeichen in 7'\ 7
Skolemfunktionen. Streng genommen haben wir keine Funktionssymbole fiir
Funktionen mit /;-stelliger Bildmenge in einer zur ersten Stufe gehérenden Sym-
bolmenge, doch man kann leicht jede solche Funktion als ¢; Funktionen (ndmlich
die Komponentenfunktionen) mit einstelliger Bildmenge schreiben.

Durch Bilden der negierten Formeln erhélt man:

Korollar 8.14. (Herbrand-Normalform). Zu jeder £ (1)-Aussage ¢ kann man
eine Spracherweiterung 7' und einen existentiellen £ (7')-Satz ¢' angeben, der
genau dann allgemeingiiltig ist, wenn ¢ allgemeingiiltig ist.

Wir betrachten nun nur Sétze ¢, denn jede Formel mit freien Variablen ist
allgemeingiiltig, genau dann wenn die All-Abquantifizierung aller freien Varia-
blen allgemeingiiltig ist.

Definition 8.15. Sei ¢ ein Allsatz in Skolemform. Falls es kein Konstanten-
symbol in ¢ (oder in der Sprache) gibt, fiigen wir ein Konstantensymbol a hinzu.
Das Herbrand-Universum D(y) von ¢ ist die kleinste Menge, so dass folgendes
gilt
(a) Jede Konstante in ¢ und a sind Elemente von D(yp),
(b) wenn ty,...,t, € D(¢) und f ein Funktionssymbol ist (entweder eine
Skolemfunkion oder eine alte Funktion), dann ist fty...tn,—1 € D(p).

Definition 8.16. Sei ¢ ein Allsatz in Skolemform. Eine Struktur 2L mit Trdger
A heifst Herbrand-Struktur von ¢, wenn folgendes gilt

(a“) A= D((p)f
(b) wenn f ein Funktionssymbol ist (entweder eine Skolemfunkion oder eine

alte Funktion), dann ist fir alle to,...,t, € D(¢), fHto...th_1) =
fto...th—1 € D(QO)
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Definition 8.17. 2 heifst Herbrandmodell von ¢ gdw 2 eine Herbrandstruktur
fiir ¢ ist und A E @.

Hat jeder erfiillbare Allsatz in Skolemform ein Herbrand-Modell? Wenn zwei
Terme tg, t; im Herbrand-Universum als unterschiedlich interpretiert sind, gibt
es Schwierigkeiten, wenn die Sprache = enthélt und die Formel ¢ zum Beispiel
to = t1 fordert. Wir betrachten daher in diesem Kapitel nicht die ganze erste
Stufe, sondern lassen das Gleichheitszeichen weg. Man verliert dadurch keine
Ausdrucksstirke, wenn wir uns nur fiir die Erfiillbarkeit interessieren. Dies zei-
gen wir im Folgenden:

Definition 8.18. Eine zweistellige Relation E heifft Kongruenzrelation auf ei-
ner Struktur A, gdw wenn E eine Aquivalenzrelation (d.h. reflexiv, symmetrisch
und transitiv) ist, so dass fir alle P € T und f € 7 und ¢ € T gilt:

(1)  Wenn P n-stellig ist, dann gilt fiir alle a,b € A",

(N aiBb) = (ae P* < be PY)).

<n
(2)  Wenn f n-stellig ist, dann gilt fiir alle ab € A", a,,b, € A,

(( )\ @Bb) = (f(@) = an <> f(b) = by)).

i<n+1
(8) Wenn c € T eine Konstante ist, dann gilt fir alle a,b € A,

(aBb— (* =a ¢ =b)).

Sei E& ¢ 7. Beachten Sie, dass man , F ist in allen 7-Strukturen eine Kon-
gruenzrelation” fiir endliches 7 in einem Satz Kongr(F, 7) der ersten Stufe aus-
driicken kann. (%) entstehe aus ¢, indem man jedes Gleichheitszeichen durch
ein E ersetzt.

Satz 8.19. Sei ¢ € ZL(1) und E ¢ 7. Dann ist ¢ erfillbar gdw o(F) A
Kongr(E, T) erfillbar ist.

Beweis: Die Vorwirtsrichtung folgt daraus, dass die Gleichheit eine Kongru-
enzrelation ist. Fiir die Riickwértstichtung nehmen wir ein Modell von ¢(%) A
Kongr(E,7) und interpretieren jede E-Klasse als ein Element und iibertra-
gen alle Relationen und Funktionen treu auf den Quotienten. Die so erhaltene
Quotienten-Struktur ist ein Modell von ¢. -

Satz 8.20. Sei ® eine Menge von Allsdtzen in einer Sprache ohne das Gleich-
heitszeichen. Dann hat ® ein Modell gdw ® ein Herbrandmodell hat.

Beweis: Wir wiederholen die Henkin-Konstruktion. Sie liefert bei minimaler
Wahl der Konstantenmenge automatisch ein Herbrandmodell. .
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Proposition 8.21. Falls ¢ in einer Sprache ohne das Gleichheitszeichen for-
muliert ist, finden wir im Satz iiber die Skolem’sche Normalform immer ein ¢’
ohne Gleichheitszeichen.

Nachdem wir uns nach den vorigen effektiven Ubersetzungen auf Exis-
tenzsétze ohne Gleichheitszeichen beschrinken kénnen, kehren wir zuriick zum
Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln, oder dual dazu, zum Allgeingiiltigkeitspro-
blem:

Satz 8.22. (Satz von Herbrand). Sei 1(xo,...,xn—1) eine quantorenfreie For-
mel in einer Sprache £ (1), die mindestens eine Konstante enthdlt. Dann ist

JroIzy ... Jxp_190(z0, 21, .., Tn—1)
genau dann allgemeingiiltig, wenn es m € N und Terme ohne Variable

0 ,0 0 1 41 1 m—1 ym—1 m—1
10,9, )ttt T e

gibt, fiir die die quantorenfreie Aussage

m—1

\/ w(t_l) = ¢(t8, t?v s 7t21—1)v¢(t(1]7 t%v s 7t'r11—1)v' ' '\/w(t(T)n_17 t71n_17 s 7t:1n—_11)
=0

allgemeingiiltig ist.

Beweis: t9,¢9, ..., 0 td,H, .. th . ,tgl_l, t’ln_l, e ,t?__ll impliziert natiirlich
¢, denn die Kontraposition des entsprechenden Ersetzungsaxioms (erinnern Sie
sich an den Hilbertkalkiil?) ist korrekt.

Fiir die umgekehrte Implikation nehmen wir an, dass fiir jede beliebige Wahl

der konstanten Terme t? die Formel

m—1

/\ Tb(ti) = _‘w(tgﬂ t?? s 7t9n71)/\_‘1/}(t%)7 t%? s 7t71171)/\' : ‘/\_‘w(tgl_17 t71n—17 te 7tnm:11)
=0

erfiillbar ist. Dann ist die Theorie

{=9(to,...,tn—1)|t; Terme ohne freie Variablen}

endlich erfiillbar und somit nach dem Kompaktheitssatz erfiillbar. Sei 2l ein Mo-
dell. In dieser Theorie sind alle Sétze quantorenfrei und daher sind sie Allsétze.
Nach dem Satz R.20] hat die Theorie dann auch ein Herbrandmodell. In die-
sem sind alle Punkte konstante Terme, und daher erfiillt das Herbrandmodell
Vzq...Vr,—1p. Also ist ¢ nicht allgemeingiiltig. -

Definition 8.23. Sei p =Vxq...,Vx,_1% ein Skolemsatz in einer Sprache oh-
ne Gleichheitszeichen. Die Herbrand-Expansion E(¢) von ¢ ist definiert durch

¢ t
(@):{w(iav T 1)’t07"'7tn—1 GD(SO}
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Als Korollar des Satzes von Herbrand erhalten wir:

Satz 8.24. (Gddel, Herbrand, Skolem) Sei ¢ ein Skolemsatz in einer Sprache
ohne Gleichheitszeichen. Dann ist ¢ erfillbar gew E(p) als Menge aussagenlo-
gischer Formeln aufgefasst, ein Modell hat.

Nun kommen wir zum letzten Schritt des Herbrand’schen Aufzéhlverfah-
rens aller allgemeingiiltigen Formeln: Wann hat eine quantorenfreie Formel
der ersten Stufe kein Modell? Dies ist ein aussagenlogisches Problem (das wir
schon kennen) und ein Unifikationsproblem. Die Bestandteile (d.h., die ein-
zelnen Disjunktions- und die Konjunktionsglieder) der Formel sind ja von der
Form

R(So, ceey Sn—l)

mit Termen s; und Relationssymbolen oder negierten Relationssymbolen R.

Definition 8.25.

SOxg, ... 2 1) = (58(3307 ey Tp—1)y . ,32_1(950, ceyTp—1))
und
Sl(xo, ce ,xn_l) = (8(1)(.730, ce ,l’n_l), cee ,S]lg_l(x(), Ce ,a:n_1))
seien zwei gleich lange Folgen von Termen. Eine Termfolge T = (to,...,tn—1)

unifiziert S° und S', wenn
SOty .. tno1) = St (to, ... tu_1).

Hier steht S7(to, ... tn—1) fir

j tnfl
(sl (=2, ... )| K < k).

M
xo Tn—1

Bemerkung 8.26. Beachten Sie, dass es in den sukzessiven Ersetzungen ganz
entscheidend auf die Reihenfolge ankommt:

to th—1
Skl(xo, PN J?nfl)
steht fiir ; ;
0 n—1
(50 (2 ).

Ersetzung ist die Substitution aus dem vierten Kapitel, die es auf der syntak-
tischen Seite dort in of gibt. Die Bildung ! bedeutet die Bildung s(tz) (dies
heift, s, in dem alle Vorkommen von x durch ¢ ersetzt sind) fiir jeden Term
s in «. Schon in Kapitel 3 sahen wir eine entsprechende Substitution auf der
semantischen Seite. In den ¢; kénnen die Variabeln x; mit j > i vorkommen.

Satz 8.27. (Unifikationssatz, Julia Robinson). Wenn S° und S' unifizier-
bar sind, gibt es eine universelle unifizierende Termfolge U(xg,...,xn—1). Das
heif$t, dass

SO(U(l‘(), e ,ﬂ?nfl)) == SI(U(LB(), coey $n,1)
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und dass eine Termfolge T genau dann SO und S unifiziert, wenn es Terme
705 .- ,Tn—1 gibt, so dass

T=U(ro,...,"n—1)-

Man kann U durch ein einfaches Verfahren finden, das gleichzeitig entscheidet,
ob S und S unifizierbar sind.

Beweis: Wir geben einen Algorithmus an und beweisen dessen Korrektheit. Wir
fassen S°, S' als die Menge der Gleichungen

S ={s)=s!]i<n}

auf. Eine Folge von Ersetzungen T fiir die z; unifiziert S, wenn alle Gleichungen
in § allgemeingiiltig sind, d.h., in mit Vzy . .. Vz, abquantifizierter Form gelten.
Unser Unifikationsverfahren formt S in dquivalente (und auch nicht stirkere)
Gleichungssysteme um. Wir wenden, solange es geht, (in irgendeiner méglichen
Reihenfolge) die folgenden beiden Umwandlungsschritte an:

(1)  Wenn S eine Gleichung £t .. .t?o_l = fid. ..t%l_l enthélt und f0 #
f!, dann ist S nicht unifizierbar und das Verfahren bricht ab. Wenn hin-
gegen fO = fl dann ersetzen wir die Gleichung durch t? = tjl», Jj < Yto.
(Es ist dann automatisch £y = £1.) Uberlegen Sie sich mithilfe des Term-
rangs (definiert durch rk(z;) = 0, rk(fsg...sn—1) = max{rk(s;)|i <
n} + 1), dass es im Verfahren nur endlich viele Schritte der ersten Art
geben kann.

(2)  Wenn S eine Gleichung der Form z; = s enthélt, und s ein zusammen-
gesetzter Term ist, in dem die Variable x; vorkommt, dann bricht das
Verfahren ab und S ist nicht unifizierbar. Wenn s = x;, dann streichen
wir die Gleichung einfach durch. Wenn x; nicht in s vorkommt, dann
ersetzen wir in allen anderen Gleichngen in S die Variable z; durch den
Term s. Beachten Sie, dass von nun an z; nicht mehr in S vorkommt.
Es gibt also hochstens n Schritte der zweiten Art.

Wenn das Verfahren nicht abbricht mit dem Ergebnis, dass es keine Uni-
fizierung gibt, dann stoppt das Verfahren, wenn das umgewandelte S — nach
Umnummerierung der Variablen — die Gestalt

{$m = um(l‘o, ey .’L'm_l), ey p—1 = un_l(xo, e .’L'm_l)}

hat fiir ein 0 < m < n — 1. Eine gesuchte universelle unifizierende Termfolge ist
dann
U= (20, - Tm—1,Um,---Up—1)-

Da das Verfahren erfolgreich stoppt, hat S also im Stoppzusand nur noch Glei-
chungen der Art t? = tjl-, in denen die beiden t; genau die gleiche Zeichenreihe
sind. Die Menge dieser Gleichungen ist natiirlich allgemeingiiltig.

Wir zeigen nun (ohne Umnummerierung), dass U tatséchlich eine universale
unifizierende Folge ist.
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Sei
U= SubT[{IL1 0.+ 0 subg = (subg, - ,subgUil)
mit u U v
U __ tk(l’g|€€n\{j0 aa]k})
suby =
x.u
Ik
fiir kK < nY. Sei
V = (subf,...,sub’y )

mit

v t@eleen\{iy,...5¥})
Subk
.le\c/

fiir k < nY und sei

SOV = st(v).

Wir zeigen, V = Ro U = U(R) fiir eine geeignete Ersetzung R.
Werde zju in der Ersetzung V' im ind( 3§ )-ten Schritt in subi‘I/1 aGY) behandelt
0
Dann ist fiir : =0, 1,

SV =
i 1 vt v to % v
(S - )(suby (—x - )y 7SUbindV(jg)fl(7$ju ), SUbindV(j{{)H’ ...,subly ).
Jo Jo 0

Fiir alle x; mit i # jg ist dies klar. Fiir Ty iiberlegt man sich, was V' vor

. vty ty .
der Ersetzung von x;u, also in (suby (%), . ,submdv(jg)_l(%)), bewirkt,

und was subi‘gdv(jg)(xjg getan hétte.

\%
In den SUbindV(jg)H’ ..
man mehr Schritte von U nach vorne, bis alle Ersetzungen in U in der Mitte im
Term auf der rechten Seite der Gleichung stehen. Dies ist gestattet, da U nur

Variablen identifiziert, die durch die Gleichung S°U = S'U gefordert werden.

. subx‘L1 kommt Ty nicht vor. Sukzessive zieht

_{

Korollar 8.28. Sei 9(zo,...,xn—1) eine quantorenfreie £ (7)-Formel ohne
Gleichheitszeichen und m eine naturliche Zahl. Man kann effektiv entscheiden,
ob es konstante Terme

0 .0 0 1 41 1 m—1 ym—1 m—1
00t ottt T e

gibt, fiir die die quantorenfreie Aussage

m—1
Y= \/ ¢(ﬁ) = ¢(t85 t(l)v s t%—l)v¢(téa t%’ oo 7t717,—1)\/' ’ 'quj(t(gnil’ t71n71’ o 7t¢::11)
1=0

allgemeingiiltig ist.
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Beweis: Die Formel enthélt womdoglich freie Variablen. Daher ist sie allgemeingiiltig,
genau dann wenn ihre mit V abquantifizierte Form allgemeingiiltig ist. Man
priift, ob sich fiir jedes Symbol R, das in ¢ vorkommt, fiir alle Literalformeln
der Art

(ﬂ)R(S%)’ R 5271)

jeden 3 such mit jedem §" in der Formel unifizieren ldsst, und wihlt suk-
zessive Unifikatoren. Wenn das Unifikationsverfahren erfolgreich endet, dann
priift man, ob die aussagenlogische Formel 1 allgemeingiiltig ist. Sie ist allge-
meingiiltig genau dann, wenn die Formel

V(XOy oy 1, Uy« + - 5 Un—1)

allgemeingiiltig ist (nach geeigneter Umnummerierung). Diese Formel kann man
aussagenlogisch behandeln mit unserem ersten Kapitel. Sie ist allgemeingiiltig,
genau dann, wenn ihre Allabquantifizierung allgemeingiiltig ist. Genau dann,
wenn beide Priifungen positiv enden, ist die Aussage allgemeingiiltig. .

Bemerkung: Jedoch kann man nicht entscheiden, ob es im Satz von Her-
brand ein m gibt, so wie dort (dies zeigt man wie im ersten Godel’schen Un-
vollstandigkeitssatz). Nur bei festem m und gegebenen ¢, j < m, kann man die
Priifung starten. Der Satz von Herbrand gibt eine positive Antwort, wenn die
Formel allgemeingiiltig ist. Doch bis zu welchem m soll man den Suchalgorith-
mus laufen lassen? Wir erhalten also wieder wie im Godel’schen Vollsténdig-
keitssatz und dem ersten Unvollstindigkeitssatz zusammen, dass die Menge der
allgemeingiiltigen .Z(7)-Formeln rekursiv aufzihlbar und im Allgemeinen nicht
rekursiv ist. (Dies ist sie allerhéchstens bei ganz kleinen Symbolmengen 7).
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Kapitel 9

Ein Zeithierarchiesatz

Quelle: Lehrbiicher iiber Komplexititstheorie von Wolgang Paul [12], Papadi-
mitriou [II]. Original Hartmanis und Stearns, 1965 [I7]. Auch in Sipser [16].

Wir greifen nun die Komplexitétstheorie wieder auf und kombinieren sie mit
den universellen Maschinen, die wir im Beweis der Unentscheidbareit des Hal-
teproblems gesehen haben. Dadurch kénnen wir nicht nur vom Entscheidbaren
zum Unentscheidbaren hin diagonalisieren, sondern auch von einer Zeitklasse
(oder Bandklasse) in eine hohere hinein, falls diese beiden Klassen geniigend
unterschiedlich sind. Wir beschrinken uns hier auf die Zeitkomplexitit. Fiir die
Bandkomplexitét gelten dhnliche Sétze.

Fiir r € R sei [r] die kleinste ganze Zahl > r. Fiir r € R sei |r| die grofite
ganze Zahl < r, die ,,groffte ganze Zahl < r”.

Definition 9.1. Sei t: N — N. Die Funktion t heifit k-Band-zeitkonstruierbar
wenn es eine O(t(n)) zeitbeschrinkte k-Band-Turingmaschine gibt, die ange-
setzt auf w die Bindrdarstellung von t(|w|) erzeugt.

Lemma 9.2. Die Funktion t(n) = n ist auf einer 2-Band Turingmaschine
zettkonstruierbar.

Proof. Wir beschreiben eine 2-Band-Maschine M. Die Maschine druckt, falls
w = ¢, eine 0 auf Band 2. Sonst druckt sie eine 1 auf Band 2, und dann bewegt
sie den Kopf auf Band 1 nach rechts. Jedesmal, wenn die Maschine auf Band
1 ein Zeichen # ¢ findet, wird die Binédrzahl auf Band 2 um 1 erhoht, und der
Kopf geht an das rechte Ende der Inschrift auf Band 2 zuiick. Die TM addiert 1
zu der Biné&rzahl, indem sie von rechts alle Einsen durch Nullen ersetzt und die
erste Null von rechts aus durch eine 1 ersetzt. Z.B. 101 + 1 = 110. Nach diesen
Ersetzungen geht die Maschine auf Band 2 wieder an den rechten Inschriftrand
zuriick. Bei jeder zweiten Addition wird eine Stelle verdndert, und allgemein
werden bei jeder 2i-ten Addition i Stellen verdindert und um ¢ Felder wieder an
den rechten Rand gegangen auf Band 2. Is |w| = n, so erhilt man als Laufzeit

[log(n)|+1 n
ot X |zl s
i=1

[log(n)|+1 |log(n)|+1 ;
O i+ n —) = 0O((log(n))? + n) = O(n).
( 2 ; 57) = O((log(n)) ) =0(n)
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Lemma 9.3. Es gibt eine 1-Band-Maschine, die angesetzt auf bin(n) in O(n)
Schritten von n bis 0 zdhlt, d.h. bin(n — 1), bin(n — 1) bis 0 erzeugt.

Satz 9.4. Fir alle k > 2 gilt: Ist T(n) auf einer k-Band-Maschine zeitkonstru-

terbar und ist |
L) Tos(t(n)

n—o0o T(n) =0,

S0 1St
DTIME(T(n))\ DTIME(t(n)) # 0

Proof. Wir dndern die Gédelnummern nochmals ab, so dass sie in {0,1}* sind.
Sei , ¢ {0,1} ein neues Zeichen. Wir beschreiben eine Maschine D. Angesetzt
auf w testet D, ob w von der Form u, v mit u,v € {0, 1}* ist. Wenn w nicht von
dieser Form ist, kann D irgendetwas tun, das Verhalten in diesem Fall spielt fiir
den Beweis keine Rolle.

Ist w von dieser Form, so interpretiert D die Zeichenreihe u als Godelisierung
von M, und erzeugt w’ = u,u,v. Dann simuliert D die Maschine M, angesetzt
auf u,v. D akzeptiert w genau dann, wenn M, die Eingabe w akzeptiert. Es gibt
eine Konstante C', so dass fiir alle u, v, t gilt: Jede Rechung der Lénge t > |u-v]
von M, angesetzt auf w kann von D mit < C'-|u|?-¢ Schritten simuliert werden.
|u| steht fiir die Lange der Tafel, die bei jedem Schritt durchgesucht und an den
Arbeitskopf verschoben wird.

Wir beschreiben eine weitere k-Band-Turingmasche @: Band 1 von () hat 2
Spuren. Auf Spur 1 von Band 1 und auf den Béindern 2 bis k simuliert Q) die
Maschine D angesetzt auf w. Nach Einabe von w erzeugt () zunéchst auf Spur
2 von Band 1 die Binédrdarstellung von 7'(n) und dann von [%1 Spur 2
von Band dient als Zahler und wird nach Simulation eines jeden Schritts von
D um 1 erniedrigt.

Zu jedem Zeitpunkt der Rechnung gibt es ein Feld auf Spur 2 des Bandes
1, das der Kopfposition auf Spur 1 von Band 1 von D entspricht. Dieses Feld
nennen wir das Zentrum. Der Z&hler wird so erzeugt, dass das linke Ende des
Zahlers auf dem Zentrum liegt. Bewegt sich das Zentrum bei der Simulation
eines Schritts von D, wird der gesamte Zéhler um ein Feld in dieselbe Richtung
verschoben. Damit bleibt das linke Ende des Zahlers immer auf dem Zentrum.
Halt D, bevor der Zihler gleicht 0 ist, akzeptiert () die Eingabe w genau dann,
wenn D verwirft. Ist der Zéhler gleicht 0, hilt @ irgendwie.

Die Simulation eines Schritts von D und das Erniedrigen des Zahlers um 1
und das Verschieben um ein Feld erfordern hochstens O(bin(%]) Schritte,

also O(log(T'(n)) Schritte. Insgesamt werden hochstens | logT(’(T?ZL))] viele Schritte

von D simumuliert. Also ist Q O(T'(n) zeitbeschrinkt.
Sei L € DTIME(t(n)), und sei M eine C’ - t(n)-zeitbeschrinkte k-Band-

Maschine, die L akzeptiert. Sei u eine Godelisierung von M. Sein > |ul, T'(n) >
2C" - C - |ul? - t(n) - log(t(n)) und % > C'-C - |ul?. Es folgt % >
C'-C - |uf?-t(n) im Fall T(n) < t*(n) und im Fall T(n) > t*(n). Sei nun
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v € {0,1}* eine Zeichenreihe der Lange n — |u| — 1. Sei w,, = w,v. Dann macht
M, angesetzt auf w, hochstens C” - t(n) Schritte. Die Maschine D simuliert

C" - t(n) Schritte in C" - C - |ul? - t(n) < 1ogT(¥z) Schritten. Also bricht die

n)
Simulation von D durch @ bei Eingabe w, nicht (furch Zeitiiberschreitung ab.
Es folgt

wy, € L(M) < w, € L(M,) < w, € L(D) < w, € L(Q).

Also L(M) # L(Q). =
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Entstehung

Das Skript entstand in der ersten Version im Herbst 2010. Verschiedene Tei-
le des Skriptes waren Gegenstand der Vorlesung ,Logik fiir Studierende der
Informatik” in den Wintersemestern 2010/11 und 2011/12. Ich danke Herrn
Christian Marquardt, der im Wintersemester 2011/12 an der Vorlesung teil-
nahm, fiir Hinweise auf Schreibfehler und seinen Beitrag iiber die Korrektheit
des Modus Ponens.
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