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Kapitel 1

Einfiihrung

Quellen: [1, 2, 5, 8, 11].
Definition 1.1.
e (@, <) heifit Quasiordnung , wenn < irreflexiv und transitiv ist.

e (H,<) heifit Halbordnung , wenn < irreflexiv, transitiv und antisymme-
trisch ist. Die Antisymmetrie sagt: Fiir alle x,y € H gilt: Falls z < y und
y<xsoxr=y.

Im Folgenden steht H fiir eine Quasiordnung.
Definition 1.2 (konfinal).

e (' C H heifit konfinal in H gdw.

Vhe HdeceC. ¢>h

e cf(H) = min{|C| : C konfinal in H} heifit die Konfinalitit von H.
Wiederholung 1.3. cf(cf(a)) = cf(a), und allgemein cf(cf(H)) = cf(H).

Definition 1.4 (regulir). Eine Kardinalzahl s heiit regulér, wenn cf(k) = k.
Eine Kardinalzahl x heifit im Gegenteil dazu singuldr, wenn cf(x) < k.

Satz 1.5. (ZFC) Alle Nachfolgerkardinalzahlen sind regulir.
Beispiel 1.6. cf(X,) = w ist eine singulire Kardinalzahl.

Beispiel 1.7. Die Konfinalitit einer Halbordnung kann singuldr sein, ein Bei-
spiel hierfir ist (H, <) mit

H={(i,j) i <wAj e} und (i,5) < (i, ) < (i=iNj<j).

Definition 1.8 (wahre Konfinalitit). Sei (H, <) eine Halbordnung, die wahre
Konfinalitdt von (H, <) ist definiert, falls es eine konfinale, durch <y linear
geordnete Teilmenge T' C H gibt. Dann ist tcf(H) die minimale Méchtigkeit so
einer Teilmenge H. Andernfalls ist tcf(H) nicht definiert.
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Beispiel 1.9. von Halbordnungen

o No XNy xNogx...=][c,Nn={frw—=V:Vnewf(n) eN,}

e Das Produkt von linearen Ordnungen:

(Ro, <) x (Rp, <) x ... = [[(Rp, <) = ({f: w > V:Vn ewf(n) € Ry}, <)

f<g:=Ynf(n) <g(n)
f<g:=Ynf(n) <g(n)

Anmerkung: Aus f < g und f # g folgt nicht f < g.

Definition 1.10 (<p-gerichtet). Sei p eine Kardinalzahl, (P, <p) eine Halb-
ordnung, dann heifit (P,<p) <p-gerichtet, wenn gilt:

VACP (JAl<pu—3JtePVac A a<t)

Lemma 1.11 (Pouzet). Sei P eine Halbordnung, dann sind dquivalent:
a) tef(P) =\
b) cf(P) = A und (P, <) ist <A-gerichtet.
Beweis

e .a) = b)“: Sei T eine lineare Ordnung mit cf(7', <) = A. Damit ist c¢f(P) <
A

Sei nun A C P beliebig mit |A| < A. Da T konfinal ist, gibt es zu jedem
a € Aeint, €T, so dass a < t,. Die Folge der t, ist eine lineare Ordnung
der Linge |A| < A, daher nach Voraussetzung nicht konfinal in P und
somit durch ein ¢y € T beschriankt. Dieses ty bezeugt die <A-Gerichtetheit,
aus welcher cf(P) > X folgt.

e .b) = a)“: Sei C konfinal in P mit |C| = A, ohne Einschriankung C =
Ua<r Ao mit [Ay| < . Also gibt es wegen der <A-Gerichtetheit zu jedem
Ag ein to mit (Vy < aVa € Ay U{tg: B < a})(a < ty). Setze T := {t4 :
a < A}, dann ist T eine lineare Ordnung die konfinal in C' und damit
auch in P ist.



Kapitel 2

Reduzierte Produkte

Notation 2.1. Fiir jedes a aus einer Indexmenge A sei S, eine lineare Ordnung
mit S, C On.

Definition 2.2 (<j). Sei I C Z(A).
f<rg=({a:nicht f(a) < g(a)} €1I)
(f < g bis auf wenige Fehler)

Definition 2.3 (Ideal (kleine Mengen)).
I C Z(A) heifit Ideal (iiber A oder auf A), wenn:

o eI

e VO, Bel.CUBel

eVCeIVDCC.Del
I heift echt, falls A& I.

Definition 2.4 (Filter (grofie Mengen)).
F C #(A) heifit Filter (iiber A), wenn:

e AcF

e VB.CeF.BNCeF

e VC e FVYDDOC.DeF
F heifit echt falls ) & F.

Bemerkung 2.5. Es gilt: I ist ein Ideal iber A genau dann, wenn {A\ X :
X € I} ein Filter ist und umgekehrt. I ist ein echtes Ideal genau dann, wenn
{A\ X : X € I} ein echter Filter ist und umgekehrt.

Definition 2.6 (Aquivalenzklassen). Sei A der Definitionsbereich der Funktio-
nen f und g.
(f~9)=(f=19):=({aecA: fla) #g(a)} €1)
[flr=f/T:=fv:={h:h=1f}
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Lemma 2.7. =; ist eine Aquivalenzrelation auf [locaSa={f: A=V :Vac
Af(a) € Sat

Beweis Seien f,g,h € [],c 4 Sa beliebig.
e Reflexivitit: {a € A: f(a) # f(a)} =0 € I und daher f =; f.

e Symmetrie: f =; g {a€ A: f(a) #gla)} €I & {a€ A: gla) #
fla)el s g=sf.

e Transitivitét: Es gelte f =7 g und g =; h, also {a € A: f(a) #g(a)} €1
und {a € A : g(a) # h(a)} € 1. Da I ein Ideal ist, ist genauso {av € A :
fla) # gla)} U{a € A: g(a) # h(a)} € I, was eine Obermenge von
{a € A: f(a) # h(a)} ist. Damit ist wegen der Teilmengen-Eigenschaft
fiir Ideale auch {a € A: f(«a) # h(a)} € I und daher f =; h.

_{
Lemma 2.8. Sei I ein Ideal iiber A. Aquivalent sind:
a) I ist mazimal.
b) VBC A (BelIVvA\Bel).
Beweis Ubung. -

Definition 2.9. Maximale echte Filter heilen Ultrafilter.

Satz 2.10. Das Primidealtheorem oder auch Ultrafiltertheorem genannt. Sei X
eine Menge. Jeder echte Filter iber X ldsst sich zu einem Ultrafilter iber X
erweitern. Jedes echte Ideal tiiber X ldsst sich zu einem mazximalen echten Ideal
(auch Primideal genannt) iber X erweitern.

Beweis Die Menge {G C £(X) : G O F,G Filter} zusammen mit der In-
klusion ist eine induktive Halbordnung, d.h., eine Halbordnung, in der jede
aufsteigende Kette eine obere Schranke hat. Nach dem Lemma von Zorn hat
diese ein maximales Element. -

Definition 2.11. Sei a eine Menge reguldrer Kardinalzahlen.

Ha:Ha:{f:fEOna/\VaEa.f(a)ea}

aca

Definition 2.12.

115/ =]](Sa:<on)/I = ({ml fe]] Sa},<1>

acA
flr=A{h:h=1f}<ilgli:&{acA: fla) >g(a)} €1

Dies ist wohldefiniert, da I ein Ideal ist.
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Beispiel 2.13.

e 1. Extremfall: I ist ein maximales Ideal, also {a : f(a) > g(a)} € I oder
{a: f(a) < g(a)} € I. Dann gilt

[flr <1 [g]1 oder [f]r > [g]r

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden Aquivalenzklassen [f]; hiufig mit
ithrem Reprdsentanten [ abgekiirzt.

e 2. Extremfall: I = {0}, dann gilt [ <(py g & Va € Af(a) < g(a).
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Kapitel 3

Clubs und club guessing

Wir betrachten im Folgenden nicht die Klasse der Ordinalzahlen On, sondern
eine geniigend grofie Ordinalzahl k.

Definition 3.1 (Ordnungstopologie). Basis fiir die Menge der offenen Mengen
(1, 0) auf k ist die Menge der offenen Intervalle auf k, also die Menge {(7,9) :
0<~<d<k},wobei (7,0) ={c€r:v<e<d}.

Bemerkung 3.2. Limesordinalzahlen sind die Limites in der Ordnungstopolo-
gie. Die aufsteigende Folge {{a,a) : @ < A} hat den Grenzwert A.
In den Ordinalzahlen ist

Im((i, ;) 13 € I) =lim(ay 17 € I) ésup{a,-:ie[}:Uai:U{ai:iEI} =:1
il

fiir aufsteigende Folgen und fiir Folgen, die zumindest ¥y < [FigVi > iga; >
erfillen. (Da es in On nur Limites nach oben gibt, ist dies die einzige Mdglich-
keit, dass der Limes einer Folge nicht im Bild der Folge ist.)

Definition 3.3 (Haufungspunkte). Sei X C On, X eine Menge, dann ist

acc(X)=accX ={a€On:a=sup (XNa) }
——

echt unter

Héufungspunkte sind Grenzwerte von Teilfolgen.

Definition 3.4 (abgeschlossen). X heifit abgeschlossen, wenn acc X C X bzw.
c(X)=X.

Definition 3.5 (drop, glue). Sei ¢ C On, und sei X C On eine Menge.

sup(cNa) fallscna 0

drop(a, ¢) = drop,(a) = { undefiniert fallscNa =10

Drop(X, ¢) = {drop(e,¢) : a € X} = drop, X
Lemma 3.6 (Eigenschaften von drop und Drop).

1. drop(a, ¢) ist undefiniert oder < a.
drop(a, ¢) = a & a € acc(c)

11
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2. drop(a,c) € cl(c), falls drop(a, c) definiert ist.
3. Drop(X,c) C cl(c)

4. Aus aq < ag und ,drop(aq,c) ist definiert” folgt: drop(ag, ¢) ist definiert
und drop(ai,c) < drop(ag,c). (Diese Regel stimmt fir < nicht)

5. Sei ¢ # 0, dann ist a — drop(a,c) ein Ordnungshomomorphismus auf
einem Endsegment von X.

6. Aus c1 C co und ,drop(a,cy) ist definiert” folgt: drop(c, c2) ist definiert
und drop(a, ¢1) < drop(a, c2).

7. ¢yt € I, absteigend, d.h. f.a. i < j,i,j € I ¢; 2 ¢j. Dann ist fir o, so
dass beide definiert sind, drop(c,c¢;) > drop(c, ¢;).

8. Sei |X| <k, X COn, (¢;:1 < k) C-absteigend und r reguldr. Dann gibt
es ein i(X) < K, so dass sich (Drop(X,¢;) :i < k) bei i(X) stabilisiert.

9. acc(Drop(X,c)) = acc(X) Nace(c)

Beweis des Lemmas 8.: Fiir jedes o € X besteht i(«) := {i : drop(a, ¢;) >
drop(a, ¢j+1)} nur aus Ordinalzahlen einer absteigenden Folge und ist daher
endlich. Aus der Regularitdt von x und |X| < s folgt i(X) := sup{i(a) :
a € X} < k. Es gilt ¢(X) > i(a) fir alle a € X, also stabilisiert sich
(Drop(X,¢;) : i < k) bei i(X). =

Sei nun « eine Kardinalzahl mit cf(x) > Ny.

Definition 3.7. e ¢ C k heifit club (in k), wenn ¢ abgeschlossen (¢ D
acc(c)[Nk]) und unbeschréinkt (Vo € k38 € ¢ f > «) in & ist. Ober-
mengen eines club heiflen ,,im club-Filter liegend”.

e S C & heifit stationir (in k), wenn VC (C club in k — SN C # ().

e N C x heiBt nicht stationéir, wenn 3C' (C clubAC NN = ().
Anschaulich kann man sich vorstellen, dass hier der Reihe nach grofie (Ober-
menge von clubs), mittlere (stationére, nicht im club-Filter liegende) und kleine
Mengen definiert wurden.

Lemma 3.8 (Fodor, Pressing Down). Sei S C k, S stationdr in k mit cf(k) >
w. Sei f: S — k regressiv, d.h. Va € S f(a) < a. Dann gilt:

Jy € k38" C 8,8 stationir Va € S'. f(a) =~
(Jede regressive Funktion ist auf einer stationdren Menge konstant.)

Lemma 3.9. Seien C;, i € I clubs in xk und sei |I| < cf(x). Dann ist ();c; C;
ein clubd.

Bemerkung 3.10. Dual hierzu folgt aus N; (i € I) nicht stationdr, dass
Uier Ni nicht stationdr ist.
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Definition 3.11. Sei cf(k) > w; und (& : i < cf(k)), eine in x konfinale
Folge. Seien (C; : i < cf(k)), clubs in k. Dann ist ein Diagonalschnitt von
(C; : i < cf(k)) definiert als

AgCi:{aE/i:aE m Ci}
{i<cf(k):&i<a}

Im Standardfall cf(k) = x und & =i ist

AC;={a€ekr:ac ﬂCz}

i<a
Lemma 3.12. Diagonalschnitte iiber cf(k) (viele) clubs sind wieder (ein) club.!
Beweis

e Unbeschréanktheit: Sei vy € k gegeben, dann definiere induktiv:

n=min (] G\(o+1)
{i<cf(k):£i<v0}

Yn41 = min N Ci\ (m+1)
{i<cf(k):&<vn}

Die Schnitte sind nach Lemma 3.9 wieder clubs, weshalb die v, wohlde-
finiert sind. Die Folge der =, ist nach Definition echt aufsteigend. Auch
gilt

lim v, € ﬂ Ci

new
{i<cf (k)6 <lim vy, }
und damit ist der Diagonalschnitt unbeschrankt.

e Abgeschlossenheit: Sei § eine Limeszahl und (v, : @ < §) echt aufsteigend
mit v, € AC;. Wir haben

li e A
lim v € N =N N &l
{i<cf(k):&<limg<s Yo} a<d \{i<cf(k):&i<va}

also ist limg«s 7o € AC;.

4

Beweis des Lemmas von Fodor (3.8). Sei f : S — & regressiv. Angenommen,

Vy € k. {a € S: f(a) =7} nicht stationér
= Vyer {aeS: fla) #v}U(k\ S) ist Obermenge eines Clubs C,.

!Die Worte in Klammern haben keinen Einfluss auf den Inhalt des Lemmas, sie zeigen nur
verschiedene Mo6glichkeiten auf, das Lemma in deutscher Sprache auszudriicken.
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Es gilt

f regressiv

{a € S: fla) #7}

Nach Lemma 3.12 ist

faeS: fla)<anfla) £}

AgCi={a€cr:ac ﬂ Ci}
{i<cf(k):&<a}

ein club. Dann ist fiir alle o € AgCj fiir alle v < a  f(a) # 7. Damit
ist f auf dem Club AgCi nicht regressiv, im Widerspruch zur Voraussetzung
,dom(f) = S ist stationdr und f ist regressiv ”. -

Definition 3.13. Sei S C {a < A : cf(a) = k} stationér in A. Eine Folge (Cs :
d € S) heifit club guessing Folge gdw Cs C 0 ein club in 6 vom Ordnungstyp
ist, und

VC C A (C club — {a e S:Cy CCNal ist stationér).

Satz 3.14. Seien k < X beide requlir, k™ < X\ und S C {6 < A : cf(d) = K}
stationdr in . Dann gibt es eine club-guessing Folge C = (Cs : § € S) fiir S.

Bemerkung 3.15. Die Existenz ist ohne die Forderung k™ < X nur konsistent
mit ZFC und folgt nicht aus den Aziomen.

Beweis Mit dem Auswahlaxiom nehmen wir zu jedem 0 € S ein Cg C 4 mit
Cs abgeschlossen in 6 und otp(CY) = k bzw. (C?, €) = (k, €). Setze Ey = \.

Induktiv iiber i < st wihlen wir (C} : § € S N acc(E;)), so dass Cf in §
ist und otp(C{) = x und E; club in A ist. Die Einschréinkung des Definitions-
bereichst auf S geschnitten mit einem club schadet der Aussage nicht, denn
aulerhalb des clubs kénnen wir die Folgenglieder beliebig festlegen.

e Nachfolgerschritt ¢ +— ¢ 4+ 1: Die Induktionsvoraussetzung fiir ¢ ist:
E; C A club, (Ci: 4§ € S) erfiillt Cf club in ¢ und otp(C%) = k.

— 1. Fall: (VC C M\)(C club = {a € S : CL C C N a} ist stationr).
Dann ist der Beweis fertig: (C?, : o € S) ist eine glub-guessing Folge.
— 2. Fall: Es gibt einen Club E', so dass {6 € S : Ci C E'[N]} nicht
stationdr ist. Setze F;y1 = E' N E;, das heifit {§ € S : Cg C E A

C% club in ¢} ist nicht stationér.
Wir setzen for § € SNacc(E;+1), Cg“ = Drop(C%, Ei11) = {drop(a, Ej11)
—_——
' sup(aNFq+1)

a € C§}. Dieses ist ein club in 0.

e Limesschritt i: Sei i < x7 < X ();; E; = E; ist ein club in \. Wir

nehmen fiir ¢f(i) = x C} als Diagonalschnitt frherer Cg, d.h. wir fixieren



Kardinalzahlenarithmetik Winter 2012/13 15

eine aufsteigende konfinale Folge j,, a < k, in ¢ und eine aufsteigende
Folge d,, a < k, in § und setzen

Ci={Bed:(Va<r)(f<ds— BelCl}.
Fiir ¢f(i) < x, nehmen wir als C} den Schnitt der fritheren C’g.

Behauptung. Die Induktion bricht bei einem ig < k* ab.

Sonst setzen wir E := (,_,.+ E;, welches ein club in X ist. Alle C% haben die
Michtigkeit . Daher hat C%, i < kT eine Stabilisierung s(§) < kT, es gilt also

Drop(C’g((S),Es((g)) = Drop(C§(6)+1,E5(5)). Seien 8 < kT und S’ C SN E so,
dass fiir € € §’, s(e) < 8. Nach Definition ist C’f/ ¢ Eg fiir ein g/ € S\ B, da
die Induktion bei § nicht abbricht. Damit ist auch C(‘;(B ¢ E. Es gilt

CPH C By = Ep

und daher drop(C’?url,Eﬁ) # drop(C’?l,Eﬁ) und B > B > s(f’) ein Wider-
spruch. 4

Aus dem Beweis folgt das folgende Korollar.

Korollar 3.16. Seien k™ < X\, S C {d < X\ : cf(0) = K} stationdr, dann gibt
es fiir alle (Cs : 6 € S) mit Cs club in 6 und otp(Cs) = k und fiir alle clubs E’
einen club E C E', so dass

(drop(Cs, E) : § € S Nacc(E"))

eine club guessing Folge fiir S Macc(E') ist.

3.1 Ubungen

Ubung 3.1. Wie sehen Clubs in w aus? Gibt es zwei disjunkte Clubs?

Ubung 3.2. Sei C eine club Menge in &, cf(x) > R;. Ist dann A(C) := acc(C)N
C ={a€C:sup(CNa)=a} club? Ist A(C) = C moglich? Dies geht schon
zur Ubung 3.12 iiber: Wie oft kann man die Bildung C + acc(C) N C iterieren
(mit Durchschnitten in den Limesschritten), bis zur Stabilisierung A(®)(C) =
At (C)? Wie sieht die stabile Menge aus?

Ubung 3.3. Denken Sie an Beispiele:
o N, ., ist eine singuldre Kardinalzahl von iiberabzihlbarer Konfinalitét.
e Endsegmente sind sehr einfache club-Mengen.

e Was passiert mit der Konfinalitét bei stetigen, wachsenden Funktionen f :
A — B, A, B C On Mengen? Kénnen Sie einen Zusammenhang zwischen
cf () und cf(f(«)) finden?
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e Eine ,verriickte“ Halbordnung: Sei (P,<p) die Menge w x w mit der
komponentenweisen Ordnung. Malen Sie diese als Quadrat. Wie sehen
die konfinalen Teilmengen aus? Ist tcf(P) definiert?

Ubung 3.4. Wir betrachten  mit cf(x) > R;. Geben Sie eine moglichst kleine
Familie {C; : i € I} an, so dass

a) alle Cj club in  sind,
b) und N,c; Ci = 0.

Eine Familie heifit moglichst klein, wenn |/| moglichst klein ist. Kénnen Sie
zeigen, welches die optimale Grofie von |I] ist?

Ubung 3.5. Gibt es auch in w; eine stationire nicht club Menge? Kann man
eine angeben? Dies miissen Sie nicht selbst konstruieren, es ist ndmlich nicht
ganz kurz. Die Konstruktion heifit Satz von Solovay und braucht AC. Schauen
Sie unter Theorem 7.19.

Ubung 3.6. Gegeben p, kg, gibt es k > kg, so dass Yo < k, o < K?
Ubung 3.7. Sind Nachfolgerkardinalzahlen regulir?

Ubung 3.8. (*) Gibt es regulire Limeskardinalzahlen? Vorsicht: Denken Sie
daran, dass ZFC nicht alles beantwortet. Vielleicht konnen Sie sich aus einer
anderen Vorlesung oder Quelle an V = L erinnern und dies als Testfall heran-
ziehen.

Ubung 3.9. Gibt es {(a,74) : @ € X1}, so dass
a) fir @ € Ry, 7 € R,
b) und die r, paarweise verschieden sind?

Versuchen Sie eine Antwort in ZFC.
Dies ist wieder eine Sternchenfrage: Geht es auch in ZF? Wie ist es, wenn
man nur (a) oder nur (b) fordert? Geht es dann in ZF?

Ubung 3.10. (a) Gibt es beliebig groe singulire Kardinalzahlen?
(Technisch: Gegeben &, gibt es A > &, so dass A singulér ist?)

(b) Gibt es beliebig grofle Kardinalzahlen mit Konfinalitit w?

Ubung 3.11. Sei g eine beliebige unendliche Kardinalzahl. Gibt es & > ko,
so dass N, = k7
Hinweis: Probieren Sie eine Iteration:

e kg ist wie oben.

o Fiir n € w sei kpq1 1= Ny, falls N, > k,. Falls dies nicht der Fall ist,
brechen wir ab und sind fertig.

e Falls alle k, definiert sind, setzen wir k., := supk,. Ist dann k., ein
Fixpunkt? Woran liegt das?
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Uberlegen Sie sich, welche der Thnen bekannten Operationen von F': On — On
stetig sind und welche nicht. F' heifit stetig, wenn fiir alle Limites A\, F'(\) =
sup{F(a) : a < A}.

Ubung 3.12. Gegeben eine Menge X, definieren wir fiir # € On eine Art
Cantor-Bendixson-Ableitung A (X) wie folgt:

a) AO(X):=X.

b) AD(X) = A(X) :=acc(X) N X.

¢) AUHD(X) := A(AV(X).

d) AN(X) := Npey (AP (X)) fiir A Limeszahl.

Finden Sie ein Ordinalzahl o, so dass A® (a) = @ aber A (a) # 0 fiir i =
0,1,....4.
(Erinnerung: Falls & € On, ist a = {£ € On : £ < a})

Ubung 3.13. Sei C; := {Ry+j : j < i} fiir i € On. Gibt es ein Menge X C On
so dass drop(X, C;) fiir moglichst viele ¢ verschieden ist? Dieses ,,moglichst viele”
héngt von X ab.
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Kapitel 4

pcf(a) und das Ideal J_y(a)

In diesem Kapitel ist a eine Menge regulédrer Kardinalzahlen.
Definition 4.1.

(ITe-1) = (I )

aca

Definition 4.2.

pcf(a) = {tcf (H a/l, <]> : I Ideal auf a}

aca

= {tcf (H a/U, <U> : U Ultrafilter iiber a}

aca
Definition 4.3. a heifit progressiv, wenn |a| < min(a).
Definition 4.4. a heifit stark progressiv, wenn |a|* < min(a).

Falls a progressiv ist, kann man fiir die meisten Uberlegungen zu dem stark
progressiven a’ = a \ {min(a)} iibergehen. Viele Funktionswerte fiir uns inter-
essierende Funktionen sind fiir @ und @’ identisch. Daher ist die Annahme, dass
a stark progressiv ist, meistens keine weitere Einschrankung, wenn man schon
die Progressivitéit von a angenommen hat. Die Annahme der Progressivitét ist
fiir viele Rechenschritte wesentlich.

Definition 4.5. b C a erzwingt Kofinalitdt < A, wenn

fiir alle Ultrafilter D auf a gilt: b€ D = of ([Ta;p) < A
Definition 4.6. J_)(a) = {b C a: b erzwingt Konfinalitdt < \}.
Bemerkung 4.7. J.y(a) ist ein Ideal tiber a.

Beweis

e Sei b€ Joy(a) und ¢ C b, dann ist ¢ € J-y(a).
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e Seien nun by, by € Joy(a), dann ist zu zeigen, dass by U bs € Joy(a). Sei
D ein Ultrafilter auf a und sei by Uby € D, dann gilt, da D ein Ultrafilter
ist, by € D oder by € D. Da by, by € Jea(a), ist cf([Ta,p) <A

Satz 4.8. [[a,;_| () ist < A-gerichtet, also

VB C Ha/’]<>\(a). (|1B] < A= B hat eine <;_, (q)-obere Schranke)

Beweis Induktion tiber |B|:

e 1. Fall: |B| < |a]™ < min(a). Fiir « € a definieren wir f(a) = sup{g(«) :
g € B}.! Fiir alle g € B gilt daher g < f.

e Nachfolgerschritt: Es gelte |a|t < |B| = u < A, wobei p = v*. Wir
nehmen B, o < p, so dass |By| < pund B = B,,. Wir wihlen eine
<J_,(a)-aufsteigende Folge wie folgt:

a<p

— go als obere Schranke von By

— ga als obere Schranke von B, U {gs : f < a}.

Nach der Induktionsvoraussetzung hat B, U {gs : f < a} jeweils eine
obere Schranke, da |Bo| + {95 : 8 < a}| < p. Nun wird eine Hilfsfolge
hg, 8 < |a|T definiert:

Induktionsanfang: hg = go bzw. hg € [go]s

Limesschritt: Sei § eine Limeszahl, und seien hs fiir v < § schon definiert.
hs(a) = sup{h~(c) : v < 8} fiir 6 < |a|*

Nachfolgerschritt 6 — 6 + 1: Falls h;s eine obere Schranke fiir (g5 : 8 < p)
ist, so ist der Beweis schon fertig. Wir brechen dann die (innere) Induktion
ab und behalten das gut hs.

Wir nehmen also an, dass h;s keine obere Schranke von (gg : 8 < p) ist.
Dann gibt es ein iy < p, so dass gi,£;_, (o) [holj_, (a)- Setze bfg = {y:
Gis (7) > hs(7)} ¢ J<a(a). Ohne Einschrénkung ist 45 minimal. Auch jedes
grofie o hat diese Eigenschaft: Voo > i5 (ga £ j_, (a) [h(g]JQ(a)/\b‘gZ ¢ Joa(a)).
Da bgé nicht Konfinalitdt <A erzwingt, gibt es einen Ultrafilter D auf a,
so dass bfé € D und cf(J[][a/D) > A. Daher gibt es ein [f]|p, so dass fiir
alle o < p [f]p >p [9a]p gilt. Definiere nun hsi (o) = max(hs(a), f(a))
punktweise, somit ist hs1(a) > hs(a).

Fiir alle o < pist 05" ¢ D, da {y € a : hsi1(y) < g(7)} ¢ D, da
hs+1 >D go fur jedes go. Fiir a > 5 ist bg e D.

Nach dem Schubfachprinzip mit |a|T < p und |a|-vielen is, gibt es ein
Qlsup, S0 dass

(V6 € |a]")(is < asup < p).

'"Der Ausdruck ,,g € B¢ steht fiir ,,[g]; € B, allerdings werden aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit hier und im Folgenden die Klammern weggelassen.
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Falls die innere Induktion nie (bei einem Nachfolgerschritt) stoppt, haben
wir also <bgsup : 0 < |a|t), eine streng absteigende Folge von Teilmengen
von a. Dies ist ein Widerspruch, und daher hort die innere Induktion an
einer Stelle im Nachfolgerschritt auf. Wir haben also den Nachfolgerschritt

der duleren Induktion beendet.

e Limesschritt: Ist | B| regulér, so ldsst sich der Limesschritt wie der Nach-
folgerschritt beweisen, da im Nachfolgerschritt nur benutzt wurde, dass
|B| reguldr ist. Daher sei ohne Einschrinkung |B| singulér, es gilt also
cf(B) < |B| < A und es existieren B; mit

IBl= |J Biund|Bi]<|B|
i<ct(|B))
Nach der Induktionsvoraussetzung hat fiir jedes i < cf(|B|) B; eine obere
Schranke f;,p € [[a/D. Da cf(|B|) < |B| liefert die Induktionsvorausset-
zung angewandt auf {f;/D : ¢ < cf(|B])} eine obere Schreanke zu dieser
Menge. Da <p transitiv ist, ist diese obere Schranke eine obere Schranke
fiir ganz B.

Korollar 4.9. Wenn cf ([[a/D) < A, dann gibt es ein b € D, so dass b Kon-
finalitat <\ erzwingt.

Beweis Angenommen, es gibt kein b € D, so dass b Konfinalitdt <\ erzwingt.
Dann gilt D N J-y(a) = 0.

Die Voraussetzung des Korollars liefert ein g < A mit cf ([[a/D) = p < A
Sei also (ga/D : a < p) konfinal in [[a/D. Da <;_, () <A-gerichtet ist, gibt
es ein g, so dass (Yo < p)(g9a <J_,(a) 9)- Dann ist auch fiir alle a < 1, g >p ga,
da D N J-y(a) = 0. Dann widerspricht ¢ >p g, (o < p) der Tatsache, dass
(g : o < p) konfinal in [[a/D ist. =

Korollar 4.10. Fiir alle Ultrafilter D auf a gilt

of <Ha/D> < A& DN Joy(a) # 0.

Beweis Die Vorwirtsrichtung wurde eben gezeigt, die Riickrichtung folgt
aus Definition 4.5 (erzwingen). =

Bemerkung 4.11. Figenschaften von J-y(a):
1) p< A= Jepla) C Jar(a)

2) Sei X\ eine Limeskardinalzahl, dann gilt
Jaa(a) = | Jeu(a).
pn<A

(Zusdtzlich kann p regulir gefordert werden.)
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Lemma 4.12. \ € pcf(a) & Joy(a) € Joy+(a)
Beweis

p=“ Sei b € J_y+(a)\ Jea(a). Nun nehme man D, so dass b € D und D N
Jox(a) = 0, dann gilt cf (Ja/D) = X, wobei < AT aus der Wahl von b
folgt und > A aus Korollar 4.10.

,=“ Aus A = cf ([[a/D) < AT folgt die Existenz eines b € J_y+(a) N D aus
dem vorigen Korollar. Es gilt DNJ<)(a) = 0, daher ist ) # J_y+(a)ND =
(Jar+ (@) N D)\ (Jar(a) N D) € Ty (a) \ Jax(a).

Korollar 4.13. | pcf(a)| < 219

Beweis pcf(a) kann injektiv in die Differenzenmengen der aufsteigenden Fol-
ge (Joa+(a) : A € pcf(a)) abgebildet werden. Es gilt J_ +(a) € Z(a) und
|Z(a)| < 209l Jede Wohlordnung von 2/% hat die Linge < (2‘“|)+, also auch
die Wohlordnung (J_y+(a) : A € pcf(a)). =

Bemerkung 4.14. Nach diesem Zihlargument ist a € J-y(a) fir ein geniigend
grofles A\, zum Beispiel fiir A\ € Card \(max(pcf(a)) + 1).

Bemerkung 4.15. Wir werden spdter Erzeugende by C a von J_\+(a) einfiihren.
Falls {by : X\ € pcf(a)} eine disjunkte Verfeinerung (disjoint refinement) hat,
so ist |pcf(a)] = |a|. Sei X C P(A). Dann heifit Y C ZP(A) disjunkte Ver-
feinerung von X, falls es eine Bijektion f: X — Y gibt, so dass fir z € X,
0 # f(z) € x und fir x # 2/, f(z) N f(z') = 0. Die Gleichung |pcf(a)| = |al
heift die pcf- Vermutung. Sie ist seit 1989 offen.?

Bemerkung 4.16. min{\ : a € J.)(a)} ist eine Nachfolgerkardinalzahl k¥,
denn fiir eine Limeszahl v gilt J<(a) = Uu<7 J<u(a). Daher gibt es ein D auf
a mit [[a/D = k.

Lemma 4.17. Wenn min(a) > | pcf(a)|, dann ist pcf(pcf(a)) = pef(a)

Beweis: Fiir den Beweis verwendet man einen Limes von Ultrafiltern, auch
bekannt als Ruden-Frolik-Summen. -

Definition 4.18. Sei (f,/I : @ < ) eine <j-aufsteigende Folge.
e f heifit obere Schranke, wenn Vo f, <y f.

e f heifit kleinste obere Schranke (lub%), wenn (Va)(fa <1 fA(Yg)(Vafa <1
9 f<19).
2Sommer 2013: Moti Gitik hat Gegenbeispiele, aber nur fiir den Fall, dass a kein Intervall
ist.
3least upper bound
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e f heifit minimale obere Schranke, wenn Vo f, <; f AVg (Va fo <7 g —
g &1 f)

Bemerkung 4.19. Die Definition einer minimalen oberen Schranke wird nur
fiir die Vollstandigkeit gefiihrt, da im Folgenden gilt, dass f genau dann eine
minimale obere Schranke ist, wenn f eine kleinste obere Schranke ist.

Beweis: Wenn in einer Halbordnung (H, <g) je zwei Elemente ein Minimum
haben, so ist jede minimale obere Schranke einer Teilmenge F' der Halbordnung
auch kleinste obere Schlanke eben dieser Teilmenge. min(f, f’) ist das Minimum
von f und f’, falls es < f und < f’ ist und falls fiir jedes g <gy f, g <g f' gilt:
g <y min(f, f'). Sei f minimale obere Schranke von F. <y=<; hat Minima.
Annahme f ist nicht die kleinste obere Schranke. Dann gibt es eine weitere obere
Schranke von F', so dass f £y f’. Dann ist min(f, f') <p f, und auflerdem gilt
fiir jedes g € F, g <y min(f, f').

Lemma 4.20 (Ein Teil der Shelah-Trichotomie). Sei D ein Ultrafilter auf s,
A> kT und (fo/D : a < \) echt aufsteigend in On"/D. Dann gilt entweder

a) (fo/D :a < ) hat eine kleinste obere Schranke in On®/D oder

b) Es gibt S, mit |S,| < K fir o < k und S, C On, so dass gilt:

o = H Sa/D schneidet (fo/D : a < \) konfinal,

ack
d.h. Yoo < A3h € /3B < X\ (fa/D < h/D < f3/D) und cf(e/) > \.

Bemerkung 4.21. Das Lemma ist auch richtig, wenn D nur ein Filter auf
ist. Diese stirkere Variante hat einen deutlich lingeren Beweis und wird fir die
Vorlesung nicht bendtigt.

Beweis Induktiv wird iiber 8 < s eine Folge hg, 8 < k™, konstruiert, so
dass fiir alle 8 < kT die Funktion hg eine obere Schranke von (fo/D : o < A)
ist.

e Induktionsanfang: Fiir v € X sei f, ein Représentant von f,/D. Dann
setzen wir fiir 5 € a, ho(B) = sup{fy(B) +1:v < A}

e Nachfolgerschritt: Sei hg schon definiert und eine obere Schranke in <p
von (fa : o < A). Ist hg eine kleinste obere Schranke, so ist der Be-
weis schon fertig. Andernfalls existiert ein h <p hg, so dass h eine obere
Schranke von (fo/D : a < A) ist, dann setze hgiq := h.

e Limesschritt: Sei # < kT, 3 eine Limeszahl und seien h, fiir alle v < 3
schon gewéhlt. Es gilt h//D <p hy/D fiir v < ' < B. Fiir § € & setze
S’? = {h,(6) : v < f}. Dann gilt ]S?\ < k. Fir @ < A und 0 € « setze

9a(0) = g2(0) = min (S5 \ (fa(8) + 1) > fa(0)

Es gilt Voo < A,y < B. go/D < hy/D. Auch gilt fiir alle o« < o/ < A
9o/ D < gor/D. Nun sind zwei Fille zu betrachten:
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— Ist g, @ < A schliellich konstant, dann gibt es ein ag < A so dass
fir alle o,/ > a9 ga/D = gor/D gilt. hg/D wird nun als g,,/D
definiert. Dann gilt hg/D <p hyy1/D < hy/D und hg/D = go/D >
fa/D, also ist hg/D eine obere Schranke fiir ein alle « < A, da f,/D
aufsteigend ist.

— Ist go/D nicht schlieBlich konstant, dann gilt: (ga/D : a < A) be-
zeugt, dass [[sc, S5/D die Folge f konfinal schneidet, also gibt es
ein o/ < amit go/D <p for/D <D go/D < for/D.

Behauptung. Die induktive Definition der hg stoppt bei einem < k% im
Nachfolgerschritt oder im Limesschritt.

Beweis Angenommen, wir haben hg, 8 < T und S5 = {h,(d) : v < st}
Setze g, (5) = min(Ss \ (fa(6) + 1)), dann gibt es nach dem Schubfachprinzip
fir jedes @ < X ein (o) < kT so dass V§ € k3B < B(c). G.(6) = hp ().
Nochmalige Anwendung des Schubfachprinzips auf die Farbung B:A— kT,
o — B(a) liefert die Existenz von 8 < kT und H C \, wobei H konfinal in X ist
und fiir alle o € H (a) = B gilt. Wurde die induktive Definition von hg, hg1
weiter gefithrt, so braucht g, fiir alle & € I nur einen Wertebereich bis ().
Dann ist der Stabilisierungswert von <gg /D : o < A) = hg/D =7g,/D. eine

obere Schranke, und im Gegensatz zu unserer Annahme nicht die Induktion ab.
_{
Damit ist der Satz bewiesen. -

4.1 Ubungen
Ubung 4.1. Ist pef(a Ub) = pef(a) U pef(b)?
Ubung 4.2. Gilt a Cb = pcf(a) C pef(b)?

Ubung 4.3. Zeigen Sie: {tcf([Ja/I) : I Ideal auf a} =
{cf(]]a/I) : I maximales Ideal auf a}.

Ubung 4.4. Seien k, A wie im Satz iiber die Existenz einer club guessing Folge,
und zusétzlich sei nun s > Vy. Zeigen Sie: Fiir ¢§ konnen wir acc(c) N E,)
nehmen und den Beweis hiermit durchfiihren.

Ubung 4.5. Das ,oder“ in Lemma 4.20 (,ein Teil der Shelah Trichotomie*),
ist kein ausschlieffliches oder. Wir betrachten ein Beispiel:

Definiere A := {®; : k € w\ {0}}. Fiir X € A ist Sy, := {Nypyi 1 7 € w}.
Dann nehmen wir f;, € []je gy /1 mit I := {0} wie folgt:

Sa(Rg) = Reg ko
a) Hat (f,/I : n € w) eine kleinste obere Schranke in (On“, <r)?

b) Wie sieht es fiir maximale Ideale auf A aus?
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Ubung 4.6. Eine lub f/I von (f,/I : a < )) ist eine eub (genau obere Schran-
ke) genau dann, wenn

Vo(g/I <r [/T = Fa e Mg/l <1 fo/I))

a) Sei g/I eub von (fo/I:a < A), und J D I.Ist g/J eub von (fo/J : a <
A)?

b) Falls D ein Ultrafilter ist, g/D lub von (fo/D : o < A\) = ¢/D eub.

¢) Hat die Folge (f,,/I : n € w) von Ubung 4.5 eine eub in On*/I?

Ubung 4.7. Sei I = {a C w : a endlich}. Wir betrachten eine Folge (f,/I :
n € w), so dass f,/I € w?/I, und f,/I <1 fny1/I.

a) Gibt es eine obere Schranke?

b) Geben Sie ein Beispiel an, das eine obere Schranke aber keine kleinste
obere Schranke (lub) hat.

(x) Geben Sie ein moglichtest schwaches hinreichendes Kriterium dafiir, dass
(fn/I : n € w) keine kleinste obere Schranke hat.
Ist das von Thnen gegeben Kriterium auch notwendig?
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Kapitel 5

Der Intervallsatz

Definition 5.1. Der Limes {iber einen Filter ist wie folgt definiert:

lién(a) =min{y VB </ (Be€On—={aca:B<a<y}eD)}

Satz 5.2. Intervallsatz. Seien A = cf ([[a/D) und p = limp(a). Dann gibt es
fir jedes regulire N mit p < N < X\ ein o' mit |a'| < |a| und einen Ultrafilter
D’ auf d’, so dass gilt:

1- /: f( / D/) — /

ima’ = p und ¢ Ha/ A

Beispiel 5.3. Sei D ein Hauptultrafilter. Also gibt es ein o« € A mit D = {b C
a:a €b}. Dann sind p=limp(a) = a und A =cf ([[a/D) = a.

Notation 5.4. Fir zwei Kardinalzahlen pn und X\ steht (@, A)reg fiir das Intervall
zwischen p und A, das nur requldre Kardinalzahlen enthdlt.

Korollar 5.5. Ist a = (3, tt)reg und A € pcf(a), dann gibt es zu jedem N €
(1, N)reg €inen Ultrafilter D" auf a, so dass cf ([[a/D") = X.

Beweis des Satzes 5.2:

Wir nehmen eine Folge (f,/D : a < A), die konfinal in [Ja/D liegt, wobei
(fa/D : a < X) echt aufsteigend ist.
(€o : o < \') heifit silly square, wenn fiir alle o < X gilt:

® 60 C ()

o |G, <N

o JE, € 6,. (Ey club in a A otp(E,) = cf(a))

o V< aVE € %6,. ENB € %3
Behauptung 1. Es gibt eine silly square Folge (€, : o < \')

Beweis: Sei fiir 5 < X, 8 Limeszahl, Eg C § club und otp(Eg) = cf(5)
s ={E,NB:v <N} =

Wir definieren nun (fy : a < \):

27
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e fo/D € []a/D beliebig.

e Scien (f, : v < ) schon definiert und 8 < \'. Wir nehmen hg/D > f.,/D
fir alle v < f8; so ein hg/D gibt es, da cf ([[a/D) = A > B. Fir a € a,
E C )X definieren wir

gg(a) = max(hg(a),sup{ fy(a) : v € E, falls o > otp(E)}) > hg(a).

Damit ist die Induktion beendet.
Da N < X und |63| < X gibt es fg/D >p <gg/D : E € 63).
Wir stellen fest, dass g = limp a eine Limeskardinalzahl ist, denn D ist ein
freier Ultrafilter.

Sei 4/ < pund daher p'* < p. Es gibt fiir jedes regulire v < A’ Ordinalzah-
len 8 € A mit ¢f(8) = v. Wir nehmen 3 € A mit cf(8) =v = p/'*.

Lemma 5.6. Es gibt kein p/ < p mit |a|t < p und keine Familie So, o € a,
|Sal < i/, so dass [],c, Sa/D konfinal in (fg/D : 5 < X') schneidet.

aca
Beweis Angenommen doch: Seien S,, o € a mit |S,| < p und [[Sa/D
schneidet konfinal, also

Vy < X3ky € [[Sa/D I > 7,9 < N. f,/D <p ky/D <p fy/D.

Es gibt eine club Menge B C )\ so dass

Vv, € B. (’y <+ =3k [[ Sa/D. f,/D < k/D < fv/D> .

aca
Induktiv wird nun eine Folge g, 8 < X.
e 79 € X beliebig.

e Talls § eine Nachfolgerzahl ist, definiere 75 > sup{vs : 8 < 0}, so dass es
ein k € [[pey Sa/D gibt mit (f,)/D < k/D < (fy,)/D.

aca

e Ist § eine Limeszahl, setze v5 = Ug_5 75

Nun wihlen wir ein @ € a mit |a| = (/)1 und setzen E = {5 : 8 < a}.
Dann nehmen wir fiir jedes § < « ein zg € a, zg > i/, so dass f,m(acg) <
gy (v5) < f’m+1($5) fir £ = {75 : 6 < xg}. Der Ordnungstyp dieses E ist
gerade noch klein genug. Da |a| < X, gibt es ein z € a so dass es |al|-viele 3
gibt mit xg = =. Dann ist |S;| > |a| wegen der Definition der g%. Damit ist das
Lemma bewiesen. -

Wir wenden die Shelah-Trichotomie an und erhalten

(39)(g>p (fa:a < N).

Ohne Einschrédnkung seien alle g(a) < « fiir alle @ € @ und {o € a :
g(a) ist eine Limesordinalzahl} € D, falls nicht wéhle ¢'(a) = g(a) — 1 fiir
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Nachfolger bzw. ¢'(a) = |Jg(«). (Es ldsst sich sogar annehmen, dass g(«) eine
Limeszahl fiir alle o € a ist.) Nun fixiere fiir jedes o € a ein S, C g(a) club
mit otp(Sy) = cf(g(w)), daher gilt insbesondere |S,| = cf(g(a)).

Behauptung 2. lim,ep cf(g(a)) = p

Beweis Angenommen, es gibt ein b € D und y/ < p, so dass cf(g(a)) < p/
fiir alle o € b. Dann kann fiir gegebenes fy € N ein ¢' € [], ¢, Sa gefunden
werden, so dass fg,/D < ¢'/D < g/D, da alle g, Limeszahlen sind. Zum
Beispiel ¢'(a) = next(fg, (), Sq) = min{s € S, : s > fz,(e)} wann immer
f8,(a) < g(). Da g kleinste obere Schranke ist, gibt es ein §; € A, so dass

fa,/D < g//D < fp/D
und daher schneidet [], So/D die Folge (f3 : < X’) konfinal, ein Widerspruch

zu Lemma 5.6. =

Behauptung 3. cf ([, Sa/D) =N

Beweis Fiir jedes 5 € X gibt es bg € D, so dass a € bg — fg(a) < g(a) nach
Definition von fg/D <p g/D. Definiere nun:

— | next(fs(),Sq) falls € bg
fﬁ(a) o { fﬂ sonst.

acx

Es gilt f3/D < g/D, da alle g(a) Limeszahlen sind. Behauptung 3 wird nun
mit zwei Unterbehauptungen bewiesen.
Behauptung 3.1. {fz : 8 € X} ist konfinal in []
cf ([Tpeq Sa/D) < X.

Beweis Sei f € [[ Sa, dann folgt aus der Definition der S, dass f/D < g/D,
aber g/D ist kleinste obere Schranke der fgz, also gibt es ein § € X, so dass

fID < fs/D < f3/D € Ilaeq Sa/D- B

Sa/D, das bedeutet

aca

Behauptung 3.2. Es gibt keine kleinere konfinale Familie.

Beweis Angenommen {hg : § < X'} C [[Sa/D, wobei \” < X. Zuerst
finden wir ein Sy € X, so dass jedes hg, § € X" eine obere Schranke in {f3 :
B € o} hat. Dann wihlen wir fiir jedes 3 € By ein v, so dass fz/D < frs/D-
Dies ist moglich, da f73 < g/D und g eine kleinste obere Schranke ist. Wéhle
nun S = sup{ys : B € Bo}. Es gilt

fs/D < f3,/D < fg, € <H Sa> /D

aca

Daher ist f3, eine obere Schranke von {hg: 8 < \'} -

Definiere nun o’ := {cf(g(a)) : @ € a} und
AeD s {a€ca:cf(g(a)) € A} € D.
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Behauptung 4. limp a’ = p

Beweis Falls ¢/ < p, wissen wir mit Behauptung 1, dass {a € a : c¢f(g(a)) >
@'} € D. Nach Definition von D" ist {a& € a : a > p/} € D’ und daher
limp: o’ > p'. =

Behauptung 5. cf ([[da'/D’) =N
Beweis Der Beweis erfolgt mit drei Unterbehauptungen.
Behauptung 5.1. Es gibt eine in [[a'/D’ konfinale Familie der Grifie N'.

Beweis Zuerst definiere Fy, : Sy, — cf(g(a)) durch Fy(x) = otp(x N Sy).
Definiere

75 (ct(g(@)) := sup{Fa(f3()) : 7 € a A cf(g(a)) = cf(g(7))}-

_{

Fiir D-viele a, haben wir El(cf(g(oz))) < cf(g(a)), daher gilt auch Tgl(a) <
o fir a € a.

Behauptung 5.1.1. <f7;/ : B e XN) ist konfinal in [[d’/D.

Beweis Nehme [’ € [[a/, dann definiere f € []
Kollaps:

S, durch den Lift bzw.

aca

fla) = FH(f'(cf(g(a))

Wegen der Konfinalitit der f3 in []So/D gibt es ein 8 € X, so dass fz > f.
Dann gibt es D-viele a € a, so dass

F'(cf(9(a))) = Fa(f(c)) <on Fal(fs(@)) <on f5 (cf(g(a))).
Daher ist (fj : 8 € A) konfinal in [[a'/D. =

Aus der obigen Behauptung folgt cf ([[a’/D’) < N
Behauptung 5.2. cf ([[d'/D’) > N

Beweis Es wird gezeigt, dass keine Familie, die kleiner als )\’ ist, konfinal ist.
Nehme hierfiir {hj; : B € X"}, wobei A" < X. Jedes hj liefert ein hg € [[Sa/D,
aber cf ([Tycq Sa) = X, daher gibt es eine obere Schranke fz € [] Sq. Daher

beschréinkt f7g {h: B €X'} in [[a'/D". =

Somit ist der Intervallsatz bewiesen.



Kapitel 6

Der Satz von Silver iiber die
Exponentiation

Satz 6.1. Wenn k eine singulire Kardinalzahl mit cf(k) > w ist und E = {p <

K12 = pt} stationdr in s ist, dann gilt 2% = k.

Definition 6.2. Wenn S C On und wir fiir jedes o € S ein 5, C V haben,
dann sagen wir F' C [], cgBa ist fast disjunkt, falls es fiir alle f,g € F mit
f # g ein ag € S gibt, so dass

Va e S\ ap. fla) # g(a)

Erinnerung 6.3. f € [] cq Ba ist eine Auswahlfunktion, also f : S — | Ba
mit f(a) € Bay.

Definition 6.4. Eine Funktion f : A — k wird als normal bezeichnet, wenn sie
streng monoton wachsend, (in k) konfinal und stetig ist.

Lemma 6.5. Sei w < A = cf(A) = cf(A\) < k=2 :=J, 27 und es gebe
eine normale Funktion e : X — k, um die Notation zu vereinfachen definiere
ko = e(a) fiir jedes a. Dann hat fiir jedes stationdire S C A jede fast disjunkte
Familie F von [],cg Ka die Kardinalitit hochstens k.

Beweis Bemerke, dass C' := {a € X : lim(a)} club in A ist, also ist SN C
stationdr. Bemerke auch, dass . [ SNC = {f | SNC : f € F} fast
disjunkt ist. Also enthélt S ohne Einschrinkung nur Limeszahlen. Nehme nun
f € % und bemerke, dass f(a) < kq. Wihle zu jedem « ein 5, < «, so
dass f(a) < kg, < Kq und definiere g(a)) = 4. ¢ ist regressiv und auf einer
stationdren Menge definiert.

Nach dem Lemma 3.8 (von Fodor) fixiere ein f € X\ und eine stationére
Menge Sy C S, so dass fiir alle « € Sy aus g(«) = f gilt. Daraus folgt f(o) < kg
fiir alle o € Sy. Da Sy stationir ist, identifiziert f [ Sy f eindeutig innerhalb
von % . Es gilt:

f[SfEU{uT:Tg)\,NEK;}

Wir wissen |p?] = pl?l < pr < 2max(wd) < 9<F — k. Das Lemma ist mit
|.Z| < (2) - k) - k = Kk bewiesen. =
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Lemma 6.6. Sei (P, <p) eine partielle Ordnung, so dass ¥p € P. |{q € P :
p£pq}| < k. Dann gilt |P| < k™.

Beweis Fiir jedes p € P definiere P, := {q € P : p £p ¢q}. Zorns Lemma
angewandt auf die partielle Ordnung

({f:(6,€) = (P,<p) | § € On, f streng monoton wachsend}, C)

liefert ein maximales f : 6 — P. Beachte, dass Vg € P3a € 6. f(a) £p q.
Dann ist P = Uyes Pr(a)- Es gilt, dass fla] := {f(B) : B € a} C Pj(q). Daher
lo] = | fle]] < K, aber 6 = J, 45 @, daher |§] < kT und somit |P| < [0] -k < KT

_|

Bemerkung 6.7 (Magidor 1977, [9, 10]). Con(grofie Kardinalzahl) — Con(¥n. 280 <
Ry, und 2% =R, o)

Fakt 6.8. Sei f: X\ — k normal und unbeschrdinkt, dann gelten
a) C C X club in X & f"C club in k
b) S C k stationdr in k < f_lﬂS C \ stationdr in A
Beweis

a) Da C unbeschrénkt ist, ist auch f”C unbeschrinkt, denn fiir 5 € A gege-
ben existiert ein a € A mit f(a) > f(B). Daher 3o/ > o,/ € C. f(d') >
f(a) > f(B). Da C abgeschlossen und f stetig ist, ist f”C abgeschlossen.

b) Sei S C k stationér, angenommen f_ll/S C X nicht stationér. Sei C' C A
club, so dass C'N f~1"S = 0. Dann ist f”C C & club. Es gilt f/(C)NS =
——

club
fenyf -1g ) = (0, im Widerspruch dazu, dass S stationir in x ist.

_{

Beweis[Beweis von Satz 6.1 (von Silver)] Anwendung von Teil b): Sy = {a <
cf(k) : ko € E} ist stationdr in cf(k). Definiere die Kodierung:

Foode : P(k) = [[ P(ka), A fa=(ANkqa:a€Sp).

aESp

{fa : A C K} ist eine Menge fast disjunkter Familien, denn aus A # B folgt
Jag € (A\ B)U (B \ A) und es existiert ein 3, so dass kg > «ap. Dann ist
fa(B") # fp(B') fiir alle B > B.

Da fiir A # B C k f4 fast disjunkt von fp ist, ist inbesondere f4 # fp, also
ist A f4 injektiv. Fiir o € Sp gilt | P (kq)| = 2% = kL. Seien by, : 2% — kT
bijektiv fiir v € Sp, dann definiere

fa(@) = ba(ANkKy) € KT

(67
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Dann ist auch {f4 : A C k} = {fa : A C k} bijektiv. Nun wird abgeschnitten:
Seien f,g € [nes, K- Wir definieren

f <cup g := Jclub C C cf(k) Va € Sy N C. f(a) < g(a)
Nun stellen wir fest:

1. < lup ist transitiv

2. Vg € [1aes, Fa- Hf : g Zaun f} < K.

Beweis
1. Der Schnitt zweier clubs ist wieder club. —

2. Seil g £oup f, dann ist S = {a € Sp: f(a) < g(a)} stationér. Definiere

Fog={f18:fe{fa:ACk},f1S€e [[lsa)+1)}

a€esS

Dann ist

U Fsg={fa:ACk}
geHaESO Kz

SCSo

Jedes Fg 4 erfiillt die Voraussetzung von Lemma 6.5, denn wir haben,
dass S stationdr ist und Fs4 C [],cgka- Daher ist nach dem Lemma
[Fsgl < k.

Es gilt U;QSO Fsg={f:f#cuw 9}

stat.

Wir haben

U Fsg| <12(S0)||Fsgl.

SESo —oct(r)

Nach Voraussetzung existieren konfinal viele £, < £ mit 2% = 1. Wir nehmen
ein Ky, S0 dass kq, > cf(k), damit ist 25(%) < 2%e0 = k% < k und damit ist
|Uscs, Fsgl < k- k= k. 4
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Kapitel 7

Jonsson-Algebren

Definition 7.1 (Jonsson-Algebra, 1972). 2 = (A, (fi)icw) heifit Jonsson-Algebra
genau dann, wenn fiir alle algebraischen Substrukturen B C 2 gilt:

|B|=|A|=B=A
Beispiel 7.2. o (w,0,5) mit S:n—n+1 ist eine Jonsson-Algebra.

e Definiere A1 = (N1,0,w, S, fpear) mit dem einstelligen Prddikatensymbol
w und fpaar: N1 X w — Ny, Va. fpear(a, ) : w — a bijektiv. Dann ist 2y
eine Jonsson-Algebra auf Ri. Beweis Sei B C 20y, [B| = |21]. In B gibt es
(in X1 ) konfinal viele Elemente und wegen fpaar(c,-)'w = «a gibt es keine
Liicken. -

Bemerkung 7.3. Durch dhnliches Vorgehen wie bei 21y aus dem vorherigen
Beispiel, ldsst sich erkennen, dass es auf jedem N, eine Jonsson-Algebra gibt
(siehe Sitzchen 7.14). Die Frage nach der Existenz einer solchen Algebra auf
W, ist allerdings bisher ungeklirt. N1 trdgt eine Jonsson-Algebra.

Definition 7.4. Eine Kardinalzahl « heifit Jénsson-Kardinalzahl genau dann,
wenn es keine Jonsson-Algebra auf s gibt.

Bemerkung 7.5. Die FExistenz von reguliren Jonsson-Kardinalzahlen impli-
ziert die Existenz von groflen Kardinalzahlen.

Es folgen ein paar grundlegende Definitionen die fiir das néchste Lemma
bendétigt werden.

Definition 7.6. Sei x eine Menge. Dann ist die transitive Hiille bzw. der tran-
sitive Abschluss

tc(x):xUUxUUUxU...

w oft

Behauptung 7.7. e tc(z) 2 x und te(x) ist als Menge transitiv, also Yy €
te(z)Vz € y. z € te(x).

35
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o Esgilt {zctc(z): zcyt=y*® =yV ={2€V:zcy}
Beispiel 7.8. {w1}, tc({w1}) = {wi}Uwr =wi + 1.
Definition 7.9. Sei 6 reguldr, dann heifit

H(0) ={x € Vy: |tc(x)| < 0}

die Menge der Mengen von erblicher (hereditary) Michtigkeit < §. Man sagt x
hat erbliche Machtigkeit < 0, wenn |tc(z)| < 0.

Bemerkung 7.10. e r st stark unerreichbar, also Vu < k. 2* < Kk genau
dann, wenn V,, = H(k).

o H(0) = ZFC\ { Potenzmengenaziom} fir requlires 6 > w.
e H(0) = ZFC\ { Potenzmengenaziom, Ersetzungsaxiom} fir 6 > w.
o H(w) = ZFC\ { Unendlichkeitsaziom}.
Lemma 7.11. a) H(0) ist transitiv
b) Fir jede unendliche requlire Kardinalzahl 6 ist H(0) C V.
Beweis

a) Beweis durch e-Induktion iiber z. Gezeigt wird, dass x € H(0) = = C
H(0).

e Induktionsanfang x = (), dann ist nichts zu zeigen.
e Induktionsschritt: z,z € = — 2: Sei y € x. |tc(y)| < |te(x)|, daher
y € H(H).
b) Beweis durch Induktion iiber e:

e Induktionsanfang: x = (). Dann gilt () € H(#) und 0 € Vy.

e Induktionsschritt: y,y € x +— x. Sei x € H(0). Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt fir jedes y € x, y € H(A) (wegen y € z € H(H))
und y € Vg = {J,<g Va, da 0 eine Kardinalzahl ist. Wir nehmen fiir
jedes y € x ein oy < 0 mit y € V,,, dann gilt o/ = sup{a, : y €
x} < 0, da |x| < 0 und 6 reguldr ist. Es gilt * C V,, und damit
S Va’+1 = ,@(Va/).

Beispiel 7.12. Vy\ H(0) kann nicht leer sein. Sei § = 2X, x < 0, dann ist x €
V41 und Z(x) € Vyqa C Vy. Es gilt |2(x)| = 2X und daher |tc(P(x))| >
2X = 6 und damit Z(x) ¢ H(6).

Lemma 7.13. Aquivalent sind:

1) X trigt eine Jonsson-Algebra
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2) Es existiert eine requlire Kardinalzahl @ > \T, so dass VM < (H(0), €, <«

)
AeEMAMANMNOAN=A=>ACM).
<, 1st hierbei und im Folgenden eine Wohlordnung.

3) Fiir alle reguliren Kardinalzahlen 6 > X\t gilt VM < (H(0), €, <)

AeMA|MNX=X\—\C M).

Beweis
e 3) = 2) folgt direkt.

e 1) = 3): Sei A = (A, (fi)icw) eine Jonsson-Algebra auf A und sei § > AT,
0 regulir. Sei M < H(0,€,<,), A€ M, | ANM| =\

Dann gilt H(f) = ,,Es gibt eine Jénsson-Algebra auf A\“ bzw. H(0) =
wI(fi)icwVB C A. (|[B] = A — Abschluss von B unter (f;)ic, ist A)“ =:
@, welcher ein erststufiger Satz ist.

M < (H(0), €, <) angewandt auf p ergibt M = , Es gibt eine Jénsson-Algebra auf \“.
Seialso A" = (X, (f])icw) gegeben mit M =, ist eine Jénsson-Algebra auf \“.

Sei B = ANM, nun ist das Ziel zu zeigen, dass B = \. B ist unter (f/) ab-

geschlossen, da alle f : (ANM)™ — ANM. Definiere B = (B, (f/)icw) C 2,

nach Voraussetzung ist | B| = A. Da 21’ eine Jénsson-Algebra ist, ist B = ),

also A C M.

e 2) = 1): Sei § > AT wie in 2). Sei M < (H(),€,<,) und |M| = A,
A € M, was nach dem Satz von Lowenheim-Skolem (siehe zum Beispiel
[14, Theorem 2.3.1]) existiert. Wir expandieren (M, €) zu (M, €, h) wobei

heX 2L Die Expansion (M, €, h, sk) von (M, €,h) durch die Skolem-
funktion ist eine Jonsson-Algebra.

Tatsache: N C (M, €,h,sk) = N < (M, €, h, sk).

Zu zeigen: (N, €,h | N,sk™) C (M, €, h,sk),|N| =\

= A€ N,da A =min(On \ dom(h)) € M. Es gilt NN A =h""N, da
N E h: XA — Trager, M = Vzda < A. h(a) = y und damit N | Vzda <

A. h(a) = y. Es gilt also A € N wegen der Voraussetzung des Lemmas
und es gilt rge(h) = M C N, also M = N.

1

Sitzchen 7.14. Wenn X eine Jonsson-Algebra trigt, dann auch \*.

Beweis Sei 2 eine Jénsson-Algebra auf A\, dann ist (A", 2, fpaar), fPaar :
AT x A = AT mit Ya < AT. f(a,-) : A = « bijektiv eine Jonsson-Algebra auf
AT —



38 Kapitel 7. Jonsson-Algebren

Definition 7.15. Sei S C &, S stationér und cf(k) > w. S heiit reflektierend,
wenn es ein a < k gibt, so dass S N « stationér in k ist.

Beispiel 7.16. Sei k regulir und 8% = {o € k' : cf(a) = &} stationdr in k.
S,’§+ reflektiert nicht. Angenommen Ja < k7. S’,’§+ N« stationdr in o .

e 1.Fall: cf(a) < k, also o ¢ S, dann ist o kein Limes von S®" . Definiere
C := [sup(S¥ N a),a), was ein Endabschnitt von «, also ein club in a
ist. Es gilt C'N S,’§+ = (), ein Widerspruch.

e 2. Fall: cf(a) = k. Nehme C C «, otp(C) = k, C club in o, zum Beispiel
fir—a\ S5 (konfinal, stetig und monoton) und C = f"k ist ein club
in . Aber es gilt C'N Sf =0, ein Widerspruch.

Bemerkung 7.17. V = L : Jede stationdre Teilmenge von k ist reflektierend
< Kk ist eine reguldre Limeszahl.

Satz 7.18 (Tryba, Woodin, 1980, [16]). Wenn X reguldr ist und es eine nicht-
reflektierende Teilmenge S C A gibt, dann trdigt A eine Jonsson-Algebra.

Beweis H(A\T) = ,Ex. S, S stationir in «, S reflektiert nicht“. Wir zeigen
den Satz mit dem Kriterium 2) — 1) des Lemmas 7.13 mit § = H(\™). Sei also
M < (HOAY),€,<4), \€ M, IM N\ =\, dann ist A € M zu zeigen.

Definiere Cpy := {o < A : sup(M Na) = a}.

Behauptung. Cyy NS C M

Beweis[Indirekter Beweis] Angenommen o € CpyNS\M. M = ,,S reflektiert nicht®,
da M < H(AT). Wir haben a € \. Es gilt also v € S, S reflektiert nicht. Wir
nehmen v = min(M \ ). Sei C;, € M ein Zeuge, dass in M’s Sicht S in y nicht
reflektiert, d.h., Cy, C vy und Cy, NS = 0. Es gilt

M = C, club, 0.E. v > a und v € M.

Wir haben S € M. Da v € M minimal iiber « ist, gilt Cy N a # () und sogar,
dass C konfinal in « ist. C, ist nicht nur club in M sondern auch club in
H(lambda™). Daher ist « € C,. Da andrerseits a € S, haben wir einen Wider-
spruch zu C, NS = 0. =

Ubung 7.1. Zum ,Selbermachen”: Anleitung zum schrittweisen Beweis des
Satzes:

Satz 7.19 (Solovay (1971), [12, 6]). Sei k = cf(k) > w. Dann ldsst sich k in k
(viele) disjunkte stationdre Mengen zerlegen.

Sei S ={a € k:cf(a) =w}.
1. Zeigen Sie, dass S stationér in x ist.

2. Beweisen Sie mit AC: Zu jedem o € S es gibt eine aufsteigende Folge
(08 1 i € w), die gegen a konvergiert, und es gibt die Funktion

((6fricw):ael).
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Falls a € S und 8 < a, definieren wir die Farbung C'(8, @) := min{n € w :
oy > B}

Wir halten 5 fest und lassen « laufen.

3. Gibt es eine stationdire Menge Rg C S\ (8 + 1) und eine Farbe ng, so
dass Vy € Rg, C(B,7) = ng?

Seien 8 € k und Rg und ng wie oben. Wir definieren fz: Rg — & durch
fola) =05,

4. Gibt es eine stationdre Menge Sz C Rg und ein 88, so dass Ya € Sg,
fala) =6%7

Nun lassen wir 3 laufen.

5. Gibt es eine konfinale Menge I C k, so dass Vi,j € I gilt: Falls ¢ < j, so
6P < ﬁj?

6. Gibt es ein n € w und J C I mit den folgenden Eigenschaften?

e J ist konfinal in k, und
. W<j€J,5f3i<ﬁj,und
o VjEJ, ng =n.
7. Falls ng wie in 3. gewdhlt ist, fg wie zwischen 3. und 4. definiert ist, Sg

wie in 4. gewahlt ist, I wie in 5. gewéhlt ist und J die Eigenschaften unter
6. hat, ist dann Sg, N Sp, = 0 fiir alle i # j € J?

Freiwillig:
(I) Ideen zur Verallgemeinerung des obigen Beweisweges:

(a) Falls k > cf(k) > w, funktioniert der Beweis mit cf(x) vielen dis-
junkten stationdren Mengen.

(b) In der Definition von S kann man statt w jede regulidre Kardinalzahl
w < p < cf(k) nehmen.

(c) Etwas schwieriger: Man kann jede in  stationdre Menge in cf (k) viele
disjunkte stationdre Mengen zerlegen. Falls x eine Limeskardinalzahl
ist und kein Sj; stationér in S ist, muss man die Folgen in Schritt
2 von unterschiedlicher Lange nehmen. Statt des Schubfachprinzips
wendet man dann nochmals das Lemma von Fodor an.

(IT) Andere Beweiswege: Mit iiber ZFC hinausgehenden Voraussetzungen.

Beispiel: $y,, (S) wird fiir stationéres S definiert und sagt: Es gibt eine
Karo-Folge fir S. (Dg : f € S) ist eine Karo-Folge fiir S, wenn gilt:

Fiir jedes X Cwy ist {a € S: X Na = D, } stationér.
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Durch Forcing oder durch Betrachtung von inneren Modellen zeigt man:
Wenn ZFC konsistent ist, so auch ZFC zusammen mit <, (.5).

Uberlegen Sie sich:

Unter $,, (S) gibt es Ng stationédre Teilmengen von S, so dass der Schnitt
von je zwei verschiedenen nur abzdhlbar grof ist. Man nimmt ein System
{aqo : @ < Ry} von fast disjunkten Teilmengen von ¥; und eine Karofolge
(Dg : p € S). Dann ist S, = {f € S : Dg = an N B} a € Ny, wie
gewiinscht.

Dieser Satz angewandt liefert: S = (S, : @ < \) disjunkt stationiir. Wir
zeigen wie im Beweis der Behauptung S, N C' C M mit f : x — « fiir z € q,
wobei f: 'V — A\ f € H(AT). Daraus folgt (M, f) < (H(AT), f) und daher
ae M. -

Korollar 7.20. Sei k regulir, dann trigt k™ eine Jonsson-Algebra.

Beweis S5 := {a < cf(k) : cf(a) = k} C kT reflektiert nicht. (vgl. Bei-
spiel 7.16) 4

Definition 7.21. o [kT)2 := {(,B) € Kk x Kk : a@ < B} oder #quivalent
(572 = {{a, B} a # B €k}

e Man schreibt k — (X)), , falls fiir alle f : [k|" — p IH C k. ([H| =
ANH = 1)

e Man schreibt k£ — [A]]}, falls fiir alle f : [s]" — p IH C k. (|H| =
AN FUTH]T # )

Satz 7.22 (Erd6s, Hajnal, Rado, Maté). Sei 2% = k™. Dann
af: [R+]2 — kT (VACKT. (JA] = xT = f"[A]? = 1))
oder abkiirzend k+ /£ [kT]2.

Beweis [£1]" = {S5 : k < B < T} sei eine Aufzihlung, ohne Einschriinkung

KkT-viele
Sp CB.
Fiir a aus dem Intervall (k, x") wollen wir f(-, ) definieren, so dass

VB € [k,a)Vry < add < a. (f(d,a) =vAd e Sp) *)

Sei [k,a) x a = {(Bi,vi) : i < k}. Die Funktion f(-,) wird induktiv
iiber ¢ definiert; im Schritt ¢ < x nehme ein §; € Sg, \ {0; : j < i} und setze
—_———

<K
f(0;,a) = v;. Nach aufstocken von f(-,«) zu einer auf « definierten Funktion

ist (*) erreicht.

Behauptung. VA C x*. (JA| = T — f"[A]? = K?)
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Beweis: Fiir a mit |[ANa| = n gibt es &/ > a, so dass f(aNA) x {/} = a.
Nach (*) ist {f(d, ) : § € Sz} = a. =
4

Der vorige Satz gilt fiir viele x auch ohne die Voraussetzung 2% = x™:

Zitat 7.23 (Todorcevi¢, 1987, [15]). Ny A [Ni]5,

Zitat 7.24 (Shelah, Todorcevié, 1987).
Falls es eine nicht-reflektierende stationdre Menge in r gibt, gilt k™ / [/1+]i+.

Korollar 7.25. (zu Satz 7.22) (k™, f) ist eine Jonsson-Algebra auf k™.

Satz 7.26. Sei A singuldr und es gebe ein p < A, so dass es fir jede requldre
Kardinalzahl k € (u,\) eine Jonsson-Algebra auf k gibt. Dann gibt es eine
Jénsson-Algebra auf \T.

Beweis Sei 6 > 22A, 0 regulér. Fiir die Anwendung von Lemma 7.13 méchten
wir zeigen:

VM < (H(0),€,<s). AT € MA M NAT| < AT = AT C M)
Sei M gegeben, AT € M und |M NAT| = AT,
Behauptung. Wenn A\ C M, so AT C M.

Beweis fpaar : AXAT = AT fpaar(s, @) : A = a bijektiv. Es ist fpaar € H(6).
4

Behauptung. A\ C M

Beweis Wir nehmen a C (ft, A)reg, s0 dass |a] = cf(A\) und a konfinal in
A. Auch gelte |a|t = (cf(\))T < min(a). Sei D ein Ultrafilter auf A, so dass
limp a = A. Nach dem Satz 5.2 (vom Intervall) gibt es o’ C a, D’ auf d/, so dass

cf (H a’/D,) =)\T.
Unterbehauptung. A € M

Beweis

H(0) = A ist die Vorgéingerkardinalzahl zu A"
H(0) = Jz. z ist die Vorgéngerkardinalzahl zu A"

M = 3z. x ist die Vorgiingerkardinalzahl zu At

(M | = ist die Vorgiingerkardinalzahl zu A\T), x) < A
H(9) = z, ist die Vorgingerkardinalzahl zu A\T),

(M |= = ist die Vorgiingerkardinalzahl zu A\T), x) < A
H(9) = z ist die Vorgingerkardinalzahl zu A\T),

x) > A, ein Widerspruch

) < A, ein Widerspruch

Daraus folgt M = Ja C A, a besteht aus regulidren Zahlen, ex. Ultrafilter D auf
A mit limp(a) = A und cf ([Ja/D) = AT.
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Daher M |= 3(h¢/D : £ < A\T) konfinal in [[a/D und a,D € M. Setze
A:={ke Mna:sup(MNk) =k}

Falls k € A, gilt k € a und daher gibt es nach Vorausetzung eine Joénsson-
Algebra auf k. Aus dem Lemma 7.13 folgt k C M. -

Unterbehauptung. A ist konfinal in A.

Beweis Angenommen nicht, dann sei N < A\, A C X und M Na € X, da
M = a ist konfinal in A. Somit ist M N a unbeschrénkt in A.

Es gibt ein o € (N, A)yeg, so dass sup(a N M) = «a, denn sonst ist o —
sup(M Na) < « fiir alle a € (N, X). Wir definieren xar: (N, A)reg N @ — On
durch xas(e) = sup(M Na) und erhalten Voo € anN (N, \) x(o) < a x € [[a/D
fiar [N, X)reg € D.

Nun ist (he¢/D : € < AT) nicht nur aus der Sicht von M konfinal in []a/D,
sondern auch in H(@). Daher 38 < A\T. hg/D > x/D fiir « € D(Na), so dass
hg(a) € aN M mit hg(a) > x(«), im Widerspruch zur Definition von x. =

_1
_{

Definition 7.27. Sei f = (fe - € < A) Jox-aufsteigend. f heift universell fiir
A € pcf(a), falls

VD (D C P(a)AD ultranct[Ja/D =\ — (fe/D: € < A) konfinal in Ha/D)

Satz 7.28. Sei a progressiv. Dann gibt es zu jedem X € pcf(a) eine universelle
Folge.

Beweis[Beweis vom Satz] O.b.d.A. ist |a|" < min(a). Sei A € pcf(a). Ohne
Einschrankung ist A ¢ a C pcf(a).

<J_\(a) I8t < A-gerichtet, da [a|" < min(a). Daher existiert eine <;_| (q)-
aufsteigende Folge (fgO : £ < A). Induktiv iiber 6 < |a|™ definieren wir <fg €<
A), so dass

1) <f§ Dp < ) ist <J<A(a)—aufsteigend,

2) fiir alle £ < A, sup{fgo‘ P < 0} <pktoweise fg, wobei § < |a™t| (daher
|6] < |a|) und min(a) > |a|T.
3) g“ > Dy fg, falls es so ein fg“, Dy gibt.

Der Limesschritt ist durch die zweite FEigenschaft gegeben. Fiir den Nachfolger-
schritt sei angenommen ( fg : & < ) ist keine universelle konfinale Folge. Dann

existiert ein D = Dj, so dass cf ([Ta/D) = A und 3hVE < A. h/D > f¢/D.
Setze foT! = max(h, fJ) (punktweise).

Behauptung. Die Induktion bricht bei einem « < |a|t ab.
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Beweis Ansonsten setze h := sup{f§ : « < |a]"} punktweise, also fiir 5 € a
h(B) = sup{f§(B) : @ < |a|*}. Da die Induktion bei « € |a|™ nicht abbrach,
haben wir

Jiq. h <p, ff;“ <D, fiaH fiir alle i > iq,

Es gilt A > |a|T, da a superprogressiv ist und A € pcf(a). Da |a|t < A, gibt es
ein ¢ < A, so dass

Va. h <p, f;‘“ <D, df-““ fiir i >

Fir a € |a|" sei a® = {8 : h(B) < f#(B)}. Wir haben f& <p, h <p, ot
Daraus folgt a® ¢ D, und a®*! € D,,. Nach 3) gilt a® C a®*!, ein Widerspruch.
_1
_i

7.1 Ubungen

Ubung 7.2. f: k — X heiBt normal, falls:
i.Va < B <k, fla) < f(B).
ii. V8 € ki, im(8) — F(B) = supys F(7):

a) Gilt (x) VO C &, f"C club = C club?
b) Nun erfiillt f nur . Gilt dann (x)?
¢) Nun erfiillt f nur ii. Gilt dann (%)?
Ubung 7.3. a) Welche Ordinalzahlen gibt es in H(w;)?
b) Welche o gibt es in H(w;), wenn a, 3 Ordinalzahlen sind?

Hinweis: Fiir die néchsten zwei Aufgaben kann Induktion iber die €-Relation
niitzlich sein

Ubung 7.4. Sei x C H(#) mit |z| < 6. Zeigen Sie x € H(6).

Ubung 7.5. In der Vorlesung zeigten wir, dass die umgekehrte Inklusion H (k) C
Vj, fiir jedes regulére k gilt. Nun sei x stark unerreichbar (d.h. s ist regulér und
VY < Kk, 2" < k). Gilt dann V,; C H(k)?

Ubung 7.6. Ist 7" [M] = 7" M transitiv?
Ubung 7.7. o) Wann ist 7 injektiv?
M

b) Ist ™ ein €-Isomorphismus, wenn 7 injektiv ist?

Ubung 7.8. Sei nun M < H(Xy, €), M abzihlbar.

a) Ist 7 injektiv? (und daher ein Isomorphismus?)
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b) Tst Ry € M?
¢) Kann 7™ die Identitit auf M sein?
d) Ist ™ (X;) € On?

e) Ist OnN M [M] € On?

f) Wie grof ist On N 7™ [M]?

g) Kann On N 7M[M] = 7™ (R;) sein?



Kapitel 8
tef ([Ta/T)

Satz 8.1 (von der kiinstlichen oberen Schranke). Sei (fo/I : a < \) eine
aufsteigende und nicht beschrinkte Folge in [ a/I und sei min(a) > |a|T. Dann
gibt es b,y < A, so dass

1) by Ca,by ¢ I,

2) by, C1 by, fiir 1 <2,

3) My ((fa Tby) /1 : o < A) ist konfinal in []b,/1 und

4) es gibt ein g € [[a/I so dassVo. g > fo und J = F(LU{by 1y < A}).

Beweis Wir definieren induktiv iiber @ < |a|T Kandidaten fiir kiinstliche
obere Schranken g, und Folgen (b5 : v < A):

e go € [[a/I beliebig

e Limesschritt: g, = sups., g5 punktweise, also go(f) = sups., g5(5) fir
B € a.

e Nachfolgerschritt: Definiere b5 = {8 € a : ga(8) < f,(8)} € a. Ange-
nommen fiir ein v < Aist ((f, [ b5)/I : p < A) nicht konfinal in [Ja/I,
also

Iy < AIhVp < A hy L1 fp |05

Wir nennen so ein v = y(a) und definieren go11 := max(hy(q),9ga). Es
gilt b2t C b2 fiir alle 4. Da A > [a|T existiert ein 7, so dass (Vo <
la|*)(7(a) < 4. Dann ist Vo bg“ bg, ein Widerspruch, da es keine
la|* lange absteigende Kette von Tellmengen von a gibt.

Somit bricht die Induktion bei einem Nachfolger . Aus der Defintion der b5 und
der Abbruchbedingung folgt: Vp < A. go > fp, wobei J = F(TU{bS : v < A}).
_|
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Korollar 8.2. Wenn I ein Ideal auf a, [[a/I A-gerichtet und D ein von I
disjunkter Ultrafilter auf a mit cf ([[a/D) = X ist, dann gibt es ein b € D, so
dass tcf (J[b/I) = A.

Beweis Sei (fo/D : a € \) eine aufsteigende Folge, die konfinal in [[a/D
ist.

Behauptung. Wir kinnen annehmen, dass (fo/I : o € N\) aufsteigend in
[Ta/I ist.

Beweis Sei fj = fo.

Fiir a € A, falls fé fiir alle 8 < « schon definiert ist, wihle f!, so dass
fo >1 fj fir alle 8 < o und f;, >; fo. (Dies ist moglich, da [[a/I < A
gerichtet ist.)

Es ist noch zu zeigen, dass (f,/D : a € \) immer noch aufsteigend und
konfinal in [[ a/D ist. Hierfiir bemerke, dass fir f,g € [[agilt f <; 9= f <p
g (*), denn

f<rg={ica:f(i)=g()} el
={ica: f(i)>g(i)}¢ D (IND=0)
={i€a: f(i)<g()} €D (D ultra)
=f<pg

Nun ist (f! /D : « € \) konfinal, denn (f, : a € \) ist konfinal (in [Ja/D) und
fa <1 fh, also fo <p fh.

Ahnlich folgt ,,aufsteigend”, denn falls o < B gilt f, <1 f5 = f, <p fj. -
Beachte, dass (f/,/I : « € \) in [] a/I unbeschriinkt ist. (Falls es eine Schranke
iiber I gébe, wire es genauso ein Schranke iiber D, aber diese Folge ist konfinal
iiber D.) Von nun an ersetze die f, durch f}.

Nach dem Satz der kiinstlichen oberen Schranke (8.1) finden wir Teilmengen
(bg : B € A) von a, so dass fiir jedes B € A ((fa [ bg)/I : a € \) konfinal in
[106s/1 ist (und daher tcf (J[][bg/I) = A) und (fq : @ € X) ist beschrankt modulo
dem (moglicherweise unechten) Ideal I* = . (1 U {bg : B € A}). Wegen diesem
Fakt gilt I*N D = () nicht, denn dann wire (f,/D : « € \) beschrinkt in [[ a/D
wegen (*).

Also withle B' € I* N D # (), und die Elemente von I* sind Teilmengen von
Mengen der Form BUJ,,, bg,, wobei B € I, 5; € . Also ist B’ = BUJ,,, b3,
und in D, daher ist auch BUJ;c, bg, in D. Da D ein Ultrafilter ist, ist B € D
oder mindestens eines der bg, € D, dies ist das gesuchte b. =

Korollar 8.3. Sei I ein Ideal auf a, so dass wir fir jeden von I disjunkten
Ultrafilter D auf a cf ([[a/D) = X\ haben. Dann gilt tcf (J[[a/I) = A.

Beweis Zuerst bemerke J.y(a) C I. Falls nicht, nehme b € J.)(a) \ I und
einen Ultrafilter D, der disjunkt von I ist, so dass b € D. Aber dann gilt
cf (J[a/D) < A nach Definition von J.y(a).

Definiere nun I* = {b C a : b € IV tcf([[b/I) = A\}. Beachte, dass dies
wieder (ein moglicherweise unechtes) Ideal ist. Beweis[Beweisskizze, dass dies
ein Ideal ist]
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) bel=bUbel=0bUlecI*

(2) be I, tef (J[V'/I) = A; Behauptung: tef (J[[oU Y /I) = A.
Nehme einen Zeugen (f, : « € ) von tef ([[b'/I) = A. Dann defi-

niere f!(i) = { (J)CO‘(Z) 2;2\1),

tef (Hbub’ﬂ) = )\, denn fiir ein g € [[bUV/I, kann ein o € \ ge-

funden werden, so dass g [ b’ <j fa.

. Dann bezeugt (f!, : a € \), dass

Die Behauptung g <; f wird bewiesen durch

{iebub :g(i) > fo(D} € b_U{ieb :g(i) > fa(d)}
el el

(3) Wenn tef (TTb7) = A = tef ([T0'/1), dann ist tef ([JoU'/T) = A.

_1
Nehme Zeugen (f, : a € A), (fh : a € N).
Behauptung.
max(fali), f40)) i €bOY
fali) =9 fali) i€b\V
71) iet\b
ist ein Zeuge, dass tcf ([[bUY /I) = .
Beweis Ubungsaufgabe -

Behauptung. [* = Z(a)

Beweis Denn angenommen [* wére echt, dann kénnen wir einen von I*
disjunkten Ultrafilter finden und daher ist er disjunkt von I, weshalb nach Vor-
aussetzung des Korollars cf ([[a/D) = A gilt. Nach Korollar 8.2 gibt es ein
b € D mit tef ([[b/I) = A, deshalb ist b € I*, somit D N I* # (), ein Wider-

spruch. —
Also ist I* nicht echt, daher gilt insbesondere a € I*, damit gilt tcf (H a I) =\
_|

Korollar 8.4. Seib e Jy+(a)\ Jox(a), dann gilt tcf ([1b/y_, @) = M-

Beweis Nehme das Ideal I := #(J.y\(a) U {a \ b}), nehme einen von I
disjunkten Ultrafilter D, was moglich ist, da I echt ist, denn b ¢ I.

Bemerke zuerst, dass D N Joy(a) = 0, also ist cf ([[a/D) > A. Ferner, da
a\be I, a\b¢ D und D ein Ultrafilter ist, ist b € D, also da b € J_y+(a),
ist cf ([Ta/D) < A*. Daher gilt cf ([Ja/D) = ), also ist nach Korollar 8.3

tef ([[a/I) = A
Behauptung. tcf ([] b/J<>\(a)) =A



48 Kapitel 8. tcf ([[a/I)

Beweis[Beweisskizze]

tcf(Ha/I) (daa\bel)
tof (H b/I) (da =7 (Jex(a)U{a\b})
tof (H b/JQ(a)) (da I ]b=Jor(a) gilt)

A

1 L

Satz 8.5 (vom Generator). Ausgehend von min(a) > 219 gibt es fiir jedes
A € pcf(a) einen sogenannten Generator by C a, so dass Joy+(a) = J<x(a) +
by={cCa:3de Jer(a). cCdUby}

Bemerkung 8.6. Die Voraussetzung min(a) > |a|™ geniigt fiir die Ezistenz der
Generatoren. Doch der schdrfere Satz hat einen wesentlich lingeren Beweis.

Lemma 8.7 (iiber die <A-Abgeschlossenheit von J_y+(a) modulo C;_ (4))-
Fir alle {bq : a < p}, p < X mit by € Jy+(a) gibt es ein b € Jy+(a), so dass
Va < L. ba QJQ(Q) b.

Beweis Wir nehmen an, dass Va. by € Joy+(a) \ Jea(a). (Falls by € J<y(a),
dann ba gJ<)\(a) (Z))
Nach Korollar 8.4 ist tcf (ba/J</\(a)) = A fiir alle « < p. Fiir @ < p neh-

men wir eine bezeugende Folge f~ = (( fy [ba) 1 : p < A) konfinal in

</\(a)
[Tbari 50

Induktiv iiber p < A wéhlen wir f7, so dass

{fora<pyUf{fy:p <p}<i, @l

7% ist konfinal auf [] b /J-x(a), daher ist 7" unbeschrinkt auf [Ta/r,()-

Nach dem Satz von der kiinstlichen oberen Schranke (8.1) angewandt auf
I = Jcx(a), (f; : p < A) gibt es eine Folge (¢, : v < A), ¢y C a, so dass (3) und
(4) aus dem Satz gelten:

V< AA(Fy 1 e0) gy @ 2 < N st konfinal in JJe )

und

es gibt eingeHa/Jd(a) so dass Vp < A. g >; f, und
J=FIU{cy:v<A})={cCa:InIy,...ynFbel.cCbUcy, U...cy,}.

Zwischenbehauptung. Va < udy < A. ba Cj_, () Cy-

Beweis Im ersten Fall sei J echt, also existiert kein & € N und keine
Ciyy- -+ Cijy Mit Ujcip €5 2 @

Widerspriichlich zur Behauptung sei angenommen, dass fiir ein festes « gilt
Vy < A bo \ ¢y ¢ Jox(a) und somit gibt es einen Ultrafilter D auf a mit
Vy <A ba\cy,€D.
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{ba \ 7 : v < A} hat die endliche Durchschnitt-Eigenschaft, wenn fiir alle
neEw

Ve <A (ba\en) NN (ba\ey,) #0.
=b\(Cy; U ... Uc,, )#0, da J echt
—_—

eJ

Nach dem Ultrafiltertheorem 2.10 gibt es einen Ultrafilter D O {bs\cy : v < A}.
Es gilt f¥ <;j_,(a) f, und daher ist f;/D unbeschrénkt in []a/D und konfinal
in [[ba/D. Andererseits gibt es nach (4) eine obere Schranke g/D fiir (f;/D :
p C D), ein Widerspruch.

Im zweiten Fall ist nichts zu zeigen —
Wir haben Vo < p3y < A by Cj_ (a) &y Mit p < A, ey Sy () 6 filry <0 < A
nach 2) des Satzes von der kiinstlichen oberen Schranke (8.1). Da cf(\) > p,
gilt Iy Va < p. by gJ<>\(a) Cryr. -

Beweis[Beweis des Satzes vom Generator (8.5)] Wir haben A > min(a) >
2lal > | J_y+(a)| =: p. Joy+(a) ist nach Lemma 8.7 <\*-gerichtet und p < A*.

dJec € J<,\+(a)Vb S J<>\+(a). (b QJ<>\(a) c N J)\+((Z) = J,\(a) + C)

So ein ¢ wird oft als by bezeichnet. =

Korollar 8.8. J_,+(a) = Jox(a) + by

Falls A ¢ pcf(a), kann man by = () nehmen, dann heifit A € pcf(a) J_y+(a)\
Jox(a) # 0.

Korollar 8.9. ¢’ < a. Dann sind die byNa' Erzeuger fiir J_y+(a') = Jox(a')+
(byna).

Beweis
Jonr (a’)Déf'{c Cd': F.a. Ultrafilter D auf o’ gilt (c € D — cf (H a’/D) <M}

={cnd :ce J_y+(a)}

Korollar 8.10. cf ([[a/D) = min{\ : by € D}.
Beweis
x> “: Sei by € D. Aus by € J_\+(a) folgt cf (J[a/D) < A

,< 0 Sei cf ([Ja/D) < p*, dann 3b € D. b € J 1 (a), daher b C;_ () by, da
b.das Ideal J_,+(a) erzeugt iiber J,(a). Es gilt b,+ € D.
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Lemma 8.11 (iiber die endliche Uberdeckung).
Ve Cadndy ... 3N, €pef(a). ¢S | by,

1<i<n

Beweis J. := .Z({byNc: A € pcf(a)}) ist ein Ideal auf c. Es wird angenom-
men, dass J, echt ist, also ¢ ¢ J., ansonsten wire der Beweis schon fertig.

Nach dem Ultrafiltertheorem 2.10 gibt es einen Ultrafilter D auf ¢, so dass
DnJ.=10. Es gilt

I echt & I* = {c\ = : © € I'} hat die endliche Durchschnittseigenschaft.

Es ist cf (H a/D) = ) fiir irgendein A € pcf(a). Damit gilt auch cf (H c/D) =
cf ([Tayp) = A, also folgt aus der Definition von ¢ , dass D N Jy+(c) # 0.
Somit folgt aus Korollar 8.10 die Inklusion by € D, daher by Nc € D und damit
byNec ¢ Je, ein Widerspruch. -

8.1 TUbungen

Ubung 8.1. Ein Beispiel fiir eine kiinstliche obere Schranke: Sei S, = w fiir
alle n € w, und fiir k € w sei fi € [],,, Sn die konstante Funktion fi(l) :== k
fiir [ € w. Sei I :={0}.

L. Ist (fy : k € w) beschrénkt in ], . Sn/17?

new

Wir setzen b, := {0,...,r} fir r € w.
2. Ist (f [ br : k € w) beschriinkt in [], o, Sn/I7

Definition: Eine Menge F' erzeugt ein Ideal I, g.d.w
I:{a:EInEwEIfl,...,fnEF(aQUfi)}.

Wir schreiben dafiir I = .#(F). Uberlegen Sie sich, dass I tatsichlich ein Ideal
ist.

Sei J:=({b,:r€w}). Ist J=FIN:={a Cw:|a| <w}?

Ist (fx : k € w) beschriankt in [[ _ S,/J?

new

Sei J' D J ein weiteres Ideal. Ist (fy : k € w) beschréinkt in [], . Sn/J'?

new

& vk W

Fiir jedes ¢ € w sei a; C w, a; unendlich, so dass a; 2 a; falls ¢ < j. Gibt es

ein unendliches a C wy, so dass Vi € w, a Cpn a;7 (Wie in der Vorlesung
schreiben wir a Cgiy b g.d.w. (a \ b) € FIN).

7. Gibt es ein Ideal auf wy, das nicht durch eine aufsteigende Folge erzeugt
wird?

8. Ein lustiges Ideal auf 2<“: Fiir s € 2%, sei by := {t € 2<% : t C s}. Defi-
nieren wir ein Ideal I := 7 ({bs : s € 2¥}). Ist I durch eine aufsteigende
Folge erzeugt?



Kapitel 9

Abschitzen der kardinalen
Exponentiation

Zitat 9.1 (Gitik, Magidor 1992 [4]). Sei v eine Nachfolgerordinalzahl, o €
(w,w1). Angenommen es gibt ein k mit o(k) = kT | dann gibt es ein Forcing,
so dass in der generischen Erweiterung Vn. 28 = N1 A N — Not1-

Bemerkung 9.2. Vermutet wird, dass aus Vn. 28 < R, folgt, dass 28« < Ny, -
Dies wiirde aus der pcf-Vermutung folgen. Bekannt ist 280 < Ry, = 2% < R |
siehe Satz 10.1.

In diesem Kapitel zeigen wir 280 < R, = RN < X o+ in Korollar 9.5.

(2%0)

Satz 9.3 (iiber maxpcf(a)). Sei a = [min(a),sup(a)) ein Intervall in den re-
guliren Kardinalzahlen und sei min(a)®! < sup(a).
Dann ist [[ a = max pcf(a).

Bemerkung 9.4. Der Satz gilt auch fiir endliches a, denn ist a eine endliche
Menge von reguldren unendlichen Kardinalzahl, ist pcf(a) = a und sup(pcf(a)) =

max(a) = [[] al.

Korollar 9.5. Fulls 2% <R, so ist N}° < Ryt

Beweis[Beweis des Korollars]

e 1. Fall: 2% > X,: Dann ist R < (2%0)"0 — 2% < R gy

e 2. Fall: 2% < R: Sei 2% = X,.. Wir nehmen a = {X,, : n > k}. Dann ist
und [, e, Nn = [, epp0) N und auch max(pcf(a)) = max(pef({Ry : n €
w}). Nun ist

N
min(a)l® = Ngo = (QNO) = N < R, = sup(a).

Nach dem Satz 9.3 ist [],,~;, Ny, = maxpcf(a). Es gilt ], R, = R0 =
{1 f:Ro = R} ) )
pef(a) < 212 = 2% gilt nach Korollar 4.13. Nach dem Satz vom In-
tervall (5.2) ist max pcf(a) < Nt pef(a))+- Wir setzen ein und erhalten
[Tk an <Ry (an0y+- Dies gilt auch fiir o’ = {R,, : n € w}.

51
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Lemma 9.6. Wenn wir den Satz 9.3 unter der zusdtzlichen Voraussetzung
2lel < min(a) bewiesen haben, dann folgt schon der Satz.

Beweis Definiere ag = [min(a), min(a)l*] und a; = (min(a)l® sup(a)] =

[(min(a)')*, sup(a)].
ay erfiillt die verschirfte Voraussetzung, da 2l91l < 2l < (min(a)l*h)t =
min(a;). Wir nehmen also an, dass der Satz fiir a; gilt.

Ha = H(ao Uap) = Hao . Ha1 Hessenberg Hal.

Wir haben nun

min(a;)*! = min(a,) - (min(a)'a‘)‘all =

min(a1) - (min(a))l* = min(a;) = (min(a)‘a|>+ < sup(a) = sup(ay)
———

<min(az)
Der Satz 9.3 fiir a; liefert [[ a; < maxpcf(ay).

verschirfte Vor.

max pcf(a) < Ha = Ha1 < max pcf(a;) < maxpef(a)

%

Wir beweisen nun Satz 9.3 unter der zusétzlichen Voraussetzung 2lal <
min(a).

Definition 9.7 (sonnig). N < H (), wobei 6 regulér und grof§ genug ist, heifit
sonnig fir a, wenn

1) |N| = min(a)
2) a € N,min(a) C N

3) N ist von innen approzimiert von der Linge |a|t, das heifit es gibt (N; :
i < lal*), Nicjq+ = U Ni und fiir jedes d ist N5 = ;5 N; und (N; : i <
J) € Njy fiir j < |a|t, wobei N; < H(0) fir i < |a|™.

4) Fiir alle ¢ gilt N; C Ny;.

Bemerkung 9.8. (N; : i < |a|T) ¢ N, denn sonst wire (N; : i < |a|t) € N;
fiir ein j, ein Widerspruch.

Bemerkung 9.9. Ezxistiert eine Menge die die ersten 8 Eigenschaften der Son-
nigkeit erfillt, so auch ohne Einschrinkung die vierte, ansonsten kann man iber
die Folge der N; vereinigen .

Lemma 9.10. Sei a progressiv.

Vr € H(0)IN < H(0). (N sonnig firaNa € N)
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Beweis Induktiv iiber i < |a|™ wihlen wir Strukturen N;:

e a € Ny, min(a) C Ny, © € Ny, |Ng| = min(a), Ny < H(#). Lowenheim-
Skolem abwérts auf die Menge min(a) U {a,z} C H(6), Sprache {€, <.}.

e Nachfolgerschritt j — j+1: Lowenheim-Skolem abwiérts auf die Teilmenge
N U{(N; i < j)} von H(0) in der Struktur (H(0), €, <4).

e Limesschritt:

Behauptung. Sei firi <60 N; < H(0) und sei N; C N; firi < j <éd,
6 Limes, dann gilt | ;s N; < H(0).

Beweis Wir benutzen den Tarski-Test (siehe zum Beispiel [14, 2.1.2], der
sagt, dass man die Elemetaritéit einer Substruktur alleine mit Existenz-

formeln mit quatorenfreiem Kern priifen kann. Sei ¢(zo, ..., x,) gegeben
mit H(0) = Jx,¢, ¢ quantorenfrei, xg,...,xn—1 € N;. N; E Jx,¢, da
N; < H(0). -
Wir setzen nun N = Ui<|a‘+ N;. -

Das folgende Lemma wir enorm oft benutzt.

Lemma 9.11. (Lemma diber die teilweise Transitivitit elementarer Substruk-
turen ) Sei X € N, N < H(0,€) und |X| C N. Dann ist X C N.

auf

Beweis H(f) E 3ff: |X| = X. Dann erfiillt auch N diesen Satz, und wir
halten ein f € N fest mit dieser Eigenschaft. Wir gehen mit < wieder nach

auf

oben und erhalten H(0) = f: |X| = X Sei nun x € X. Dann ist z = f(«)
fiir ein « (in H(6)). Aus der Voraussetzung |X| C N erhalten wir & € N. Da
f € N, ist also auch f(a) € N. =

Wir wenden das Lemma an auf X = pcf(a):
Beobachtung. 2/*/ < min(a) C N garantiert, dass pcf(a) C N.

Beweis a € N = pcf(a) € N und |pef(a)] < 21° < min(a) < N, |[N| =
min(a), min(a) € N, denn aus X € N, N < H(f) und | X| C N folgt nach dem
Lemma eben X C N. —

Die eine Ungleichung des Satzes iiber max pcf(a) (9.3) ist einfach: max(pcf(a)) <
| [1al, da jedes Element A = cf(]] a/D) € pcf(a) abgeschétz wird durch cf([[a/D) <

[ITa/D| <[]]al.

Nun kommen wir zur Ungleichung

max(pcf(a)) > |Ha|.
Kernbehauptung.

Ipef(a)| < 219 < min(a) = [{N Nsup(a) : N sonnig}| < r := |Ha|.
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Beweis[Beweis der interessanten Ungleichung im Satz iiber max pcf(a) (9.3)
unter Annahme der Kernbehauptung]
Sei f € [[ a. Wir nehmen ein sonniges N, so dass f € N. Da |f| = |a|,ist f C N.
Es gilt f € NN (a xsup(a)) = a x (N Nsup(a)). Also ist f € (N Nsup(a))l.
Fiir f gibt es [N Nsup(a)|ll < |min(a)|l%l < sup(a) < & viele Moglichkeiten.
Fiir jedes sonnige N gibt es < k viele f € [[aN N. —

Beweis[Beweis der Kernbehauptung]
[{NnNsup(a) : N sonnig}| < k und daher [[a C {*NnNsup(a) : N sonnig} < k-k.
_1

Definition 9.12. Die Funktion xp: {regulire Kardinalzahlen} — On mit
X~ (n) :=sup(IN Nn) fir n € a heifit die charakteristische Funktion von N.

Lemma 9.13. 1. xn bestimmt N Nsup(a).
2. {xn : N sonnig}| < k.

Beweis[Beweis von 1.] Wir zeigen: N und N’ sonnig und xny = xnv =
N’ Nsup(a) = N Nsup(a): Aus 2/% < min(a) folgt |a|™ < min(a). Wir haben
N = Ujg|q+ Ni- Induktiv tiber n € CardN[min(a),sup(a)] zeigen wir, dass
X [ 7+ 1 zusammen mit N N4, & < n, die Menge N N7 bestimmt.

e Induktionsanfang: xn(min(a)) = N Nmin(a) = min(a) = N’ N min(a)

e Limesschritt: Sei n = lim;cf(,;) i und xn [ 7+ 1 bestimmt durch N N 7.
Es ist xy [ m + 1 bestimmt durch N N n; fir i« < cf(n). Wir haben

Nﬂn = Ui<Cf(T]) Nﬂm

e Nachfolgerschritt: Die Induktionsvoraussetzung wurde also fiir n gezeigt
und wird davon ausgehend fiir ™ bewiesen. Zu zeigen:

NnNn=N nNnund sup(NNn")=sup(N'Nnt) = Nnn" =N nn*

Es gilt n" € NN NT,denna € N und a C N.

Setze En := {sup(N; Nn") : i < |a|T}. Exy C N und Ey ist club, denn
N; € N,nt € N = (sup(N; )N € N und (sup(N; Nn))V € N. Sei

sup <U N; N 77+) =sup(N; Nn™).

i< <4

Wir haben Ey: club, ExNEx: € NNN’ club in sup(N Nn™) = sup(N'N
nt). Seia € NNN'N(ExNEN)N(nT\ n), was existiert wegen a C N.
Definiere: f € NN N’ sei die <,-kleinste Bijektion f, : n — «. Wir haben

Nnnt = U NnNna= U "= N nnt.
aENNN'N(n+\n) a€NNN'N(n+\n)
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%

Beweis[Beweis von 2.] Wir werden fiir jedes xn, IV sonnig, einen Namen
niederschreiben. Die Namen stammen aus der Menge [pcf(a)]<¥. Wir haben
|[pcf(a)]<¥| = | pcf(a)| = k. Hierbei kommt das erste ,,=“ aus der Unendlichkeit
von pcf(a), welche aus der Unendlichkeit von a folgt.

Wir erinnern an eine alte Tatsache iiber Ultrafilter D iiber ¢ und Erzeugende
by von J_y+(a), Korollar 8.10. Dies sagt: cf (][] a/D) = min{\ : by € D}, also

((bx € DA (Y < Mbu & D) = A< [[a/D < AT).

Dies schlieft man aus tef (] b)\/J<>\(a)) =\
Noch eine Bemerkung: 6 sei so grof3, dass fiir die endlich vielen Definition ¢
und formalen Beweise ¢ die in dem Beweis vorkommen (werden), gilt:

H) EpoVEp.

Es gibt solche 6, zum Beispiel geniigt 6 > g2l el

Ein sehr wichtiges ¢ ist zum Beispiel: “tcf (H by A(a)) = X\ werde bezeugt
durch (g : i < A).”

Nun kehren wir zum eigentlichen beweis der Kernbehauptung zuriick:

Sei A € pcf(a), es gilt Joy+(a) \ Jea(a) # 0. Sei by € J_y+(a) \ J<r(a).
Dann ist tef ([] b/J<>\(a)) = \. Es gibt (g : i < \), so dass g <Jor(a) g])-‘ fiir
i<j<Aund Vg€ [Jadi. g <;_, (o) g;. Wir haben (g : i < \) € H(6).

Wir vergréern induktiv iiber i < A die Folge (g7 : i < \). Die Vergroierung
heifit (f? : i < A). Induktionsschritt:

e 1. Fall: ¢f(i) # |a|". Wir nchmen f(8), so dass f}* >,_, () 97

i

e 2. Fall: ¢f(i) = |a|*. Fiir 8 € a definiere
£(8) = min{sup{f}(8) : j € C} : C C i club, otp(C) < |a|*}.
Nehme nun festes by € Jy+(a)\J<x(q), <s-minimales Element mit tcf (b)\/J</\(a)) =
A
Behauptung. f | by > 7\ (a) fj)‘ [by fiir j < fiir i mit cf(i) = |a|T.

Beweis[Beweisskizze| j € C und C ging in die Definition von f;(5) ein. -

Erinnerung g3 wurde induktiv vergrofiert zu (f : i < \), so dass

Vi <A (V5 <o fA 10y >, £ 100 A FAB) = g)NB))

A (cf(i) = |a|T = VB € a. fAB) = min{sup{f;‘(ﬁ) :j€Cg}:Cpgclubin i})
(9.1)

So eine Folge f? gibt es (wie im Satz 8.1 iiber die kleinste obere Schranke). Sei
(f} i < A) die <.-kleinste Folge mit (9.1) in (H(6),€,<.) = N > a, by, daher
ist (fA:4 < A) € N fiir jedes sonnige N.
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Unterbehauptung. Sei N sonnig, p = sup(N N A) und (f? : i < \) sei durch
(9.1) gegeben.
Dann gilt f < xn und xn | bx =7_,(a) o | ba-

Beweis Wie auf Blatt 9 10.1 ist cf(p) = |a|™ in H() (und in V). Dies wird
durch die stetig aufsteigende Folge (sup(N; N p) : i < |a|*) bezeugt. Thr Bild
{sup(N; N p) : i < |a|T} ein club in sup(N N p). Nach (9.1) wissen wir:

VB € a. f}(B) < sup{ £(8) 1j € CY<sup(NNB)=xn(B)
N——
€NNQ auch wg. aCN

Sei

F2B) < 7(8) < xn(B) = sup(N N B) (<)
~—~

eNNB
Es gibt ein j < |a|T , so dass fiir alle 8 mit (<) gilt:
17(B) < xwv,(B) < xw(B)-

Es gilt xn(8) = sup{xn;(8) : i < |a]*}. Dann N = xn; [ bx <y_,(a) f5 | ba
fir ein j/ < A\, da N = (9.1), <fj>‘ :j < A) ist konfinal in [T by, ;_, (,)- Wir haben
j' € NN, daraus folgt j/ < sup(NNA) = p. Daher ist xn [ bx <j_, () /5 | ba-

_1

Wir wéhlen induktiv iiber m € w eine endliche Folge (A, pm, A : m < n),
so dass

1) Ao =k =max(pcf(a)) > A1 > A2 > ... >\,
2) A € pef(a), pm = sup(N N A,) < maxpcef(a),
3) Ao ={B €a:f2(B8) <xn(B)} (€ Jax(a)),

A1 = {B € Am = [rm31(8) < xn(B)} (€ T,y (@),
A, =10

4) Am+1 < Am, so dass Ay, € Joy, (@) \ Jax,.,, (a).

Dann ist xy = max{fg‘oo, ..., f2n}. Es gibt [max(pcf(a)) x [| max pef (a)| x 214/ <«
viele Namen, also < k viele. —



Kapitel 10

[ pet(a)| < |a|™

Satz 10.1 (Shelah, 1988). Wenn 2% < X,,, dann [],c, Ry < Ry, bzw. R0 <
N, .

Satz 10.2. Wenn a ein Intervall in den reguliren Kardinalzahlen ist und min(a) >
2lal - dann ist

| pef(a)] < |al™

Beweis [Beweis des Satzes 10.1 mit Satz 10.2]
Jede Ordinalzahl 8 mit |3| = |a|™® hat 8 < |a|™?, denn kT = min{a € On :

] £ |x[}-
4

Der Beweis des Satzes 10.2 wird den Rest dieses Kapitels einnehmen. Wir
teilen ihn in fiinf Hauptstationen ein

a) Erhohte Folgen

b) Einfangen von pcf(b) fiir b C pcf(a)
¢) Transitivitdt der Generatoren

d) Lokalisierung kleiner Produkte

e) eine unmogliche Topologie

Lemma 10.3 (iiber die erhohten Folgen). Sei A singuldr, cf(\) > w. Sei

B C [cf(A),A) konfinal in X, otp(B) = cf(\) und B abgeschlossen. Setze

C = acc(B) C B, dann ist otp(C) = cf(\) und C besteht nur aus singuliren

Kardinalzahlen und ist abgeschlossen. (B wird nun nicht mehr bendtigt.)
Sein € w\ {0}. Fir A C C definiere AT = {p™ : p € A}. Setze ¢ :=

Us_, c™*. Sei by fiir X € pcf(c) ein Generator, also J_y+(c) = Jox(c) + by.
Dann enthdlt {p € C : p™ € |J}_; by+x } einen club in .

Beweis: Sei n das kleinste Gegenbeispiel. Wir definieren ein Ideal auf C" =:
a. Fir A C a sei

Ael s {peC:p™¢c A} ist nicht stationir in \.

o7
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Da die Vereinigung endlich vieler nicht stationdrer Mengen wieder nicht sta-
tiondr ist, ist I ein Ideal. I ist ein echtes Ideal auf a, also a ¢ I, denn {p €
C:pt™ € C™} = C ist club und daher (nicht nicht) stationir. Nach unserer

=a
Annahme, dass n ein Gegenbeispiel ist, enthélt {p € C : p™ € 4 by+v}
keinen Club. Also ist das Komplement {p € C : p™ € a\ Uj_; by+r} sta-
tiondr in A, also a \ Up_; ba+x ¢ I. Daher ist I* = & (TU{{J}_, by+r}) ein
echtes Ideal. Nach der Definition von , Generator® gilt I* D J_y+n+1(c). Wir
haben J_yint1 = Joytn+byin. [[a/I* ist < AT 1 gerichtet, da [] @7\ it ()
< M *lgerichtet ist. Wir konstruieren induktiv iiber « eine sehr gut aufstei-
gende Folge (fo/I* : a < \T") <j«-aufsteigend und konfinal in []a/I*.

Wir nehmen eine silly square (¢ : a:a < AT").

gg(a) = max{hg(a),sup{fy(B) : v € E,a > otp(E)} fur E € %3, wobei
hg(c) eine obere Schranke fiir {f, : v < 8} modulo <~ ist. Dies geht nach dem
Lemma von der Existenz einer oberen Schranke 4.20. Wir wéhlen fg ne > s

{gg/]* : E € 65} mit €3] < AT, fg/I* existiert, da < I* < AT"Fl_gerichtet
ist.

Zitat 10.4. Aus Beweis des Satzes (8.1) der Existenz einer kleinsten oberen
Schranke zitieren wir: Fir alle Ultrafilter D auf a mit D N I* = () und fiir alle
< X\ sowie fiir alle (Sq : a € a) mit |Sqo| < ' gilt:

[laca Sa,p schneidet (fo/D : o0 < AT™) nicht konfinal.

Zitat 10.5. Es gibt eine kleinste obere Schranke g/ D fiir (fo/D : o < XT™) fiir
alle Ultrafilter D auf a mit D N I* = ().

Es gibt nach der < A*"*1-Gerichtetheit von <« eine obere Schranke g/I*
zu (fo/I* i o < AT") 0.B.d.A. g <p g, sonst ersetze g durch min(g,q).

O.B.d.A. gelte Ya € a. cf(g(a)) > |al, sonst wenn cf(g(a)) < |al fiir D-viele
« € a wire, hitten wir wieder konfinales Einscheiden durch eine Familie von
Séulen S, mit |S,| < |a| fiir « € X € D. [Bild]

Wir haben g(a) = g(p™) < p™. a wird nach dem Verhalten von cf(g(«)) =
cf(g(p*™)) wie folgt in n Moglichkeiten zerlegt:

o Sy ={aca:cf(g(a)) < p} baw. S7" = {p € C: ct(g(p™)) < p}
o Sp=5;"={aca:cf(g(e)) = p™} baw. Sy = {p € C: cf(g(p™)) =
Py
Da D ein Ultrafilter auf a ist, gibt es ein k € {0,...,n — 1} mit S} € D.
Behauptung. Sg € D

Beweis Sonst sei k € {1,...,n—1} und SP € D. Setze o’ = {p™* : p € C}.
Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf @’ und k an. Dann gilt nach der
Annahme, dass n das kleinste Gegenbeispiel wére

k
K={aC: o e U by+i } enthélt eine club Teilmenge.
i=1
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Durh Verschiebung der Argumente um n—k kardinal Nachfogerschritte erhalten

cf (H a’/D,> =cf <H a/D) = \t" (10.1)

fir A’ € D' .= {pt"F:.pec A} € D.
K™ ¢ I,da K eine club-Teilmenge von C umfasst. Kt" € D, da DNI = 0.
Daher ist K% € D’ und somit cf ([[a’/D’) < AT*. Somit ist [[d/, =

/D'
[IK**/D" < A**, im Widerspruch zu (10.1).

€1

Zwischenbehauptung. FEs gibt ein b € D, so dass (fo | b/D : a < ")
konfinal in [[b/I* und

k€ [ b/ (k <r- g 1b—3a. k <p fu I'b).

Beweis Wie im Satz iiber die Existenz einer kiinstlichen oberen Schranke
(8.1). -
Sei b wie in der Zwischenbehauptung. b € D, D ist ein Ultrafilter auf a = C*™.

Setze by == {56 €b: fo(5) < g(86)} € D. Sei bl, := b, NS;" € D.

b, ¢ I*, da D N I* = (. Daher und nach der Definition von I* ist b/, \
Uk=1basr & 1.

Nach der Definition von I haben wir

{p €eC:ptme (bix \ U b)\+k) } stationdr in A
k=1

bzw. {p €Sy:pme (b’a \ U b)\+k> } stationdr in A.
k=1

Fiir p € Sp ist nach der Definition von Sy cf(g(p™)) < p. Wir wenden das
Lemma 3.8 (von Fodor) an, fiir jedes o € A™" einzeln, auf die Funktion F,, :
Sa = p, Falp) = ct(g(p™)).

Es gibt 1o < p, so dass {p € Sy : cf(g(p™™)) = 14} stationér in \ ist. Nach
der Definition von I ist also

{5 b\ baer s cf(9(8) = ma} ¢ 1
k=1

also {25 ebl,:cf(g(d) =nat & I*

AT ist reguldr und damit existiert nach dem Schubfachprinzip auf A™ ein «,
so dass fiir konfinal viele & 7y = 7q, ist.

A=Ha <A i1y = Ny}, C := {0 € b: cf(9(d)) = 7Nuy}, ohne Ein-
schrankung C € D.

Es gibt also eine Sdule S fiir 8 € C C a, wobei S’(3) konfinal in g(f)
und |[S"(B)| = cf(9(B)) = Nay- Dies ist ein Widerspruch zur Zwischenbehaup-
tung 10.4 iiber kleine konfinale Familien in (f, : o < A1™). =

Nun kommen wir zur zweiten Station:
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Satz 10.6 (iiber pcf(pcf(-))). Sei b C pcf(a) und [b] < min(b). Dann ist
pcf(b) C pef(a).

Korollar 10.7. Fir b = pcf(a) erhalten wir unter der Annahme |pcf(a)| <
min(pcf(a)) (die aus (21%1 < min(a) folgt) aus dem obigen Satz pcf(pef(a)) C
pef(a). Aus pef(xz) D x folgt pef(pef(a)) = pef(a).

Beweis des Satzes 10.6. Sei A* € pcf(b), und dies werde durch das Ideal Iy«
iiber b C pcf(a) bezeugt. tef ([Tb/7,.) = A*. Ohne Einschréinkung ist A* ¢ b,
ansonsten ist der Beweis fertig. Da b C pcf(a), gibt es fiir A € b ein Ideal I iiber
a, so dass A = tef ([Tayy, ). Ein Limes bzw. Durchschnitt der Ideale (I : X € b)
mittels Iy« wird definiert durch

I'={zCa:{Aeb:ax ¢} €}
Erinnerung 10.8. Fiir ein Ideal I auf a werden I™ und I* wie folgt definiert:

It"'={xCa:2z¢lI}
I''={zCa:a\zel}

Behauptung 1. \* = tef (H a/I).

Beweis Die Behauptung wird durch Angabe einer konfinalen echt aufstei-
genden Folge bewiesen. Es gilt J,+ C I, da jedes x € Jp+ beschrénkt in b
ist. Sei fir A € b A\ = tef (Ha/h) bezeugt durch <f<§z\/l,\ ca< A).Zuge]]b
sei G(g) € Ha/J<‘b‘+ eine obere Schranke von (fg/\()\) : A € b). G(g) existiert,
da die Halbordnung <j_, . < |b|t - gerichtet ist. tef (J]b/Ix<) = A\* wurde
bezeugt durch (gs : B < A*). Eine konfinal echt <-aufsteigende Folge kann
gefunden werden als Teilfolge von (G(gq) : @ < A*). Wir zeigen zunéchst, dass
(G(ga) : @ < X*) <y- konfinal in [Ja/I ist.

Behauptung 2. Zu f € [[a/I gibt es ein f € X*, so dass Vo € [B,\*). f <;
G(9a)-

Beweis Zu f € [[a/I definieren wir FI(f) : b — V, F(f)(\) = min{a < A :
f<n f2}, da (f):a <)) <y, true konfinal.

Es gibt ein 8 € A* mit F(f) <r,. g3, da (gg : # < X*) konfinal in [] br,. ist
und fiir alle o € [8, \*) gilt ebenso F(f) <1,. ga- Nach der Definition von I ist
f <, fg)\a(A) fiir alle bis auf Iy«-wenige A € b.

Iso

{')’ € b : f;\a(,y) >])\ f} € I}\k*
baw. {y €b: f () <1, [} € In

fiir alle a € [, A*). Daraus folgt f < G(gn) fir alle a € [, \*) nach der Defi-
nition von I, wodurch die Behauptung gezeigt ist. —

Wie im Beweis des Lemmas 1.11 (von Pouzet) wihlen wir induktiv zu o < A*
ein B(a), B(y) fir v < a, so dass G(go) < G(v) fiir v € [B(c),A). Dann ist
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(Gg(a) - a < \) eine <j-aufsteigende konfinale Folge. =

€1

Nun kommen wir zur dritten Station:
Satz 10.9 (, Transitivitdt* der Folge der Generatoren). Sei (2'“‘)Jr < min(a),
¢ = pcf(a). Dann gibt es fir pcf(c) Generatoren (by(c) : XA € pcf(c)), so dass

1) YAVp € by(c). bu(c) € ba(c) und
2) VA. pcf(ba(c)) = ba(e).
FEigenschaft 1) ist die , Transitivitdt“.
Den Beweis teilen wir in mehrere Lemmata auf.

Lemma 10.10. fiber die Generatoren fir ¢ = pcf(a) und fir Jox(c), A €
pef(e)] Sei 219l < mina. Sei A € pef(c) = pef(a). Sei Joy+(a) = Jon(a) + by.
Dann ist Joy+(c) = Jex(c) + pef(by).

Bemerkung 10.11. Wir haben by C a und pcf(by) C pef(a) = c.
Beweis

»2“ Wir zeigen pcf(by) € J_y+(¢). Wir schreiben abkiirzend dy = pcf(by). Zu
zeigen ist, dass fiir jeden Ultrafilter D auf ¢ mit dy € D cf (J[[¢/D) < A
gilt.

Fiir p € pef(a) = c gibt es einen Ultrafilter D,, auf a, so dass cf (H a/DM) =
p. Fir p € dy = pcf(by) gibt es einen Ultrafilter D, auf a, so dass
cf (TT a/DH) = p und by = D,,. Definiere

D={xCa:{u€cdy:z€D,} €D}

Dann ist nach dem Beweis des Satzes 10.6

cf (Ha/b> =cf (HC/D) <A
Also ist dy € J_y+(c).

»C“ Noch zu zeigen: dy erzeugt J_,+(c). Angenommen nicht, somit gibt es
ein e € J_y+(c), also e \ dy ¢ Jca(c). Dann gibt es D auf ¢, e € D
mit cf ([[e/D) = A. [Bemerkung cf ([[¢/D) = cf (][ e/D)]. Wir haben
e\ dy C c=pcf(a). Also Vi € e\ dy\3D,, auf a. cf (Ha/Du) = p. Es gilt
p & pcf(by) = dy, daher by ¢ D,,, woraus a \ by € D, folgt. Wir bilden
wieder D:

D={xCa:{ucpcf(a):x€D,} €D}
={rCa:{pece:xeD,} €D}

Es gilt by ¢ D, da by ¢ D,, fiir p € e, und wegen Korollar 8.10 im Beweis
des Satzes vom Generator (Satz 8.5) cf (H a, D) < A, im Widerspruch
zur Wahl von e € J_y+(c) \ Jea(c).
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Notation 10.12. Im Folgenden stehe Jy fiir J-x(c).

Lemma 10.13 (iiber die Darstellung der Generatoren by). Sei N sonnig fiir
(2le)*, dies bedeutete:

o NI =27,

i N = Ui<(2|a\)+ NZ7

o (N; :i < (2‘a|)+> stetig aufsteigend im folgenden Sinn: (N; : i < j) €
Nj+17 NZ C N];

o N; < H(Q),

° {a}U2|a| C N.

Setze ¢ = pcf(a), es gelte (2|a|)+ < min(a). Sei A\ € pef(c) bezeugt durch (f2 :

a <A € NNnJ]c. Es gelte fir alle k € [[by N N:

JagVa € [ag, A). k <j_, fa 1Dy

Dann ist by =;_, {a € c: f;(\N()\)(a) > xn(a)}

Bemerkung 10.14. Das ,> “in der letzten Menge kann auch dquivalent durch
ein ,=“ ersetzt werden. Es sei hier daran erinnert, dass xn(a) = sup(N Na).

Beweis[Beweis des Lemmas|

»,C“: Angenommen nicht:

b\ € e £ (@) 2 (@)} ¢ Jo,
also b’ :=byn{a € c: f;(\N()\)(oz) < xn(a)} & Jex.
Sei h : ¢ = V definiert durch

h(a) = f)’(\N()\)(a) fir a € b/
) sonst.

Wir stellen h(a) < xn(a) fest. Es gilt Ya3iaVi > iq. h(a) < xn,(a), da
XN = SUD; _ gfafy+ XN;- Die {iq : o € a} sind durch 7 in (2‘“')+ beschrinkt.
Dann JiVa € by. h(a) < xn(a).
Es gilt xny, € NN J]ec furi > i. Nach der Voraussetzung gibt es 460, €
N NAVO > 6o XN, <J_y fg\ I by. Wir nehmen nun j > ¢ so grof}, dass
XN; (A) > 6y, da lim(x v, (A)) = sup(N N A). Wir erhalten

by <goy xv; Toa < 3 10 <oy fo Tha < fryoy [0
fiir 6 > 50%.

Es gilt aber auch h [ 0 =;_, f;\N(A) [ ¥ nach Definition V' ¢ J.). Wir
haben also einen Widerspruch.
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,2“ Angenommen {a € ¢ : f}i‘N()\)(oz) > xn(a)} \ by ¢ Jon. Dann ist d :=
{aec: f)’(\N()\) (a) > xn(a)}\ by € Jea \ J<p mit einer moglichst kurzen
Folge, N > \. d ¢ J_\+, da by J_,+ erzeugt.

Hd/‘]</\+ ist <AT-gerichtet, daher g € [[ dVa. g >4+ f2und g € N.
Da ¢ C N ist rge(g) C N. Es gilt

A
v <J<A+ 9 <pkt.weise XNs

da fiir alle h € [[eN N mit rge(h) C N gilt xn§ > h, ein Widerspruch zu
d¢ Joy+ undd={a€c: f)’(\N()\)(a) > xn(a)}\ ba.

_1

Beweis[Beweis von Satz 10.9] Wenn wir eine Folge (bx(c) : A € pcf(c)) mit
Eigenschaft 1 gefunden haben, dann kénnen wir diese induktiv iiber A € pcf(c)
vergroBern zu (b} : by = b3, A € pcf(c)), so dass die Eigenschaften 1 und 2 gelten.
Im Induktionsanfang A = min(c) setze by = by = {A}. Fiir den Induktionsschritt
seien bj, fiir @ < X schon gegeben mit Induktionsvoraussetzung bj(c) 2 bg(c) und
pcf (b)) = bj. Es gilt pef(ba(c)) € A+ 1, da by(c) € Jop+(c). Aus Lemma 8.11
(iiber ein endliche Uberdeckung) folgt:

Inby,...,0, € AN pct(br(c)). pcf(ba(c)) NMA C by, (c)U...Ubg,(c)
und daher
pcf(ba(e)) C by, (c)U...Uby (c) Uby = b3.

Dann haben wir

pef(pef (ba(c)) € pef(B, () U... Ub, () Uby)
Pet (b, (¢)) U . U pet(bj, (c)) U pet(by) < b3

nach Satz 10.6. Wir {iberpriifen, ob ¢ die Voraussetzung erfiillt: Da (2‘“|)+ <
min(a), ¢ = pcf(a) und |¢| < 2% ist ¢ progressiv. Hiermit sind auch die by (c)
progressiv, Progressivitét vererbt sich auf Teilmengen. Dass die neue Folge (b3 :
A € pef(c)) auch Eigenschaft 1 erfillt, ldsst sich induktiv tiber A beweisen.
Nun wird die Transitivitit arrangiert, wir zeigen: Es gibt fiir A € pcf(c) eine
Folge (f2 :a < \) € [ ¢, so dass
1) Vk € [[edan < AVa > aq. k <;_, f2 und
2) fiir alle (2‘a|)+
: A
2.) fXNO\) < XN,
2.ii) Ya € Vu € c. [a<u/\cf(f)‘ (u))>w} —
XN (A) N
A
fXN()‘) (a)

2.ii) Yo € Vp € by. cf (f;‘N(A)(u)> > w

-sonnigen N gilt:

(@ <
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Zuerst zeigen wir, dass wir fertig sind, wenn wir so eine Folge gefunden
haben. Sei also eine entsprechende Folge f2 gegeben, dann definiere:

by :={acc: f;‘n()\)(a) > xn(a)}
b= {ae s £ (@) > (@)}

Sei nun p € b3, das heifit f;n(/\)(u) > xn(p). Sei § € b}, zeige 6 € by. Wir

‘u,’
erhalten aud 2.iii)cf (f;\N(A) (u)) > w. Nach 2.ii) gilt dann:

f;\N(A)(‘S) > f;:N(”)((S) = xn(9).

Wir nehmen an, dass (f : @ < )\) schon wie im Satz von der Existenz einer
kleinsten oberen Schranke (8.1) definiert ist, das heifit

f2(0) = min{sup{fé(é) : B € c}:cclubin o und ¢ unabhéngig von §}

Da a > min(c) und |¢| < 2% also |¢| < min(c¢) diirfen wir die Clubs, die zuniichst
von 0 € ¢ abhéngen alle schneiden. Dies fiihrt zu (1) fiir ¢f(d) = (2|“|)+.
Die Folge ( faA,n)‘ € pcf(c), 0 € ¢) wird nun induktiv iiber N gewéhlt:

IA : fé"o(é) = f2(6) fiir 6 € c und X € pcf(c).

1S £ (0) =sup ({2, ULfl 0@ d<p<ipect).
Definiere g (6) = sup,,c,, fa,,(6). Nach IS erhalten wir

cf(ga (1) > w & (V6 < pp < A)(ghy ) (0) < g2 (0)). (10.2)

galp)

Behauptung 10.15. () : a < A\, \ € pcf(c)) erfiillt die in 1) und 2) an eine
Folge von Folgen gestellten Bedingungen.

Zwischenbehauptung. Wenn a < A\, a € cl(NNA) = (NNA)Uacc(NNA),
dann Vn¥6 € AN N. f2,(8) € cl(N' N ).

Beweis

e Fall 1: @ € N, daher f}, € N.Da§ € ¢ C N ist nun f},(§) € N und

a,n

fan(0) € NNG, da f3,(0) < 6.
e Fall 2: a € cI(NNA)\ N. Wir haben a = limi<(2‘a|)+ sup(N; N ). Fiir

konfinal viele i € (2"1‘)Jr ist sup(NV; Na) € NN A.

20) = sup{fé‘(é) : B € ¢}, wobei ¢ ein club in o (unabhéngig von ¢) ist,
so dass in (1) das Minimum angenommen wird. Wir haben

£2(8) 7sup{f3(8) : B€ C NN} € cl(N NJ)

nach dem 1. Fall.
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%
Nun ergibt sich aus Gleichung (10.2) zusammen mit der Zwischenbehauptung,
dass (g : A € pcf(c),a € ¢) 1) und 2) erfiillt, und der Beweis ist beendet. -

Nun kommen wir zur vierten Station:

Satz 10.16 (Localisation). Sei (2|“|)+ < min(a) und damit insbesondere pcf(a) =
pcf(pef(a)). Setze ¢ := pef(a). Dann gilt

Vd C ¢V € pef(d)3d C d. |d'| = |a| A p € pef(d').

Beweis Sei (by : A € pcf(c)) eine transitive Folge von Generatoren mit
pcf(ba(c)) = ba(c). Sei d C c. Sei p € pef(d). Wir beweisen den Satz induktiv
iiber p € pcf(d).

Zwischenbehauptung. Wir kénnen d durch ein d = dNby(c) Cbu(c) Cpu+1
ersetzen. D.h., es gibt ein d, so dass j € pcf (3) und d C bu(c) Cp+1.

Beweis Wir benutzen wieder Korollar 8.10. Es gibt einen Ultrafilter D iiber
¢, d € D, sodass p = cf([[e/D) = min{\ : by(c) € D} und daher b,(c) € D
und dNb,(c) € D, da D Ultrafilter. Dann ist u = cf ((d N b,(c)) /D). Wir neh-
men d = d Nb,(c) und haben also p € pef(d). =

Nun zur Induktion: Im Induktionsanfang ist p € d und p € pcf({u}). Ge-
sucht wird ein d’ C d mit |d'| = |a| und p € pef(d).

Behauptung. Ohne Einschrinkung hat pcf(d) N p kein Mazimum.

Beweis Sonst sei p; = max(pcf(d) N p) < p. Nach den Eigenschaften der
Generatoren ist p; € pcf(by, (c)). Betrachte di = d \ by, (c). Es gilt pu €
pcf(dy). Fiir jeden Ultrafilter U iiber d; cf([[¢/U) = min{\ : by(c) € U},
also, pcf(by, (¢)) = by, ()N C dy = 0, p1 & pef(dy). Daher ist pef(dy) Np € .
Angenommen pcf(dy) N p hat ein Maximum. Die absteigende Kette der Maxi-
mumssuche bricht ab, wir konnen nun auf die Induktionsvoraussetzung zuriick-
greifen und haben damit die Behauptung begriindet. .

Definiere k := cf(pcf(d) N p). Dann ist k > w. Sei (u; : i < k) eine in
pef(d) N p aufsteigende konfinale Folge.
Zwischenbehauptung. p € pef({p; i < K}).

Beweis Sei D ein Ultrafilter auf {y; : i < x}, der alle Endabschnitte enthélt.
Wir haben

cf (H{,,L,- i< H}/D> > sup{p:i <k} >p

Wie im Beweis vom Intervallsatz (5.2) folgt pu € pef({u; : i < k}). =

Zwischenbehauptung. FEs geniigt ein e C {u; : i < k} zu finden, so dass
w € pef(e) und |e| < lal.
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Beweis Fiir alle ¢ € e gibt es nach Induktionsvoraussetzung ds C ¢, |ds| <
|a|, so dass § € pcf(ds). Setze d’ := Jse, ds, dannist |d'| < |e|-|a| < |a]* = |a|. Es
gilt pu € pef(d’) mit einem aus den ,,d € pef(ds)“-Zeugen und den .6 € pef(e)“-
Zeugen zusammengebauten Ultrafilter. -

Behauptung. Es gibt e C {p; : i < K}, |e| < |a|, so dass p € pcf(e).

Beweis Zu jedem o € a N J;, bu(c) gibt es iq < K, so dass a € by, (c),
dann setze S = {iy : @ € a}. Also ist

an U by (c) C U by (c). (10.3)
1<K €8
Setze e := {p; : 1 € S}. Da e C pcf(d) C pef(c) = ¢ folgt aus Lemma 8.11 die

Existenz von k € w, 61,...,0, € pcf(e), so dass e C bs, (c) U...Ubs, (c). Wir
merken uns: 41, ..., € pcf(e).

Behauptung. 3i < k. §; = u

Beweis Sonst wéren d1,...,0r < u. p ist eine Limeszahl, daher existiert ein
i < K, so dass p; > 61,...,0k. Setze

A:=an(by(c)\ (bs,(c)U...Ubs.(c))) #0

falls p > 01,...,d;. Es existiert ein Ultrafilter D auf A, so dass cf ([[¢/D) =
pi- Andererseits gilt aber nach Inklusion (10.3) a N by, (c) € [J;eg by (c). Nun
erhalten wir aus dem Satz 10.9 iiber die Transitivitdt der Generatoren

by, C bs, (c)U...U bs,, (c),

da pu; € e C U?Zl bs;- Also A = (), ein Widerspruch.

1 L

Nun kommen wir zur fiinften Station:

Sei a ein Intervall. Sei n = |a|, ohne Einschréinkung ist min(a) = Ns41.
Dies funktioniert da alle Kardinalzahlen aus pcf(a) aufler vielleicht der aller-
ersten Nachfolgerkardinalzahlen sind. Dies sieht man so: Annahme = € pcf(a) \
{min(a)}. Wir nehmen an, dass x eine Limeskardinalzahl sei. Dann nehmen wir
eine Folge (z; : i < cf(x)), x; € pcf(a), die gegen x konvergiert. Die Linge
cf(z) < |pef(a)| < 2% < min(a), weshalb z singulér ist.

Sei p so festgesetzt, dass max(pcf(a)) = N5y 41 gilt.

Behauptung. p < n™
Beweis Definiere eine Abschlussoperation auf &(p +1): Sei X C p + 1.

i) X :={y <p:Nspyq1 € pef({Ro4er1 : € € X})}. Dann ist X C X, denn
pcf(a) C a.
Wir wissen X = X, da fiir alle ¢ C pcf(a) gilt: pef(pef(c)) = pe

f(c).
Dies ist ein topologischer Abschluss, denn § = ), X UY = X UY und
YCX—-YCX.




Kardinalzahlenarithmetik Winter 2012/13 67

ii) Nach dem Lokalisationssatz (10.16): Fiir jedes X C p+ 1, v € Yj
pef({Nspetr1 1€ € X}) gibt es X/ C X, mit | X'| = |a| =1, so dass v € X'.
Wir haben

v =cf < H N5+s+1/D>

ecX’
fiir ein geeignetes D.
iii) Jedes X hat ein Maximum, da fiir alle " pcf(a”) ein Maximum hat.

iv) Nach dem Satz iiber die club Mengen in den erhéhten Folgen (10.3) er-

halten wir: Dort hatten wir ein singuléres A\, C' C [cf A\, \) nur irregulére
Kardinalzahlen, ¢ = |J,»; C™" und @ = C*", n = 1. Die Menge a von
dort ist nun @’ = pcf(a) N {Rs1ap1 @ @ < 7} fiir jedes v < p mit cf(y) > w.
Nach unserer Voriiberlegung sind Ns.4,, o Limesordinalzahl, singulédr und
daher haben wir zu A = X5, cfy > wein C = {Ns o 1 a < 7, cf(a) = w},
a' = CHt = {Ns1 411 @ <7} wie in jenem Satz gewiinscht.
Der Satz liefert einen club C' C v, so dass d = {Rsyap1: @ € C} C bys(d').
Setze d == {Nj1q : a € C}, d = dt' C by+(a’). Dann ist {¢ < p :
Nsietr1 € pef({Rsppp1: 0 € CH)} = {e < p: Nsi41 € pef(d)}. Somit ist
pef(d) C pef(bys (a)) € AT, Wir hatten A = N5y, AT = Ry pq. Es gilt
pcf(d) C [min(a), Rsiq41]-

v) g, p] ist abgeschlossen, da p = max(pcf(a)) = Ry 41 in unserer X — X
Topologie.

Behauptung. i) - v) impliziert, dass p < n3 = |a|*3, also [n™, p] = 0.

Beweis[Indirekter Beweis| Angenommen nicht: [p| > 1. Wir definieren cl
auf 2(n*™ +1) durch

X falls X C nt*

(X) = { X nnttu{n**} sonst. (10.4)

Auf [0,77*]on haben wir die cl-Rechenregeln i) - vi)
Nun wird Club guessing angewandt: Fiir & = 1, A = n™3 gibt es eine club
guessing Folge (S, : a < n13, cf(a) = nt!), das heifit:

e Sy Ca, S, club in a, otp(S,) = nt! und

e fiir jeden club D C n*3 gibt es stationir viele a, so dass cf(a) = n*!,
So CD.

Setze 6 > 22‘(1‘, 6 regulér. Wir nehmen eine Folge (M3 : 8 < n3) mit folgenden
Eigenschaften:

e Fiir alle 8 < "3 gilt My < (H(6), €, <.)

o (M, :~v < fB) € Mgy fiir alle 8 < 0™ stetig: M, = U6<w Mg fiir eine
Limeszahl ~.
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|Mg| = 73 (,klein®)

nt3 C My (,groB)
{XX): X Sty 1) € My
(Sy i< T3 cf(a) =nt) € M.
Definition 10.17. 5 := Mg Nyt
Bemerkung 10.18. FEs gilt:
® g€ nt4, nach dem Lemma diber die teilweise Transitivitit 9.11.
o (yg: B <nt3) ist stetig.
e CCaclube {y:5eC} club in v,.
Definition 10.19. Fiir o, 3 € 77 mit cf (o) = 773, setzen wir
Ef ={vs:0€ S,Np}.
Bemerkung 10.20. EfS € Mgy fiir B> « und fir a <n™3, 8 < a.

Bemerkung 10.21. Wenn Eﬁ € Mgiq in nt* beschrinkt ist, dann Mg =
Eg ist in 77+4 beschrankt und somit auch Eg C Y3+1-

Eigenschaft (iv) der Topologie von (X +— X) angewandt auf v = Vyts, gibt:

dD C Vit D C T3 + 1, D club
Es gibt ein o < n™3 mit cf(a) = n™, so dass
Sag{5<77+33’YB€D}7

da (S, : a < 73 cf(a) = nt!) eine club guessing Folge ist und da D =
{B : 75 € D} ein club in n™3 ist. S, C {8 < 53 : v € D} impliziert
Sk ={ys:p € Sa} € D und S} ist konfinal in ~,.

Beachte a € Mj. Da fiir jedes d C pcf(a) pcf(d) ein maximales Element
hat, haben wir iii), also

& = max S} = max{ys : N5y ,41 € pef{Rs ey 16 € SH}} (10.5)

Fiir z € S, gibt es y C S, [yl = n, € §. Sei lim;,+1 8; = . Da S}, =

Uiyt S8 Nyg,, gibt es ein B < a mit y C S5 Ny, also z € 5§ N
Es gilt ES ={w:0 € Sanp}t ={y:0< B9 €5} Wir haben
x € SiNyg = Ef fiir ein 8 < a. Aus S* C D erhalten wir S¥ C D. Da

Monot., cl. guess.

Eg C Sx - D C Ypts. Aus Eg € Mgy fold E‘f € Mp4q nach
den von My geforderten Abschlusseigenschaften. Also ist ES € Mgy in ntt
beschréinkt und wir erhalten E5 C vg+1- Wir haben also z € ES C VB+1-

Nun ist 8 < a und somit auch f+1 < «a, da cf(a) = nt. Somit ist y541 < Ya-
Dies widerspricht der Wahl von z in (10.5).

_|
%

Somit ist schliellich der Satz in der Kapiteliiberschrift bewiesen.
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10.1 Ubungen

Ubung 10.1. Sei a eine Menge regulirer Kardinalzahlen, und sei |a|T <
min(a).

1. Sei A eine Kardinalzahl. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen dquivalent
sind:

(a) A = max (pef(a)).
(b) A = tef (Ha/J<,\(a)>.
(¢) A=cf (TTa/Ter(@)).
Sei F C #(a) ein Filter. Wir definieren
pefr(a) = {cf (][ a/D) : D ist ein Ultrafilter iiber a, F C D}

2. Hat pcfp(a) ein Maximum?

3. Wir hatten max (pcf(a)) = cf ([T a/{0}). Gibt es eine analoge Gleichung
fiir max (pcfp(a))?

Durch die Gleichungen xny = max{ fé\f : 1 < n} zeigen wir im Beweis des
Satzes ,max(pcf(a)) = |[]al”, dass es wenige xn gibt. Das folgende Beispiel
soll in einer einfachen Situation zeigen, dass das punktweise Maximum eine
Funktion mit groflen Werten sein kann:

4. Seiid : w — w, id(n) :=n.
(a) Zeigen Sie:
(Vg : w — w)(3fo, f1 : w — w)(id £* fi A max(fo, f1) > g)

(b) Zeigen Sie weiter, dass man die beiden f;’s monoton wachsend wéhlen
kann.

Ubung 10.2. Zeigen Sie: Falls Ng < H(6), N1 < H(0), und Ny C Ny, so gilt
Ny < Ny.

Ubung 10.3. Falls Ny < Ny < H(6), Ny € Ny, nt < 6, Ny = n Kardinalzahl,
und cf(n) > |Ng|, dann Ny = 3z € n\ sup(Ng N 7).

Ubung 10.4. Sei N sonnig mit Zeugen a und (N; : i < |a|t), H(6). Sein € Ny,
nt <0, cf(n) > |Nol|, (letzteres gilt in V, in H(#) und in N;, i > 1). Dann ist
{sup(N; N'n) : i < |a|*} club in sup(N N 7). (Dies wurde in der Vorlesung am
10.12.2012 behauptet und im Beweis benutzt.)

Ubung 10.5. Sei 2% = R,. Berechnen Sie unter dieser Annahme N2 fiir jedes
n e w.
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Ubung 10.6. Sei & eine regulire unendliche Kardinalzahl, und sei > & eine
Kardinalzahl.

Wir erinnern an eine weit verbreitete Notation:
" ={ACu:|Al =~}

Wir betrachten die Halbordung H := ([u]*, C). Sei C konfinal in H, und
|C| = cf(H).

a) Wann ist C' einelementig?

b) Vergleichen Sie |[u]"| und 2% - cf(H)

Hinweis: Bauen Sie [u]* aus einem konfinalen C.

c) Zeigen Sie: Es gibt kT paarweise disjunkte Mengen X € [u]".
Folgern Sie hieraus: ([u]*, <) ist nicht x*T-gerichtet.

d) Ist ([u)", <) kT -gerichtet?
e) Zeigen Sie: tcf(H) existiert gdw cf(H) = k.
Ubung 10.7. Zeigen Sie: 3z Cw(z ¢ I Az \w ¢ I) = I ist nicht maximal.

Ubung 10.8. Es gibt so ein z aus Ubung 10.7. (Es folgt, dass I nicht maximal
ist.)
Hinweis: Arbeiten Sie mit einer Bijektion f:w — w X w.

Ubung 10.9. Verallgemeinern Sie Ubung 10.8 zu:

Sei U ein freier Ultrafilter auf s, x > w reguldr. Dann hat U keine Basis der
Grofle < k.

(B C U heifit Basis, g.d.w Vo € UJy € By C z.)

Ubung 10.10. Sei a = {X,, : n > 1}, und sei pcf(a) = a U {Ry 1 : 1 < k <n}
fiir ein n € w \ {0}. (Dies ist konsistent relativ zu ZFC). Sei FIN, = {z C a :
x endlich}.

a) FIN, C Jon,,, (a).

b) Jen,.,(a) ist ein echtes Ideal aber kein maximales echtes Ideal.
Hinweis: a = w.

Ubung 10.11. Wir definieren fiir ein Ideal I C £ (a)
IT:={x Ca:xz¢I}, die Menge der [-positiven Mengen, und
I':={x Ca:a\x €I}, den zu I dualen Filter.
Sei fiir A € b I, C Y(a) ein Ideal auf a. Sei I+ ein Ideal auf b.
Wir definieren im Beweis des Lemmas 4.17 (,,iiber pcf(pcf(a)) = pef(a)”) das
Ideal:
I={zCa:{Aeb:x¢ 1} € \+}.

Sind die folgende Mengen auch Ideale?
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a) [={xCa:{\€b:xzc} I}

b) f:{$§a:{)\€b:xef)\}€];;}.
Hinweis: Wir empfehlen, ein Beispiel zu betrachten. Sei

o [, ={r CwXw:ax, € FIN}, wobei z,, :={m € w: (n,m) € z},
e I). — FIN.

Ubung 10.12. Sei:
o 219 < mina,

e b= pcf(a),

A € pcf(b), mit Zeugen Dy und einer aufsteigenden konfinalen Folge (g, :
a < \),

VB € b(= pcf(a)) sei Dg ein Ultrafilter auf a und sei (f8 . a e B
aufsteigend und <p,-konfinal,

o fiir alle 0 € \, a € a, hs(a) := sup{f{i(ﬁ)(a) : B € b}
Nun wollen wir zeigen: (hs : 0 € A) ist konfinal in <p mit
D={xCa:{feb:xe Dg}ec Dy},

und (hs : 6 € A) kann zu einer < p-aufsteigenden Folge ausgediinnt werden.
Sei nun f € [[a gegeben. Zunéchst nehmen wir fiir jedes § € b ein dg, so
dass

f SDﬁ ffﬁa

also
Agi={a€a: f(a) < f] ()} € Dg. (1)

Dann nehmen wir 3y, so dass
(05 : B € b) <D, 98y,

also fiir 51 > B,
B={8€b:ds<gs(8)} € Dy 2)

Zeigen Sie: Nun ist fiir 81 > Sy,
A={aeca: f(a) < hg (a)} € D.

Hinweis: Setzen Sie Gleichung (1) und Gleichung (2) zusammen.
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Kapitel 11

Die Rolle von ()

Definition 11.1. x heif}t starke Limeskardinalzahl, falls Vu < k. 2* < k.
Satz 11.2. a) R0 < max(R,,,2%)

b) Wenn R,,_1 := 280 < N, dann XX = maxpcf(a) < N, fira = {X; :
k€ [no,w)}.

c) Wenn N, ein starker Limes ist, dann ist 2% = RN < X .

Lemma 11.3. Sei k ein starker Limes, dann ist 2% = g%,

Beweis Wir miissen nur noch Teil ¢) beweisen. Die Beweise zu a) und b)
sind in Satz 10.1.

Sei (k; : @ < cf(x)) konfinal. Wir bilden f : 2% < [[,_,2%. Fiir a C &,
setze f(CL) = ((I N Ki)i<cf(n)'

Fiir ¢ < cf(k) sei b; : 2" — 7; < k eine Injektion. Da & ein starker Limes
ist, gibt es solche b;.

Wir bilden f : 25 — [licetn¥i € Iliceriy £ = £ mit f(a) = (bi(an
Ki))icef(x)- Also ist f 28 — k% injektiv und bezeugt 2% < kE#.

Fiir die Umkehrung betrachten wir

Hcfﬁ < RE < (25)5 — 9K _ 9K
nach Hessenberg. -

Beweis[Beweis des Satzes 11.2] Mit k = 8, folgt ,,b) = ¢)* aus dem Lem-
ma. .

Satz 11.4 (von Julius/Gyula Kénig). Seien u; < k; fir i < I, I ist Menge.
Dann

ZM<HH¢

el icl
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Beweis[Indirekter Beweis| Sei f : > p; = [|Jpi X i| = [] ki eine Funktion,
angenommen es gilt

[Tri2(78): 8 x fib.

el
Wir finden ein g € [ s \ {f(8) : B € U;er ti x {i}}. Definiere

g: 1=V, ge[]ri 9i) € s\ {f(B)@): B € ps x {i}}.

el
Es gilt g # f(B) fir alle 8 € (J;cy pi x {i}, da fiir gegebenes [ ein i existiert
mit 3 € p;, daher g(i) # f(8)(4). .

Bemerkung 11.5 (Easton, 1970). [3/ F : k — 2% fir k regulir kann unter
folgenden Nebenbedingungen ,frei“ eingerichtet werden:

o k< K — 28 <2
o cf(2") >k
Satz 11.6. Fir alle unendlichen Kardinalzahlen k ist cf(2") > k.

Beweis Angenommen cf(2") = . Dann ist 2% = ), p; mit p; < 2". Nach
dem Satz von Konig gilt

Z:ui < H2,‘€ — (25)/4 = 2",

<K 1<K

im Widerspruch zur Annahme. .

11.1 Ubungen

Ubung 11.1. Definition: Fiir Ultrafilter U and V auf w definieren wir U @ V
als

{ngxw:{me:{nEw:(m,n)GX}EV}EU}.
Die Projektionen m; fiir ¢ = 1,2 sind gegeben durch 7;: w X w — w,

mi(T1, 22) = ;.
Zeigen Sie

a) U® YV ist ein Ultrafilter auf w x w.
b) {m"X:XeUaVy=U.

) {m'X: XeUV}=V.
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d) Seien nun U und V freie Ultrafilter. Es gibt A, € U® V, n € w, so
dass es kein A € U ® V gibt, so dass fiir alle n die Differenz A \ A,
endlich ist. (Solch ein A hiefle ein Pseudoschnitt der Folge (A, : n € w).
Falls alle abz&hlbaren Folgen im Ultrafilter Pseudoschnitte im Ultrafilter
haben, nennt man den Ultrafilter P-Punkt, P von proche - nah). Hinweis:
Versuchen Sie es mit A, = [n,w) X w.

e) (Puritz 1972) Seien weiterhin U und V frei. U ® V' wird erzeugt von (d.h.,
ist die Menge der Obermengen von endlichen Schnitten aus)

{Axw:AeU}U
{tmn):m < f(n)}: frw—w

ist nicht beschrankt auf einer Menge in V}

Christian Puritz, Skies, constellations, monads, in: W.A.J. Luxemburg,
A. Robinson (Eds.), Contributions to Non-Standard Analysis, in: Stud.
Logic Found. Math., vol. 69, North-Holland, 1972, pp. 215—243.

Weitere Fragen (auf die man zumindest teilweise Antworten kennt): Ge-
geben U, V, wieviele Ultrafilter auf w x w gibt es, deren Projektionen
gerade U und V sind? Wann gibt es nur einen solchen Ultrafilter?

Eine neuere Arbeit hierzu:
Andreas Blass, Homogeneous sets from several ultrafilters, Topology and
its Applications 156 (2009) pp. 2581-2594,

und eine Arbeit aus den Anfingen der Untersuchungen spezieller Ultra-
filter:

Maryvonne Daguenet, Rapport entre ’ensemble des ultrafiltres admettant
un ultrafiltre donné pour image et I’ensemble des images de cet ultrafiltre,
Comment. Math. Univ. Carolin. 16 (1975) pp. 99-113.
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Kapitel 12

Kardinalzahlexponentiation
oberhalb starker
Kardinalzahlen

Definition 12.1. X heifit starker Limes bzw. starke Limeskardinalzahl gdw.
Ya < A 2% < A\

Definition 12.2.(1) Fiir einen Ultrafilter D C Z(#;(A)) definieren wir fol-
gende Eigenschaften:

e D heift fein oder regulir, wenn Va € . {x € P(\) :a € x} € D,

e D heifit k-vollstindig, wenn VX;,i < v,y < k. (Vi <. X; € D —
mi<'y Xi S D)

(2) Fiir ein reguléres A\ > « heifit kK A\-kompakt gdw. es einen feinen k-vollstindi-
gen Ultrafilter D iiber 2 (\) = {x C X : |z| < k} gibt.

(3) & heifit stark kompakt gdw. fiir alle reguléren Kardinalzahlen A\ > k & stark
A-kompakt ist.

Satz 12.3 (Solovay, 1974). [13] Sei k stark kompakt. Dann gilt:
1) VA > Rk, A regulir. \<F = X
2) VA > Kk, A\, a requldr. 2% < X — \* =\
3) Y\ > k, X singuldrer starker Limes. 2% = AT = \*

Definition 12.4. Sei D ein Ultrafilter iiber I € V. Seien f,g : I — V, dann
definiere

fr~pg=_{iel:f(i)=g4()}eD
Dies ist eine Aquivalenzrelation mit den Aquivalenzklassen f., = {g: g ~p f}.

Definition 12.5. Wir definieren die Scott-Menge Sp(f) C f,:
Sp(f)={9:9~p fAYhe V. (h~p f—r1k(g) <rk(h))}

Sp(f) ist eine Teilmenge von Viy(f)41 und daher eine Menge.
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Erinnerung 12.6. rk(z) = min{a: z € Vo4q}.

Definition 12.7. VI/D := {Sp(f) : f : I — V} C V ist eine Klasse, enthiilt
also nur Mengen.

Wegen Sp(f) =5Sp(9) < f~pg={iel: f(i)=g(i)} € D lisst sich auf
V! /D mit wortlich gleichem ,,=* rechnen wie auf V. Nun wird ein Ep gesucht,
das auf V! /D elementar #quivalent zu € auf V ist.

Definition 12.8.

Sp(f) Ep Sp(g) :={i€1: f(i) eg(i)} €D
Lemma 12.9. Ep ist fundiert, wenn D wi-vollstindig ist.

Beweis Angenommen Ep wire nicht fundiert, dann gibt es eine Folge (f, :
n € w), so dass fiir alle n  f,41 Ep fn gilt, das heift A, :={i € I: f,41(9) €
fn(i)} € D. Da D w;-vollsténdig ist, ist (), An € D. Weil D ein Ultrafilter
ist, ist (),,c,, An # 0.

Nun nehmen wir ein i € (¢, An und erhalten f,,41(i) € f,(4) fiir alle
n € w, im Widerspruch zur Fundiertheit von €. =

new

Lemma 12.10. Ep ist extensional, das heifst
(VI/D,ED) E=Vz,y. (Vz. (2Epx <> zEpy) —» xz =1y)

Beweis Mit {i : V = Extensionalititsgesetz} = I € D folgt das Lemma
aus dem Satz von Los. =

Zitat 12.11 (Satz von Log). Fiir alle 0 € Z(€), fiir alle fo,..., fay1 € VI:
(V!/D,Ep) E 0(Sp(fo),.--,Sp(fa-1)) < {i€1:V EO(foli),...,fa1(i)} €D
Notation 12.12. (VZ*N /D, Ep) heifit ab jetzt (A, E).

Satz 12.13 (Mostowski, 1949). Sei A eine ,Struktur®, sowohl A als auch E C
A x A kdénnen echte Klassen sein. Es gelte

i) E ist fundiert
i1) E ist extensional

i11) {z : xFEa} sei eine Menge fiir jedes a € A. (mengendhnlich, vorginger-

klein)

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte transitive Klasse M C V und ein 7 :
(A, E) = (M, €), wobei mit € gemeint ist: € | M x M mit € aus V. Sowohl
der Isomorphismus m als auch seine Bildklasse M heiflen ,Mostowski-Kollaps

von (A; E)“.
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Beweis[Beweis des Satzes von Mostowski durch transfinite Induktion iiber
(A, E)] Nach i) und iii) ist die folgende Operation wohldefiniert:

7(x) ={n(y) : yEx} (Mostowski-Kollaps)
7 ist ein Isomorphismus:
e Setze M := 7" A, daher ist 7 surjektiv.
e Wegen ii) ist 7w injektiv.

e 7 ist strukturerhaltend, also yEx < 7(y) € m(x), nach der rekursiven
Definition von 7.

M ist eindeutig bestimmt und transitiv:

e Die Transitivitdt von M wird induktiv iiber € bewiesen: Sei x € M, dann
ist £ C M zu zeigen.

reM=z={n(y):yEx} C M
—~—

eM

e Transitive Strukturen sind starr, also wenn (M, €) = (M’, €), (M, €) und
(M’, €) beide transitiv sind, dann ist M = M’ und 7 = id.

Definition 12.14. Nehme X € V, dann setze

](l‘) = ]D(:U) = 71-D(SD(<1'>:L'? s ,l’))),
I

wobel mp (=7 : (V‘@”(’\)/D,ED) = (M,€). Esgilt j: V=4 V.

Definition 12.15. Sei f : I — V, (hier I = Z,.()\)), D ein Ultrafilter iiber I,
dann setze [f]p = mp o Sp(f)-

Satz 12.16 (iiber die Abgeschlossenheitseigenschaften von Mp). Sei D ein wy -
vollstindiger Ultrafilter dber I und Mp der Mostowski-Kollaps von (VI/D, ED).
Dann gelten

a) Falls j,x e M,y C M und |y| < |z|, so ist y € M.
b) j [T ¢ M
Beweis

a) Day C M, ist jedes Element von y als [y']p darstellbar. Wir haben eine
Funktion ¢ : x — y in V, so dass gilt

y=Alta]p :a €z}
tq steht hierbei abkiirzend fiir t(a).
Wir nehmen T' € V, T : jlz — y, T(j(a)) := [ta]D.
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Behauptung. 7' M

Beweis Wir behaupten es existiert ein g, so dass [g]p = T. Wir setzen
[9lp(j(a)) = [talp bzw. g(i)(j(a)) = ta(i), wobei g(i) : jHz — V. Dann
ist {i: g(i)(j(a)) =ta(i)} € D.

Daraus folgt [¢g](j(a)) = [ta] und damit [g] = T, da fir alle a € =z

91(i(a)) = T(j(a)) .
Aus T € M folgt rge(T) € M.

b) Angenommen j"|I|" =[g]p € M, g: I — V.
o 1. Fall: A:={ieI:|g(i)| <|I|} € D. Dann existiert ein
+ . .2
aecl \U{ g(i) ie A}
ol AT

Damit ist j(a) ¢ [g], da Vi. g(i) Z « fir « € |I|T.
e 2. Fall B:={ie:|g(i)| > |I|T} € D. Sei <; eine Wohlordnung
auf I. Wir definieren induktiv A : I — V iiber <; fiir ¢ € B:

h(i) € g(i) \ {h(j) : j <1i,j € B}
Dann ist h ¢ j”|I|", da in j”|I|* nur Elemente des Typs (o, a,...)/p

fiir o« € |I|* stehen. h ist auf B C D injektiv, also gibt es kein C' € D
mit C C B,sodass h | C =«

Das folgende Lemma geht laut Solovay [13] auf Ketonen [7] zuriick:

Lemma 12.17. [7] Seien A\, k regulir, A > k, [F]p die in Mp kleinste Funktion
mit [Flp > j(&) fir alle & < X\ und [F]p < j(A). Ohne FEinschrinkung ist
[Flp=(x— F(z) € A\:x € Pc(N).

Dann gibt es (A¢ : £ < N), so dass Ag C &, |A¢| < cf(§) und Vn € . {z:
n e AF(:c)} e€D.

Beweis Sei fiir § < A, A¢ C § und |A¢| < cf(§), A¢ konfinal in . Ap,y C

F(z) fir x € P4 () und |Ap)| < cf(F(2)) und Ap(,) ist konfinal in [F]. Nun
definieren wir &, fiir n < A induktiv:

e Induktionsanfang: £y = ()
e Limesschritt: &, := sup,, ., (& + 1) fiir n <A, n limes.

e Nachfolgerschritt: Wéhle &, 1 minimal, so dass

M = [AF] N &y, &pa1) # 0.
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Um die Notation zu vereinfachen setze I, := [&,,&,+1). Definiere nun X, :=
{r € Z:(\) : Apy N1, # 0} € D. Definiere &1 : A = A, a — n falls

o€ [57]757’]-‘1-1)'
Wir setzen F'(z) := ¢~1F(z). Dann ist F'(x) < F(x) fiir alle z € 2, (\).

e Im ersten Fall sei F/ =p F. Dann folgt aus X, € D fiir jedes n € A
{r e Z,(\):ne AF(m)} eD.

e 2. Fall: Da F die kleinste Funktion >j(§) ist, gilt
Inp e X F' <pnoA{x: F(x) Cn} € D.

Da F = &pr,ist {z : F(z) C &} € D, im Widerspruch zur Voraussetzung,
dass [F] > j(§), £ € A

Behauptung 12.18. Im Fall einer \-kompakten Kardinalzahl K gibt es ein F
wie in Lemma 12.17.

Beweis Sei D ein feiner s-vollstéandiger Ultrafilter iiber &2,.(A). Wir setzen
G(z) = sup(x) fir z € P.(N). Dann ist j(A) > [G]p > sup{j(&) : & < A}
Dass D fein ist, bedeutet fiir alle £ € A {x € P, () : € € x} € D, daher ist
{z : sup(z) > &} € D. Nach dem Satz von Lo$ ist [G] < j(A). Wir wenden
Lemma 12.17 an und erhalten [F|p und (A4¢ : £ < ) wie dort. =

Lemma 12.19. {z € &, (\) : cf(F(x)) <k} € D
Beweis Setze H : Z,.(\) — A\, H(z) = sup(F(z)Nx) < F(x). H=p F, da
~——

ex
F minimal >j5(§) fur alle £ € A ist und auch {z : H(x) > £} € D fiir alle £ € A,
da D fein ist, {x € Z,(\) : cf(H(x)) < K} € D. =

Lemma 12.20. Sei k A-kompakt, X regulir. Dann ist A< = \.
Beweis Seien A, F' wie oben.

Behauptung. Z,(\) =W = [J{P(A¢) : £ < A, cf(§) < K},
Beweis

»,2“ Wir hatten A¢ C £ und |A] < cf(§). Fiir £ mit cf({) < & ist daher
Ae € Zi(N). Fur alle y € P(Ag) ist |y| < &, also ist fiir alle y € W
ly| < k.

,C“ Sei n € Py(N). Fiir £ € x ist (nach den Eigenschaften von (A¢ : & € \)
und F' aus Lemma 12.17) {z : n € Ap(y)} € D. Da D <s-vollsténdig ist,
ist {2 :m € Apy)} € D. Es gilt

(My:neApy} ={y:2C Apy} €D

nex
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Wir haben {y : ¢f(F(y)) < k} € D. Wir nehmen ein y, so dass cf(F(y)) <
kund x C Ap,). Setze F(y) =: § < A, also gilt fiir & cf(§) < k, £ < A
und x C A¢ bzw. x € Z(Ag).

Es gilt
W[ = X-sup{| 2 (Ag)| : € < A, cf(€) < r},
wobei | 2(A¢)| < 2°1€) < k, da & stark unerreichbar. =

Dies zeigt Teil 1) des Satzes von Solovay (12.3).
Behauptung 12.21. Messbare Kardinalzahlen sind stark unerreichbar.

Beweis Sei U ein k-vollstandiger Ultrafilter, U C & (k).

Wir zeigen: k ist ein starker Limes. Sei k < 2#, u < k. Sei g: A — K
bijektiv, A C 2*. Dann ist fiir jedes a € p fiir ein i, € {0,1} die Menge
Xoi, = {8 € r: g7 (B)(a) =i} € U. Aber MNaep Xa,i hat nur ein Element
g(a) mit einem a = (io : a € p) € A C 2 oder kein Element. Daher ist U nicht
k-vollsténdig.

Wir zeigen: k ist regulér. Falls cf(k) < k, widerlegt man die x-Vollsténdig-
keit mit einem Schnitt aus cf(x) vielen Endabschnitten. =

Lemma 12.22. Seien k, a, A requlire Kardinalzahlen und k,a < A. Sei k
A-kompakt, und sei 2% < A. Dann ist \* = .

Beweis Fiir av < & folgt die Behauptung aus Lemma 12.20. Fiir a > &k be-
trachten wir erst das folgende Lemma. .

Lemma 12.23. Seien x, a, A requlire Kardinalzahlen und k < a < X. Sei k
A-kompakt und sei 2% < \. Dann gilt:

(1) 2% < j(k) < jla) < (29T < A
(2) Fiirw C M gilt: Falls |w| < a, so (Jy e M)(w Cy A |y <24 A M [ Jy| <
3(K)),

(8) Falls w C X, dann gibt es ein y wie in (2), so dass zusdtzlich y C \.

Beweis (1) Wir rechnen in 2, («) =: X. Sei D ein feiner r-vollsténdiger

Ultrafilter iiber 2, («).
So ein D gibt es: Sei U ein feiner s-vollstdndiger Ultrafilter uber 22, (\).
Wir setzen fiir Y C 2, («a),

YeDo{re PN :znaecY}el.

Wir zeigen zuerst j(a) < (2%)": Nach Lemma 12.20 ist |2 ()| = a. Wir
haben also
(mp)~': j(a) = a™/D.
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Daher ist [j(a)| < |aX| = a® = 2% Nach dem Satz von Lo$ ist j(a) eine
Ordinalzahl. Somit ist j(a) < (2%)%.

Wir zeigen nun 2% < j(k). Da k ein starker Limes ist, ist fir © € P, (),
|Z(x)| < k. Da Z,.(a) € D, gibt es nach dem Satz von Los in M eine Bijektion
von (Z(z) : x € X)/D auf eine Kardinalzahl p < j(k).

Wir bilden £ (a) durch i(A) = (ANz : x € Py () injektivin [[, oy P (x)/D
ein. Da D fein ist, ist i injektiv. Insgesamt ist also [2¢] < |[] cx Z(x)/D] <
Jj(k)in V.

(2) Sei w = {ay : v € a} € M. Sei ay = (ay(x) : x € X)/D € M. Wir
setzen y, = {ay(z) : v € x}. Dann ist {x : v € z} € D, und daher ist die
Obermenge {z : ay(x) € y,} 2 {x €: v € 2} auch in D. Mit dem Satz von Lo$
folgt M = ay € y fiir jedes v € o, und daher und M =w C y.

(3) Wir nehmen den Beweis von (2) mit a(x) € A fiir jedesy € a, x € X.

Beweis[Beweis zu Lemma 12.22] A ist auch regulér in M, da M C V. Nach
Lemma 12.23 ist j(k) < A, da wir o und (2%)* wie in jenem Lemma dazwi-
schensetzen kénnen. Da j: V — M eine elementare Einbettung ist, gilt in M:

M = j(k) ist stark j(\)-kompakt.
Wie oben folgt hieraus
M = j(r) ist stark A\-kompakt.
Also gilt nach Lemma 12.20,
M | A< = ),

Nun sei z C A, |z| = a. Nach Lemma 12.23 Teil (2) und (3) gibt es ein
Yz € M, so dass z C y, und |y;| < 2% Somit ist |y;| < j(k) und y, € A\. Wir
fassen alle g, in eine Menge und erhalten zusammen mit der vorigen gesetzten

Gleichung |
My s 2 € Poa(N)} < AE = )

Wir lesen hieraus in V:
VEHy:ze oM} <A

Fiir jedes y € M ist die Menge {z € P_4(\) : y» = y} von Michtigkeit
< |ZP—a(y)| also < (2%)* < A. Nun lesen wir die gesetzte Gleichung in V', und
erhalten aus der eben gezeigten < A-zu-eins Eigenschaft von x +— y,:

VE[Z=aV)] <A

%

Beweis[Beweis von Teil 3) des Satzes von Solovay (12.3)] Zu zeigen ist: Ober-
halb von x gilt SCH. Sei A = lim; () Ai > k eine singulére starke Limeszahl.
Wir haben 2* = XM friiher gezeigt. Nach dem Satz von Julius Konig (11.4)
ist ATV > A\t Andrerseits ist (A\1)f) = At da 2 < X < AT und da
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wir also Lemma 12.22 fiir @ = cf(\) und A™ (anstelle von A\ dort) anwenden
kénnen. Daher ist AT < (A+)f(N) = A+ und zusammen mit der Kénig’schen
Abschatzung nach unten folgt die Gleichheit. -
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