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Aufgabe 1. Seien ψ(z, y1, . . . , yn) und ξi(yi, x̄), 1 ≤ i ≤ n, L(∈)-Formeln. Gibt es eine L(∈)-Formel
χ, so dass

∀x1, . . . , xk hψ(hξ1(x̄), . . . , hξn(x̄)) = hχ(x̄)?

Aufgabe 2. Sei κ messbar, und sei U ein normaler, freier Ultra�lter über κ. Ist κ dann ω1-Erd®s?

Hinweis: Zeigen sie: κ→ (κ)<ω2 . Induktiv über n ≥ 1 zeigt man

∀f : [κ]n → 2∃H ⊆ U |f ′′[H]n| = 1.

Warum genügt das?
Beim Induktionsschritt f : [κ]n+1 → 2 betrachtet man die Hilfsfärbung für α ∈ κ :

fα : [κ \ (α+ 1)]n → 2

(β1, . . . , βn) 7→ f(α, β1, . . . , βn)

Ist die Diagonalschnitt aus homogenen Mengen Hα für fα schon homogen für f?
Wie kann man nachbessern?

Aufgabe 3. Für α < ω1 seien Xα und γα wie in der Vorlesung de�niert. Sei πα,β die Mostowski
Kollaps von Mα,β = HLκ(γα ∪Xβ), und sei iα,β := π−1α,β . Sei πα der Mostowski Kollaps von Mα =

HLκ(γ ∪Xα), und sei iα = π−1α . Seien α < β < ω1. Gilt dann

iα,β = i−1α ◦ iβ?

Aufgabe 4. Sei κ (in V ) eine reguläre überabzählbare Kardinalzahl.
Zeigen Sie: Wenn 0] existiert, so ist die Club-Filter auf κ,

Cκ := {x ⊆ κ : x ∈ V,∃c(c ⊆ x ∧ c Club in κ)},

Obermenge eines L-Ultra�lters.

Hinweis: Sei x ∈ L, x ⊆ κ, x = t(ᾱ, β̄) mit ᾱ = {α1, . . . , αn}, β̄ = {β1, . . . , βn} Silver Indiscer-
nible aus I und αn < κ ≤ β1. Betrachten Sie γ ∈ t(ᾱ, β̄) für αn < γ < κ und γ ∈ I.

BONUS (2 Punkte). Sei κ eine reguläre überabzählbare Kardinalzahl, und sei D = Cκ ∩ PL(κ)
ein L-Ultra�lter. Zeigen Sie: Dann existiert 0].

Hinweis: Die Ultrapotenz UltD(L) ist fundiert und L→el UltD(L) ist nicht trivial.
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