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Aufgabe 1. a) Gibt es ein x, so dass {x} nicht transitiv ist?

b) Finden sie ein nicht transitives M und eine ∆0-Formel φ(mit Parametern aus M), so dass M |=
φ und V |= ¬φ.

Aufgabe 2. Sei R ⊆ a × a eine fundierte Relation auf einer Menge a, d. h. ∀b ⊆ a(b 6= ∅ → ∃c ∈
b∀d ∈ b(¬dRc)) (jede nicht leere Teilmenge von a hat ein R-minimales Element). Wir de�nieren
rekursiv über die Ordinalzahlen die Mengen rα folgenderweise:

r0 := {x ∈ a : x ist ein R-minimales Element von a}
rα := {x ∈ a : ∀y(yRx→ ∃β < α(y ∈ rβ))}

Ist diese Rekursion wohlde�niert?
Hinweis: Auf welchesG wendet man der Rekursionssatz an, so dass man ein F erhält mit F (α) = rα?

Aufgabe 3. Sei (a,R) eine fundierte Relation wie in der vorherigen Übung. Man nennt rk(x) :=
min{α : x ∈ rα} den R-Rang von x in (a,R).

Es gebe {xα : α < γ} ⊆ a, so dass ∀α, β < γ :

α < β → xαRxβ

Können Sie den R-Rang von xα nach unten abschätzen? Geben Sie eine möglichst groÿe Unter-
grenze.

Aufgabe 4. Seien M ⊆ V , M transitiv, M |= ZFC und V |= ZFC. Seien L ∈ M eine endliche
Symbolmenge, A ∈M eine L-Struktur, φ(x) eine L-Formel und a ∈ A. Beweisen Sie, dass

(A |= φ[a])M ⇔ (A |= φ[a])V

Hinweis: Versuchen Sie, z.B. den Quantorenschritt φ(x) = ∃yψ(x, y) zu analysieren. Wo werden
die Existenzbeispiele gesucht? Bemerken Sie auch, dass aus der Transitivität folgt A ∩M = A.

Aufgabe 5 (BONUS, 2 Punkte). Mit den Hypothesen der vorherigen Übung versuchen Sie �A |=
φ[a]� als L(∈)-Formel ψ(A, pφq, a) mit einer Gödelisierung von L(L) zu formulieren.
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