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Aufgabe 1. Eine Menge A ist transitiv, wenn x ⊆ A für alle x ∈ A (wenn also aus x ∈ A und y ∈ x
sich y ∈ A ergibt). Man zeige:

a) ∅ ist transitiv.

b) Ist x transitiv und y ⊆ x, so ist x ∪ {y} transitiv. Insbesondere ist x ∪ {x} transitiv.

c) Sind x und y transitiv, so auch x ∩ y und x ∪ y.

d) Allgemeiner: Ist A eine nicht leere Menge von transitiven Mengen, so sind
⋂
A und

⋃
A

transitiv.

Aufgabe 2. a) Eine Struktur (H,≺) heiÿt Halbordnung, wenn ≺ transitiv und irre�exiv ist.
Eine Relation R ⊆ H × H heiÿt fundiert, wenn jede nicht leere Teilmenge von H eine R-
minimales Element hat. Geben Sie ein Beispiel für eine fundierte unendliche Halbordnung, die
keine lineare Ordnung ist und in der es eine Teilmenge mit einem minimalen Element gibt,
aber nicht mit einem kleinsten Element.

b) Ist (V,∈) eine (klassengroÿe) fundierte Halbordnung?

Aufgabe 3 (Transitive Rekursion). a) De�nieren Sie eine Operation F : V → V , so dass ∀αG(α) =
F (G � α), wobei

G(0) = ω

G(α+ 1) = 2G(α)

G(λ) =
⋃
δ<λ

G(δ) λ Limesordinalzahl.

b) Nun sei G wie im Teil a). Gibt es ein α, so dass G(α) = α?

c) (Bonus) Gibt es ein α, so dass G(α) = α und cf(α) = α?

Aufgabe 4. Sei ON die Klasse der Ordinalzahlen. Welche Axiome von ZF gelten in (ON,∈)?


