Mengenlehre: Grofe Kardinalzahlen Dozentin: Prof. Dr. Heike Mildenberger
WS 2017/18 Assistentin: M. Sc. Fiorella Guichardaz
Ubungen

BLATT 2

Aufgabe 1. Seien A = (A, <4) und B = (B, <p) Wohlordnungen.

(a) Sei (A x B, <jex) wie folgt definiert: Fiir (a1,b1), (a2,b2) € A x B sei (a1,b1) <jex (a2.b2),
wenn (a1 <4 ag) oder (a1 = az und by <g ba). Ist <jex eine Wohlordnung? Die Relation <jex
wird auch die aus <4 und <pg gebildete lexikographische Ordnung genannt. Sie kénnen sich
ohne Abgabe gerne iiberlegen, auf welche (moglicherweise unterschiedliche) Arten man die
lexikographische Ordnung auf Produkte aus mehr als zwei Faktoren verallgemeinern kann.

(b) Sei (A x B, <) wie folgt definiert. (ai,b1) < (az2,b2), wenn (a1 <4 a2) und (b <p ba). Ist <
eine lineare Ordnung? Ist < fundiert?

Aufgabe 2. F C P(w) heikt Filter auf/iber w, wenn
e weEF;
e Vac FVbe Plw)(aCb—be F),
o Va,be Flanbe F).
Ein Filter heift echt, falls () ¢ F. F heilt frei, falls keine endliche Menge in F ist.

(a) Wir definieren die Fréchet-Menge Fr := {x C w : w\ x ist unendlich}. Ist dies ein freier, echter
Filter?

(b) Sei U ein C-maximaler echter Filter. Gilt
(Va Cw)(aeUVw\aecld)?
V bezeichnet das ausschliefsliche oder.

(c) Sei F ein Filter auf w. Folgt aus (Va C w)(a € FVw \ a € F) die C-Maximalitit unter den
echten Filtern?

(d) Sei F ein freier Filter. Gibt es einen maximalen echten Filter U D F7?

Aufgabe 3. Sei F ein Filter auf w. Seien f,g: w — V. Wir definieren fEg durch {n € w : f(n) =
gn)} € F.

(a) Ist E eine Aquivalenzrelation auf {f € V : f:w — V}?

(b) Sei F # {w}. Gibt es ein f: w — V,so dass {g : gEf} eine echte Klasse ist?

Aufgabe 4 (Kunen Kap I Ubung 5). Sei a eine Limesordinalzahl. Welche der folgenden Aussagen
sind dquivalent? Die Addition und die Exponentiation sind die ordinalen Operationen.

(a) VB, v <a(f+7v<a).

(b) VB < a(B + a=a).

(c) VX Ca((X,€) = (a,€) V ((a\ X), €) = (a, €)).
(d) F(a = wd).

Eine Limesordinalzahl « mit Eigenschaft (a) wird (additiv) unzerlegbar genannt.
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