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Aufgabe 1. Wir de�nieren die kardinale Addition ⊕ und die kardinale Multiplikation ⊗ für Ordi-
nalzahlen α, β we folgt:

α⊕ β = |{0} × α ∪ {1} × β|.
α⊗ β = |α× β|.

Seien λ, κ Kardinalzahlen, wobei eine der beiden unendlich sei und die andere 6= ∅.

a) Ist κ⊕ λ = max(κ, λ)?

b) Ist κ⊗ λ = max(κ, λ)?

Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 2. Wir nutzen nun das Auswahlaxiom und de�nieren die kardinale Exponentiation

κλ := |{f ∈ V : f : λ→ κ}|.

a) Ist κλ wohlde�niert? Bemerken Sie, dass jede Funktion f : λ → κ eine Teilmenge von λ × κ
ist.

b) Sei λ 6= 0. Ist κλ ≥ κ?

c) Ist 2κ = |P(κ)|?

d) Ist 2µ⊗ν = (2µ)ν?

Begründen Sie Ihre Anworten durch Beweise oder durch Angabe eines Gegenbeispiels.

Aufgabe 3. a) Zeigen Sie, dass µ ≤ ν → µλ ≤ νλ.

b) Zeigen Sie, dass λ ≤ κ→ µλ ≤ µκ.

c) Ist λλ ≤ 2λ? Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass (2λ)λ = 2λ. Hierzu kann man 2.d) und 1.b)
heranziehen.

Aufgabe 4. Sei cf(κ) = κ. Seien Ai für i ∈ I Mengen, so dass (∀i ∈ I)(|Ai| < κ) und |I| < κ.
Kann |

⋃
{Ai : i ∈ I}| = κ sein? Begründen Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Sie können Ihren Beweis in die folgenden drei Schritte aufteilen.

i) Man kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit Ai ⊆ κ annehmen.

ii) Man kann o.B.d.A I ⊆ κ nehmen. Dann ist (I,<) := (I,∈) eine Wohlordnung.

iii) Betrachten Sie

f : I → κ

i 7→ sup(Ai)

Ist f kon�nal?
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