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Aufgabe 1. Bestimmen Sie die Komplexität der folgenden Formeln in der Lévy-Hierarchie:

i) x ⊆ y;

ii) z = {x} und z = {x, y};

iii) z = {{x}, {x, y}} (Das ist das geordnete Paar von x und y. Man schreibt auch (x, y) oder 〈x, y〉);

iv) x = ∅;

v) z = x ∪ y und z = x ∩ y;

vi) x ist transitiv.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die Komplexität der folgenden Formeln in der Lévy-Hierarchie:

i) y =
⋃
x und y =

⋂
x (für x 6= ∅);

ii) x ist ein geordnetes Paar;

iii) z = x× y;

iv) x ist eine injektive Funktion;

v) x ist eine Ordinalzahl;

vi) x ist eine Limesordinalzahl.

Aufgabe 3. Mit th(x) bezeichnen wir die transitive Hülle von x, und mit rk(x) den Rang von x. Bestimmen
Sie die Komplexität der folgenden Formeln in der Lévy-Hierarchie:

i) x ist eine Limesordinalzahl;

ii) x ist eine natürliche Zahl (d.h. x ist eine endliche Ordinalzahl);

iii) x = ω.

iv) y ist eine Wohlordnung auf x;

v) y = th(x);

vi) y = rk(x).

Aufgabe 4. Eine Operation F : Ord→ Ord heißt normal , wenn folgendes gilt

• F ist streng monoton wachsend: F (α) < F (β) für α < β;

• F ist stetig: für jeden Limes δ F (δ) = sup{F (α) : α ∈ δ}.
Ein Fixpunkt von F ist ein α ∈ Ord, so dass F (α) = α. Sei F nun normal.

i) Gibt es einen Fixpunkt?

ii) Ist die Menge der Fixpunkte von F unbeschränkt in Ord?

iii) Gilt ∀X ⊆ Ord F (sup(X)) = sup{F (α) : α ∈ X}?

iv) Ist die Menge der Fixpunkte abgeschlossen?

v) Ist die i-Operation eine normale Abbildung?

vi) Ist die ℵ-Operation eine normale Abbildung?

vii) Ist C := {α : i(α) = ℵ(α) = α} 6= ∅?
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