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BLATT 5

Aufgabe 1. Seien M,N innere Modelle von ZF. Sei j : M →Σ1 N .

a) Zeigen Sie induktiv über rkM (x), dass j(rkM (x)) = rkN (j(x)).

b) Ist rkN = rkM = rkV ?

Aufgabe 2. a) Sei α eine unendliche abzählbare Ordinalzahl. Gibt es ein E ⊆ ω × ω, so dass
(α,∈) isomorph ist zu (ω,E)?

b) Sei b eine abzählbare transitive Menge. Gibt es ein E ⊆ ω × ω, so dass (b,∈) isomorph ist zu
(ω,E)?

c) Ist E jeweils extensional?

d) Gilt das Analogon zu b) auch für eine abzählbare Menge b, die nicht transitiv ist? Geben Sie
gegebenenfalls ein Gegenbeispiel an. Welche Voraussetzung muss man in diesem Fall hinzufü-
gen?

Aufgabe 3. Sei µ eine reguläre Kardinalzahl und sei U ⊆ P(κ). Betrachten Sie die Aussage ξ(µ):

∀γ < µ ∀Ai, i < γ

⋃
i∈γ

Ai = κ⇒ ∃i ∈ γAi ∈ U

 .

a) Sei U ein freier Ultra�lter über κ, und sei µ ≤ κ. Gilt �U erfüllt ξ(µ)⇒ U ist <µ-vollständig�?

b) Sei U ein freier Ultra�lter über κ, und sei µ ≤ κ. Gilt �U ist <µ-vollständig⇒ U erfüllt ξ(µ)�?

c) Nun sei U ein Hauptultra�lter. Welche ist das gröÿte µ, so dass U die Aussage ξ(µ) erfüllt?

d) Gelten a) und/oder b) für Hauptultra�lter? Für welche µ?

Aufgabe 4. Sei κ eine unendliche Kardinalzahl, und sei A eine unendliche Menge. Sei f : κ → A
surjektiv, und sei U ein Ultra�lter über κ. Wir de�nieren W := {X ⊆ A : f−1[X] ∈ U}.

a) Ist W ein Filter über A?

b) Ist W maximal?

c) Sei U frei. Ist W frei?

d) Sei U <κ-vollständig. Ist W auch <κ-vollständig?

Für alle vier Aufgaben gilt: Begründen Sie alle Ihre Antworten durch Beweise oder Gegenbei-
spiele.
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