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Aufgabe 1. Sei λ > ω eine Kardinalzahl mit cf(λ) > ω. Y ⊆ λ heiÿt Club in λ, wenn Y abge-
schlossen und unbeschränkt in λ ist. Y ⊆ λ heiÿt unbeschränkt in λ, wenn ∀α ∈ λ∃β ∈ Y (α ≤ β).
Y ⊆ λ heiÿt abgeschlossen in λ, wenn ∀α < λ(Y ∩ α 6= ∅ → sup(Y ∩ α) ∈ Y ).

Sei Cλ := {X ⊆ λ : ∃Y ⊆ X(Y Club in λ)}.

i) Ist Cλ ein Filter?

ii) Für welche µ ist Cλ (< µ)-abgeschlossen? Geben Sie möglichst groÿe µ an.

iii) Sei X ∈ Cλ. Sei µ < cf(λ) regulär und unendlich. Gibt es α ∈ X, so dass cf(α) = µ?

Aufgabe 2. Sei λ > ω eine Kardinalzahl mit cf(λ) > ω. S ⊆ λ heiÿt stationär in λ, wenn
∀X ∈ Cλ(X ∩ S 6= ∅).

a) Gibt es eine stationäre Menge in λ?

b) Ist jede stationäre Menge in λ unbeschränkt in λ?

c) Sei λ ≥ ω2 regulär. Gibt es zwei disjunkte stationäre Mengen? (Betrachten Sie {α ∈ λ :
cf(α) = µ} für verschiedene µ).

d) Sei λ ≥ ω2. Ist Cλ ein Ultra�lter?

e) (Für Masterstudenten.) Ist Cω1 ein Ultra�lter? (Der Name des entsprechenden Satzes zählt
als Antwort. Man muss den Satz und seinen Beweis nicht abschreiben).

Aufgabe 3. Sei λ regulär. Ein Filter F über λ heiÿt normal, wenn für alle 〈Ai : i < λ〉, wenn
∀i < λ Ai ∈ F dann ∆i∈λAi := {β ∈ κ : β ∈

⋂
i<β Ai} ∈ F .

a) Ist Cλ normal?

b) Seien Ni, i < µ < λ, nicht stationäre Teilmengen von λ. Ist
⋃
{Ni : i < µ} stationär?

c) Seien Ni, i < λ, nicht stationäre Teilmengen von λ. Ist ∇i<λNi := {β ∈ λ : β ∈
⋃
i<β Ni}

stationär?

Aufgabe 4. Sei κ eine messbare Kardinalzahl. Zeigen Sie, dass es eine stark unerreichbare Kardi-
nalzahl µ < κ gibt.
Hinweis: Sei U ein normaler Ultra�lter über κ und jU : V → M ∼= Ult(V,U). Dann gilt M |= “κ
ist stark unerreichbar�, überlegen Sie sich, dass dies aus V |= “κ ist stark unerreichbar� folgt.
M |= “∃µ < j(κ)µ ist stark unerreichbar� (nämlich µ = κ). Folgt nun V |= “(∃µ < κ)µ ist stark
unerreichbar�?
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