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Aufgabe 1. Kann man (ω1,∈) oder die umgekehrte Ordnung (ω1, <
∗), wobei α <∗ β :⇔ β ∈ α,

ordnungstreu in die reellen Zahlen mit ihrer gewöhnliche Ordnung einbetten? Begründen Sie Ihre
Antwort.

Aufgabe 2. Sei R ein einstelliges Prädikat. Sei (M,∈, R) eine Struktur, so dass (M,∈) fundiert und
extensional ist. (Die ∈-Relation sei die gewöhnliche ∈-Relation von V .) Wir bilden den Mostowski-
Kollaps πM [M ] = M̄ . Können Sie ein R̄ ⊆ M̄ �nden, so dass (M,∈, R) ∼= (M̄,∈, R̄)?

Aufgabe 3. Sei 2 ≤ λ, wir �xieren eine injektive Aufzählung κλ = rge{(α, fα) : α < λκ}. Sei
f ≺lex g := f(∆(f, g)) < g(∆(f, g)), ∆(f, g) = min{ξ : f(ξ) 6= g(ξ)}. Wir färben [κλ]2 mit der
Sierpi«ski-Färbung S: Für α < β < λκ sei

S(α, β) :=

{
1, wenn fα ≺lex fβ,

0, sonst.

Wir nehmen an, dass H eine S-homogene Menge des <index-Ordnungstyps κ+ ist, und de�nieren
rekursiv für α < αAbbruch (αAbbruch wird erst unterwegs de�niert):

B′0 = H,

für α > 0 sei B′α :=
⋂
β<α

Bβ, falls |B′α| = κ+ sonst ist α = αAbbruch,

Fα :=≺lex -min(B′α) für die homogene Farbe 1,

Fα :=≺lex -max(B′α) für die homogene Farbe 0,

ξα = min{∆(f, fα) : f ∈ B′α \ {Fα}},
Bα := {f ∈ B′α \ {fα} : ∆(f, Fα) = ξα}.

a) (2 Punkte) Begründen Sie, warum so ein Maximum existiert im Falle der Farbe 1.

b) (2 Punkte) Zeigen Sie: Bα ist ein ≺lex-Endabschnitt von H für Farbe 1 (bzw ein ≺lex-Anfangs-
abschnitt von H für Farbe 0).

c) (2 Punkte) Zeigen Sie: Für λ = 2 ist für (α < β < κ)(ξα < ξβ). Also ist αAbbruch = κ.

d) (2 Punkte) Sei immer noch λ = 2. Wir de�nieren ∀β ∈ κ(tβ := Fβ � ξβ). Zeigen Sie: (∀β <
γ < κ)(tβ ( tγ). Wir haben also, dass B′κ genau ein Element hat oder leer ist und

H =
⋃
{B′α \Bα : α < κ} ∪B′κ.

Da dies eine Aufteilung in disjunkte Intervalle ist, die in ≺lex aufsteigend (absteigend für die
Farbe 0) hintereinander liegen, kann also (H,<index) nicht die Wohlordnung κ+ sein.

e) (für 4 Bonuspunkte) Zeigen Sie: Für 2 < λ ≤ κ ist αAbbruch < κ+ und für (α < β <
αAbbruch)(ξα ≤ ξβ). Sei A := {β ∈ αAbbruch : ξβ+1 6= ξβ}. Zeigen Sie: Falls λ ≤ κ, ist |A| = κ.
Wir de�nieren ∀β ∈ A(tβ := fβ � ξβ). Zeigen Sie: (∀β < γ ∈ A)(tβ ( tγ). Insgesamt gilt
der Satz von der Sierpi«ski-Färbung also auch für λκ statt 2κ. Dies kann man auch herleiten,
indem man erst λκ = 2κ benutzt und dann mit der 2κ-Sierpi«ski-Färbung arbeitet.
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