Mengenlehre - Unabhéngigkeitsbeweise Dozentin: Prof. Dr. Heike Mildenberger
WS 2020/21 Assistent: M. Sc. Brendan Stuber-Rousselle
Ubungen

Blatt 10
Abgabe am 26.01.2021 vor 12 Uhr, durch Hochladen auf Ilias im Pfad: Magazin -
Lehrveranstaltungen aus HISinOne - WS20 - Math.Inst.-VB - Mengenlehre

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei M ein ctm (countable transitive model) und P € M eine Halbordnung.

(a) Sei G ein P-generischer Filter iiber M und 7 € M* ein P-Name, so dass dom(7) C {# : n € w}.
Wir definieren o := {(n,p) : V¢ € P((R,q) € T —p L q)}.
Berechnen Sie o¢.

(b) Sei p € P ein Atom (Vgl. Blatt 9 Aufgabe 3). Finden Sie einen P-generischen Filter G tiber
M, so dass G € M.

Definition (Forcingsprache). Sei P eine Halbordnung. Die Menge {¢(7) : ¢ € L(€,V),T € VF}
wird Forcingsprache und ihre Elemente werden Formeln der Forcingsprache genannt. Das Symbol
V ist ein einstelliges Pradikat fiir das Grundmodell.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien M ein ctm, P € M eine atomlose Halbordnung (vgl. Blatt 9 Aufgabe
4) und G, H zwei verschiedene P-generische Filter iiber M. Kann es einen Satz ¢ aus der Forcing-
sprache geben, so dass M |G| = ¢ und M[H] = —¢?

Falls ja, geben Sie ein Beispiel P, G, H und ¢ an. Falls nein, begriinden Sie Ihre Antwort.

Vorspann zur Aufgabe 3: Sei M ein ctm. Wir schreiben w? fiir das Element z € V, so dass
M = x = w,. Uberlegen Sie sich, dass z eine Ordinalzahl ist. Wir definieren in M eine Halbordnung

P := Coll(w™,wM) = Fn(w™, M, wM):={pe M : (3ACwendlichAp: A — w)M},

die durch ¢ < p :< ¢ D p geordnet ist. Diese Forcinghalbordnung wird auch Lév@E]—Kollaps VON W1
genannt. Sei G ein P-generischer Filter tiber M. Wir setzen fg:=U{peP : p€ G} =UG.

Aufgabe 3 (8 Punkte). Zeigen Sie:
(a) fo ist ein Element von M[G].

(b) Es gibt einen P-Namen 7, so dass fiir jeden generischen Filter G iiber P gilt: val(r, G) = fc.
Wir bezeichnen 7 mit fg.

(¢c) M|G] = fq ist eine Funktion.
(d) M[G] k= dom(fg) = w. Schliefen Sie daraus, dass 0 I-p dom(fg) = & gilt.

(e) M[G] | mg(fe) = wi¥. Wie lautet nun die entsprechende Formulierung in der Forcing-
sprache?

(f) Ist wM = w{M[G}, oder gilt w < w{‘/[[G] oder wM > wiw[G}? Begriinden Sie Thre Antwort.

(g) Eine der drei Moglichkeiten kann bei keinem Forcing vorkommen. Welche? Warum?
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