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KAPITEL 1

Geometrie Differenzierbarer Mannigfaltigkeiten

Wir wollen einen Begriff von Mannigfaltigkeit entwickeln, unter den alle “glatt” ausse-
henden geometrischen Objekte fallen, aber andererseits moglichst viele Eigenschaften des R™
retten. Zunéchst iiberlegen wir uns, dass wir zum Beispiel auf einer Kugeloberfldche eine gute
Idee von offenen Mengen haben: Wir schneiden sie einfach mit einer offenen Menge des R3.
Ebenso sollten wir auf jeder Mannigfaltigkeit wissen, was offene Mengen sind. Dies fithrt zum
Begriff des topologischen Raumes.

1. Topologische Riume

Wir erinnern uns, dass eine Teilmenge U C R"™ offen heifit, wenn es fiir jedes x € U ein
e > 0 gibt, so dass B:(x) C U. Eine Menge A C R" heifit abgeschlossen, wenn R™ \ A offen
ist. Dieser Begriff von Offenheit heifit euklidische Topologie und erfiillt folgende Axiome:
(i) ® und R™ sind offen;
(ii) sind U,V C R" offen, so auch U N V;
(iii) sind U; offen fiir alle @ € I, wobei I eine beliebige Menge ist, so ist auch (J;c; U;
offen.

Dies motiviert die folgende Definition

DEFINITION 1.1. (i) Ein topologischer Raum ist eine Menge M zusammen mit
einer Menge O von Teilmengen von M, so dass gilt:
(a) 0 € O und M € O;
(b) sind U,V € O, so ist auch UNV € O;
(¢c) sind U; € O fiir alle i € I, wobei I eine beliebige Menge ist, so ist auch
Uier Ui € O.

(ii) Eine Teilmenge U C M heifst offen, wenn U € O. Eine Teilmenge A C M heifst
abgeschlossen, wenn M\ A € O.

(iii) Wie in der euklidischen Topologie definieren wir fir eine Teilmenge N C M ihren

Abschluss
N := ﬂ{A C M| A ist abgeschlossen und A O N}

sowte thren offenen Kern
Ni= U{U C M| U ist offen und U C N}.

Nach dem dritten Aziom eines topologischen Raumes ist N abgeschlossen und N
offen. Der Rand von N ist

ON = W\ ]if

und stets abgeschlossen. o
(iv) Eine Teilmenge N C M eines topologischen Raumes heifit dicht, wenn N = M.
(v) M heifit zusammenhingend, wenn nur () und M sowohl offen als auch abgeschlossen
sind.
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(vi) M heift kompakt, wenn jede Uberdeckung durch offene Mengen M = Uier Ui eine

endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. es existieren iy, ..., i, so dass M = Ule U, .

(vil) Konvergenz von Folgen ist in topologischen Rdumen folgendermafen definiert: Ist
(an) C M eine Folge, so heifit sie konvergent gegen a € M, wenn es zu jeder offenen
Menge U C M mit a € U ein N € N gibt, so dass a, € U fiir alle n > N. Fine
Folge kann mehr als einen Grenzwert haben.

BEISPIEL 1.2. (i) Die sogenannte diskrete Topologie einer Menge M erhilt man,
indem man jede Teilmenge von M offen nennt. Damit sind auch alle Teilmengen
abgeschlossen und daher M nur dann zusammenhéngend, wenn M aus einem Punkt
besteht. Nur terminal konstante Folgen (konstant ab einem gewissen Index) sind in
ihr konvergent.

(ii) Auf einer Teilmenge N C M eines topologischen Raumes M ist die sogenannte
Relativtopologie dadurch gegeben, dass V' € O genau dann, wenn es eine in M
offene Teilmenge U C M gibt, so dass V = U N N. Dadurch wird jede Teilmenge
eines topologischen Raumes auf natiirliche Weise selbst ein topologischer Raum.
Konvergenz in der Relativtopologie von N bedeutet Konvergenz in M mit einem
Grenzwert in N.

(iii) Auf C™ ist die Zariski-Topologie dadurch gegeben, dass gemeinsame Nullstellenorte
einer Menge von Polynomen genau die abgeschlossenen Mengen sind. Fast jede Folge
hat jeden Punkt als Grenzwert. Ist zum Beispiel (ax) C C eine Folge mit paarweise
verschiedenen ay, so konvergiert a; gegen jeden Punkt in C: Die offenen Mengen
sind Komplemente von endlich vielen Punkten, also kénnen in jeder offenen Menge
U nur endlich viele ag nicht in U liegen.

(iv) Auf Q kann man folgende “Topologie der partiellen Ordnung” einfithren: U C Q
ist offen, wenn U = 0,Q oder von der Form {¢q € Q|¢ > r} fiir ein r € R. Ist
an eine Folge in Q, die in der Relativtopologie der euklidischen Topologie gegen a
konvergiert, so ist (—oo,a] N Q die Menge der Grenzwerte von a, in der Topologie
der partiellen Ordnung.

(v) Ist f : M — N eine Abbildung und M ein topologischer Raum, so spricht man
von der Quotiententopologie auf NV, wenn eine Menge in U C N genau dann offen
ist, wenn f~1(U) C M offen ist.

(vi) Die Menge aller Abbildungen {f : M — N} zwischen einer Menge M und einem
topologischen Raum N trdagt die Topologie der punktweisen Konvergenz, indem
man eine Menge A C {f : M — N} abgeschlossen nennt, wenn fiir jede Folge
fn € A und Abbildung f: M — N, so dass f,(z) gegen f(z) konvergiert fiir alle
x € M, auch f € A ist.

(vii) Ein reeller Vektorraum V' trégt eine natiirliche Topologie, indem man definiert:
U € O genau dann, wenn fiir alle ¥ € N und linearen Abbildungen ¢ : R¥ — V
das Urbild ¢! (V') C R¥ offen in der euklidischen Topologie ist.

JAN

Wir sehen, dass topologische Riaume eine Vielzahl von, teils seltsam anmutenden, Gestal-
ten annehmen koénnen; viel mehr als wir fiir den Begriff der Mannigfaltigkeit zulassen wollen.
Eine besonders wichtige Eigenschaft, die Mannigfaltigkeiten vom R™ iibernehmen sollten, ist
die Eindeutigkeit von Grenzwerten. Diese lésst sich in einem Trennungsaxiom formulieren:

DEFINITION 1.3. Fin topologischer Raum M heifit hausdorffsch, wenn es zu je zwei Punk-
ten x,y € M mit x # y offene Mengen U,V gibt mit v € U,y € V und U NV = (). Salopper
gesagt: Zwei Punkte lassen sich stets durch offene Umgebungen tremnen.

LEMMA 1.4. Ist M ein hausdorffscher topologischer Raum, so konvergiert jede Folge gegen
hdchstens einen Punkt.
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BEWEIS. Nehmen wir an a,, sei eine Folge in M mit verschiedenen Grenzwerten a und b.
Wegen der Hausdorffeigenschaft gibt es offene Mengen U und V, so dass a € U,b € V und
UNV = (. Da aber a und b Grenzwerte der Folge a,, sind, gibt es ein N7 € N, so dass a,, € U
fiir alle n > Ny und Ny € N, so dass a,, € V fiir alle n > Ny. Fiir n > max(Ny, Na) gilt also
a, € UNV =0, ein Widerspruch. O

BEISPIEL 1.5. Die Beispiele der diskreten und der Vektorraumtopologie (1.2{(i) und (vii))
sind hausdorffsch. Die Zariski-Topologie und die der partiellen Ordnung auf QQ (Beispiel
(iii) und (iv)) sind nicht hausdorffsch. Die Relativtopologie von N C M ist hausdorffsch,
wenn M hausdorffsch ist. Die Quotiententopologie aus Beispiel (v) ist nicht notwendig
hausdorffsch, auch, wenn M hausdorffsch ist. A

Zudem konnen topologische Rdume viel zu hohe Kardinalititen aufweisen, um geome-
trisch interpretierbar zu sein. Die Kardinalitdt von R" ist die gleiche wie die von R; diese
wollen wir also auch mit Mannigfaltigkeiten nicht iiberschreiten.

BEIsSPIEL 1.6. Ist M ein topologischer Raum, so wird
P(M):={N cC M},
die sogenannte Potenzmenge von M, wieder ein topologischer Raum, indem wir & C P(M)
offen nennen, wenn fiir alle N € U eine offene Menge U D N existiert, so dass stets U € U,
wenn N C U C U und U offen ist.

Ist M Hausdorffsch, so auch P(M): Seien N, N’ C M und ' € N’ \ N(# § ohne Ein-
schrinkung). Nach Voraussetzung existieren fiir alle 2 € N offene Mengen U(z) 3 z,U'(z) >
2', so dass U(xz) N U'(x) = (). Inbesondere ist 2’ ¢ |J,cn U(z) =: U, also N' ¢ U; weiter ist
U offen und N C U. Die in P(M) offenen Mengen

U={VINcCcVcULU ={V|N cV'}
erfillen N e U, N e undU nU' = ).
Die Kardinalitdt der Potenzmenge von M ist immer grofler als die Kardinalitdt von M.

Also bekommen wir auf diese Weise hausdorffsche topologische Rdume mit hohen Kardina-
litaten. A

Um die Kardinalitéit sinnvoll zu beschrinken, bendtigen wir ein weiteres Axiom.

DEFINITION 1.7. Ein topologischer Raum M heifit zweit-abzdhlbar, wenn es eine abzihlbare
Menge U = {Uy,Us, ...} von offenen Mengen gibt, so dass fiir jede offene Menge U C M
eine Teilmenge S C N existiert, so dass U = |J;cqUi. Die (Uj)ien nennt man dann eine
Basis der Topologie.

BEISPIEL 1.8. So iiberraschend es auch klingen mag, die euklidische Topologie in R™ ist
zweit-abzdhlbar. Die Mengen
Up.q := By(p)
mit p,q € Q tun das Gewiinschte und sind abzilbar viele.
Andererseits ist die induzierte Topologie auf P(R™) nicht zweit-abzihlbar. A

Beispiel (vii) ist fiir uns von besonderem Interesse. Wir wollen sehen, dass im Fall
V = R"™ die bereits bekannte euklidische Topologie herauskommt.

LEMMA 1.9. Ist V = R"™, so stimmen die Vektorraumtopologie und die euklidische tiberein.

BEWEIS. Seien U C R™ euklidisch offen, ¢ : R¥ — R” linear und = € ¢~ *(U). Wir
diirfen annehmen, dass ¢ nicht die Nullabbildung ist (sonst ist die Aussage trivial). Sei A €
M(n x k,R) die Matrix, so dass ¢(z) = Az. Nach Voraussetzung gibt es ¢ > 0 so, dass
B.(¢(z)) C U. Damit haben wir, dass

9z +y) — o) = le(y)| < Al - [yl < e
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wenn wir |y| < a7 Wéhlen. Also ist

B = (z) C ¢~ '(U),

1Al

d.h. ¢71(U) C R¥ ist offen.
Ist nun U C R" offen in der Vektorraumtopologie, so wihlen wir £ = n und ¢ als Identitét;
damit erhalten wir, dass U auch in der euklidischen Topologie offen ist. O

Auf topologischen Réumen kann man stetige Abbildungen definieren.

DEFINITION 1.10. (i) Seien M, N topologische Riume und f : M — N eine Ab-
bildung. f heifit stetig, wenn fiir jede offene Menge U C N das Urbild ¢~1(U) C M
offen ist.

(ii) Sind M, N topologische Réiume, f : M — N stetig, bijektiv und f~1 ebenfalls
stetig, so heifit f ein Hombomorphismus.

Es sollte nicht iiberraschen, dass im Falle, dass M, N Teilmengen von R"™ mit der Rela-
tivtopologie sind stetige Abbildungen genau die sind, die wir bereits kennen.

LEmMMA 1.11. Sind V,W reelle Vektorriume ausgestattet mit der Vektorraumtopologie
und ¢ : V. — W linear, so ist 1) stetig.

BewEIs. Ist U € W offen und ¢ : R¥ — V linear, so ist ¥ o ¢ : R¥ — W linear und
daher ¢~L(yp=1(U)) = (¢ 0 ¢)"1(U) offen. Also ist »~1(U) C V offen. O

BEMERKUNG 1.12. Diese Aussage gilt auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume, z.B.
Funktionenrdume. Jedoch werden wir spéater sehen, dass dann die beschriebene Topologie
nicht mehr so interessant ist. Stattdessen werden wir andere Topologien betrachten, fiir die
lineare Abbildungen dann nicht mehr notwendig stetig sind. o

2. Normierte Vektorriume

DEFINITION 2.1. (i) Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Ab-
bildung
.l : V —R,
so dass

(a) [lz|| > 0 fir alle x € V und ||z|| =0 <= x =0 (“positiv definit”);
(b) llz 4+ y|l < |zl + |ly|| fir alle z,y € V (“Dreiecksungleichung”);

(c) |IAz]| = [A|||lz]| fir alle X € R,z € V' (“Homogenitdt”).

(Vo |I-ll) heifit ein normierter Vektorraum.

(ii) Ein normierter Vektorraum ist ein hausdorffscher topologischer Raum, indem man
als offene Mengen genau die U C V nimmt, fir die zu jedem x € U ein e > 0
existiert, so dass Be(z) :={y e V| |ly—z|| <e} CU.

(iii) Zwei Normen auf V' heifien dquivalent, wenn wenn sie die gleiche Topologie indu-
zieren, d.h. die offenen Mengen sind dieselben.

LEMMA 2.2. Sind V' ein Vektorraum und ||.|1, ||.||2 Normen auf V', so sind sie genau dann
daquivalent, wenn es Konstanten c,C > 0 gibt, so dass

cllzlls < [lzfli < Clle]2
fiir allex € V.

BEWEIS. Seien zunichst solche Konstanten gegeben. Bemerke, dass wir die Rollen von
|-l und ||.]|]2 vertauschen diirfen, indem wir statt ¢ die Konstante C~! und statt C die
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Konstante ¢! withlen. Wir bezeichnen die Topologie von ||.||; mit O;. Sei U € O und z € U.
Nach Definition gibt es ein € > 0, so dass

yeV||z—ylh <e} CU.

Damit ist aber auch
{yeV|llz-ylla<C e} cU
und damit U € O,. Vertauschung der Indizes wie anfangs erwéhnt zeigt O1 = Os.
Nehmen wir nun umgekehrt an, es gelte O; = Os. Wegen der Dreiecksungleichung fiir
II-|l1 ist

B(0) = {z e V]| |z|h <1} € O, = Oy,
insbesondere existiert ein € > 0, so dass
BP(0) = {z € V| |z||2 < e} ¢ BM(0).
Ist 0 £ 2 €V, so ist 2H L€ B(Q)(O) C BP(O), also gilt

el ]l
2| |2
das heifit, dass fiir C' := 2e7! gilt
[zfly < Cll]]2.
Die andere Ungleichung erhalten wir wieder durch Vertauschen der Indizes 1 und 2. O

BEeispIEL 2.3. Auf R” sind fiir 1 < p < oo

n 1
lzllp := ) lail?)»
i=1

und

|2l := max(|z1],. .., |xn]|)
Normen. Die Giiltigkeit der Dreieicksungleichung werden wir an spéterer Stelle beweisen. All
diese Normen sind dquivalent, denn einerseits ist

2, = Z |zi”)

1

<n¥ max ai| = n? ]

’tw—'

andererseits ist

[N

lllp = lezlp )7 2 max 2| = ||zl

i=1,.
A
SATZ 2.4. Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V sind alle Normen dquivalent.

BEWEIS. Sei |||l eine Norm auf V. Nach Wahl eines Isomorphismus ) : R — V haben
wir eine Norm ||.|| auf R", indem wir definieren

[[z]] == [l (@)]lv-
Es reicht also zu zeigen, dass auf R” alle Normen #dquivalent sind. Dafiir reicht es wiederum

zu zeigen, dass alle Normen zu einer bestimmten Norm dquivalent sind. Wir wahlen als diese
Referenznorm ||.|joo. Ist @ = (z!,...,2™) = Y- | xe;, so liefern die Normaxiome

n n
lzll < > lzalllesll < llzlloe Y lleall
=1 i=1

also haben wir schon einmal die rechtsseitige Ungleichung.
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Fiir die linksseitige Ungleichung wollen wir zeigen, dass ||.| : (R™,[.|l2) — R, ]|-||2)
stetig ist (, d.h. stetig im iiblichen euklidischen Sinne). Dazu benutzen wir die Abschétzung
aus dem ersten Teil und Beispiel und erhalten mit C' := max;—; ., |le;]| die Abschétzung

[z =yl < Cllez = ylloo < Cllz—yll2,

insbesondere gilt fiir eine Folge x,, — x (in der euklidischen Topologie) wegen der Dreiecks-
ungleichung fiir ||.||

Nzl = llanll] <l = znll < Clle = 24]l2 — 0.

Damit ist ||.|| stetig. Die Menge 0Q1 = {z € R"| ||z|lcc = 1} ist kompakt, also nimmt die
stetige Funktion ||.|||ag, auf 0Q; ihr Minimum an. Dieses kann nicht 0 sein, da 0 ¢ 0Q; und
||.]| positiv definit ist. Sei also

c:= min |z| >0
{llzlloo=1}

Diese Konstante erfiillt die gewiinschte Ungleichung
= _r
1]l oo

da —r— € 0Q. U

llfloo

] - llzlloe = ell2(oo,

KOROLLAR 2.5. Ist (V,].||) ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum , so ist die
induzierte Topologie stets die Vektorraumtopologie.

BEWEIS. Dies folgt aus der Aquivalenz aller Normen und Lemma U

Fiir unendlichdimensionale normierte Vektorrdume spielt der Begriff der Vollstéindigkeit
eine wichtige Rolle. Neben dem topologischen Begriff der Konvergenz erlaubt uns die Norm,
auch den Begriff der Cauchyfolge zu bilden.

DEFINITION 2.6. Sei (V. ||.||) ein normierter Vektorraum.
(i) Eine Folge (a,) C V heifst Cauchyfolge, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert,
so dass
Hak — alH <e€
fiir alle k,1 > N.
(ii) Ein normierter Vektorraum (V,|.||) heifit vollstindig oder Banachraum, wenn jede
Cauchyfolge konvergiert.

BEISPIEL 2.7. (i) Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum ist vollstandig:

Wegen der Aquivalenz der Normen kann man sich auf den euklidischen R” zuriickziehen;

dieser ist nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl vollsténdig.
(i) Der Vektorraum CY(I) der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall I
ist zusammen mit der Norm

Il = max | (z)|

vollstandig. Mit der Norm

1l = /1 f(@)|da

wiire der Vektorraum C(I) nicht vollstindig. Insbesondere sind die beiden Normen

nicht dquivalent.
JAN

Gegeben einen normierten Vektorraum, kénnen wir ihn stets vervollstandigen.
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KONSTRUKTION 2.8. Sei (V,]|.]|) ein normierter Vektorraum. Wir konstruieren
V = {(vi)ien C V Cauchyfolge beziiglich ||.||}/ ~,

wobei wir zwei Cauchyfolgen v; und w; identifizieren ((v;)ien ~ (w;)ien), wenn (v; — w;)ien
gegen 0 konvergiert. Wir schreiben [(v;)] fiir die Aquivalenzklasse von (v;).

V ist wieder ein Vektorraum. Dafiir benutzt man, dass Summen und Vielfache von Null-
folgen wieder Nullfolgen sind. Auf V haben wir die induzierte Norm

Il = Tim_ o]

Da (v;) eine Cauchyfolge ist, ist wegen der Dreiecksungleichung ||v;|| eine Cauchyfolge in R,
also existiert der rechtsseitige Grenzwert; und héngt nur von [(v;)] ab. Dreiecksungleichung,
Positivitdt und Homogenitét iibertragen sich direkt auf ||.||~. Bleibt zu zeigen

I[(vi)][[~ =0 <= lim v; =0.
1—>00
Da aber (wieder wegen der Dreiecksungleichung) v; genau dann gegen 0 konvergiert, wenn
||lvill gegen O konvergiert, ist auch diese Aussage wahr.

Wir wissen nun, dass (V,||.||~) ein normierter Vektorraum ist. Er enthélt V, indem wir
jedes Element v € V mit der Aquivalenzklasse der konstanten Cauchyfolge v; := v identifi-
zieren. Offenbar gilt dann auch

Joll~ = [[v]l ¥ v e V.
V ist auch vollstindig. Um dies zu sehen, betrachten wir eine Cauchyfolge (7")ien C V. Das

bedeutet, jedes 7' = [(vi)ren] ist die Aquivalenzklasse einer Cauchyfolge (vi)reny C V und fiir alle
€ > 0 existiert ein NV > 0, so dass fiir alle 7,5 > N

17" =+l <e.
Die letzte Bedingung rechnen wir um zu
Jim e —of] <
Dies wiederum bedeutet, dass zu jeden i,j > N ein M (i, j) existiert, so dass
vk — viH <eVk>M(,j).
Da jedes (v} )ren eine Cauchyfolge ist, existiert auch zu jedem i ein L(i), so dass
[of, = vill <&V k,1> L(3).
Wir betrachten die Folge v; gegeben durch v; := ”2(1‘)- Da fiir die Indizes 4,5, mit 4,5 > N und
I > max{L(i), L(j), M(i,7)} die Abschitzung
o = vl = by = vl < lokgsy = vl + 1ok = 0+ lof = vl 5| < 32
gilt, ist (v;) eine Cauchyfolge und daher v := [(v;)] € V. Wir wollen zeigen, dass
lim A=y ¢€ V.
Dazu miissen wir zeigen, dass zu jedem € > 0 ein K existiert, so dass
17" =All~ <3¢
fiir alle ¢ > K. Da die letzte Ungleichung ausgeschrieben
li L— ok 3
o [k — VL)l < 3¢
fiir alle ¢ > K lautet, miissen wir also ein J(¢) finden, so dass
o, = vyl < 3e Vi > K,k > J(0).

Dazu wéhlen wir K := N, J(i) := max{N,L(#)} und | > max{L(:), L(k), M (i,k)} und berechnen
ghnlich wie oben 4 ' 4 '
1ok = vZ | < vk = vill + llvf = of | + llof = vF | < 3¢
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fiir alle ¢ > K,k > J(¢). Damit haben wir gezeigt, dass jede Cauchyfolge in 1%4 konvergiert, also ist 1%4
vollsténdig.

Wir nennen (V, ||.||~) die Vervollstéindigung von (V,||.]|). A

BEMERKUNG 2.9. Man kann zeigen, dass in gewissem Sinne V der kleinste Banachraum
ist, der V' enthélt. Insbesondere ist V =V, wenn V bereits ein Banachraum war und stets
ist V' C V dicht: Die Cauchyfolge (v;);en konvergiert gegen die Klasse [(v;)] € V. o

DEFINITION 2.10. UND PROPOSITION Sind (V,||.||1), (W, |.]|]2) normierte Vektorriume,
so definieren wir den Vektorraum

Hom(V, W) :={¢p : V — W] ¢ ist linear }.
Fine lineare Abbildung ¢ : V. — W heif§t beschrinkt, wenn

Z)ll2
el g P

in Worten: Die Operatornorm von ¢ ist endlich. Der Vektorraum
L(V,W) :={p € Hom(V,W)| ¢ ist beschrinkt }
wird mit ||.||op zu einem normierten Vektorraum. Wir nennen
V* = L(V,R)

den Dualraum von V. Ist W ein Banachraum, so ist L(V,W) ebenfalls ein Banachraum;
inbesondere ist der Dualraum eines normierten Vektorraumes stets ein Banachraum.

BEWEIS. Zu zeigen, dass ||.||op tatsichlich eine Norm ist, verbleibt dem Leser als Ubung.
Ist W ein Banachraum und ¢, eine Cauchyfolge in L(V, W), so zeigt man, dass p(z) =
lim,, o0 pn(x) fir alle z € V existiert; dazu benutzt man, dass W ein Banachraum ist.
Schliefllich muss man zeigen, dass ¢ linear und beschrénkt ist. Auch dies bleibt dem Leser
iiberlassen. O

ProposiTiON 2.11. Sind (V,||.||1), (W, ||.||2) normierte Vektorrdume, so ist eine lineare
Abbildung ¢ : V — W genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist.

BEWEIS. Sei ¢ beschriinkt, sagen wir ||¢|lop = C, U C W offen und = € ¢! (U). Nach
Voraussetzung existiert ein € > 0, so dass Be(¢(x)) C U. Fur alle y € Be (z) gilt
le(y) = (@)ll2 = lle(y —2)ll2 < Clly — =l <,
das heiBt p(y) € U und damit y € p~1(U). Also haben wir

B (@) C¢\()

bewiesen. Daher ist ¢~1(U) offen und das war zu zeigen.

Sei nun ¢ stetig. Es ist BEQ)(O) C W offen und 0 € ¢~ (B1(0)). Daher existiert £ > 0, so
dass

BM(0) € ¢ (B (0)).
Dies bedeutet aber wie zuvor
le(@)ll2 < el
also [|¢]lop <71 O
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BEMERKUNG 2.12. Ist V endlich-dimensional, so ist jede lineare Abbildung ¢ : V — W
zwischen normierten Vektorriumen beschrinkt. Um dies zu sehen, diirfen wir V' = R"™ und
.V = ||.]lcc annehmen. Dann gilt fir v = )" | a;e; € V nach der Dreiecksungleichung

n n
e@)llw _ llv =1 1P\ IIW
@l  Iolloe S el _ )01y < o0
0]l []]o =1

unabhéngig von v. o

PROPOSITION 2.13. Seien V, W normierte Vektorrdume und V., W deren Vervollstindigungen.
Die Einschrinkungsabbildung

p:L(V,W) — LV.W),6 dly
ist ein Isomorphismus; anders ausgedriickt: Jede stetige lineare Abbildung
p:V—W
zwischen normierten Vektorrdumen besitzt eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung
P V—W
auf die Vervollstindigungen V von V bzw. W von W.

BEWEIS. Sei ¢ € L(V,W) und ||.||v, ||-|lw die Normen auf den Subskript-Vektorrdumen.
Wir nehmen eine Cauchyfolge (v;) C V und betrachten w; := ¢(v;). Da ¢ beschrénkt ist,
folgt

[wi = wjllw = [l¢(vi) = d(vj)llw < ldllopllvi = villv,

das heifit, dass auch (w;) C W eine Cauchyfolge ist. Weiter ist fiir jede andere Cauchyfolge

(v;) mit lim; o (v; — v}) = 0 mit derselben Rechnung auch lim; . (w; — w}) = 0, wenn

w) == ¢(v}) bezeichnet. Also ist ¢ : V — W definiert durch

¢([(vi)]) := [(d(v3))]
eine wohldefinierte lineare Fortsetzung von ¢. Schliefilich berechnen wir
(il = Jim [l¢(vi)lw < lim {l¢]lopllvilly = l8llopl[(vi)] 5

daher
H¢HOP = HqﬁHw-

Damit ist ¢ € L(V,W).
Zur Eindeutigkeit: Ist ¢b : V' — W eine beliebige stetige Fortsetzung von ¢, so muss
wegen der Stetigkeit fiir jede Cauchyfolge (v;) C V gelten

Y({(v)] = lim 1(v;)

also ¢ = ¢. O

lim ¢(v;) = o([(vi)],

1—00

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir klaren, wie es mit der Hausdorffeigenschaft und
der Zweitabzihlbarkeit in Banachriumen aussieht. Hausdorffsch ist die Topologie stets, denn
man kann Punkte immer durch offene Bille trennen. Die Zweitabzihlbarkeit ist garantiert,
wenn es eine abzahlbare dichte Teilmenge des Banachraums gibt. Diese Eigenschaft nennt
man Separabilitdt und wird von vielen Funktionenrdumen geteilt, die wir fiir die Integrati-
onstheorie konstruieren werden.
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3. Differentiation in Vektorridumen

DEFINITION 3.1. Seien (V,|.][1), (W, ||.||2) reelle normierte Vektorridume und U C V' of-
fen. Eine Abbildung f : U — W heifst total oder Fréchet-differenzierbar in x € U, wenn es
eine stetige lineare Abbildung df (z) : V — W und eine stetige Abbildung r: U — W gibt,
so dass fir alle y € U

fly) = f(z) + df (x)(y — =) +7(y)

@l
e Ty —

ist. df (x) heif$t das Differential von f in x.

gilt und

BEMERKUNG 3.2. (i) Sofern df(x) existiert, ist es eindeutig: Wére ¢ : V. — W
eine andere stetige lineare Abbildung, s : U — W mit der gleichen Eigenschaft
wie r, so dass

fy) = f(@) + @ —y) +s(y),
so wiirde folgen

0= (df(z) — )& —y) +7(y) —s(y)
fiir alle y € U; insbesondere

I(y) = s()ll2

=0,
Iy =zl

14 (z) = llop = Jim
also ist df (z) = ¢.

(ii) Sind V,W endlich-dimensional, so ist wegen totale Differenzierbarkeit einer
Abbildung f unabhingig von den Normen auf V und W; genauer ist sogar df (x)
davon unabhingig. Wir werden dies sogleich ausnutzen.

o

Wir wollen nun df () in Koordinaten darstellen.

SATz 3.3. Sind V,W endlichdimensionale Vektorriume, B = {ei,...,ex} C V,C =
{g1,--.,q1} € W Basen, U C V offen und f : U — W total differenzierbar, so ist die
Matriz

0 cf(@)s = (55) o= (m, HEERDZLED)

oxJ h—0 h .
wobei f(x) = Zé:l fi(z)gi,z = Zle x'e; gilt. Diese Matriz heifit auch Jacobi-Matrix und
wird oft als Jy notiert. Ist V.= R"™ und W = R, so nennt man das Transponierte der
entstehenden Zeile auch Gradient von f und notiert ihn V f.

Existieren umgekehrt die partiellen Ableitungen % fir alle x € U und ist die durch
Gleichung definierte stetige lineare Abbildung df (x) : V. — W stetig von x abhdngig, d.h.
15t

df : U — L(V, W),z — df (z)
stetig, so ist f total differenzierbar und df das Differential.

BEWEIS. Wir beweisen nur den ersten Teil. Nach der definierenden Gleichung gilt
k

Fiy) = fi@) = (cdf(2)p)i(y’ —27) +r'(y).

j=1
Setzt man y := x + he;, so erhélt man

fi(x+ hej) = f1(x) = h(edf ()B)ij + 7' (x + he;).



3. DIFFERENTIATION IN VEKTORRAUMEN 15

Mit der definierenden Eigenschaft von r folgt die Behauptung.
Die Aussage des zweiten Teils fand schon im zweiten Semester Erwédhnung. O

BEISPIEL 3.4. (i) Sei

—L | falls (z,y) # (0,0)
. RQ R x2+y2 ) 9 9
/ —R (@)= { 0 ,falls (x,y) = (0,0).
Wir haben im zweiten Semester gesehen, dass f partiell differenzierbar ist, aber
nicht stetig. Insbesondere ist f nicht total differenzierbar in 0.

Ausserhalb von (0,0) gilt

of _— y x2y of = 5 zy?
or 22492 T(22+y2)? 0y a2 +y? (a2 +y2)?

also ist f auBerhalb von (0,0) stetig partiell differenzierbar und damit total diffe-
renzierbar. Die Matrixdarstellung von df (z,y) in den Standardbasen ist

2 2
Y Yy Z 1Y
d = — —2
f (z,y) <x2 + 32 (22 + 12)2" 22 4 o2 (22 + y2)2>
fiir alle (z,y) # (0,0).
(ii) Ist f: V — W linear, so gilt df (z) = f fiir alle x € V, denn
f@+y) = f@)+ fy).

Damit folgt df (z)(y) = f(y).
(iii) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die Abbildung

det : L(V,V) — R

ist total differenzierbar. Zunichst betrachten wir z = id und y = id + ¢. Es gilt
det(id +¢) = xp(-1)

= l+trp+a(p)+---+dety

= 1+tro+r(id+ )
fiir eine Funktion r : L(V, V) — R mit der Eigenschaft

id

i 704 _

e—0 [[@llop

weil die a;(¢) Polynome vom Grad ¢ in den Matrixeintrégen von ¢ nach Wahl einer
Basis sind und ||.||op, nach Satz dquivalent ist zur Matrixnorm gegeben durch

die euklidische Norm auf R"*. Also ist det in id total differenzierbar mit
d(det)(id) = tr.
In beliebigen Punkten ¢ € L(V, V) mit det ) # 0 gilt
det(¢) + @) = detepdet(id +1p~1 o)
= dettp+det)-tr(p o) +F(id 4+ o),
wieder mit 7 so, dass
i Flid+ ¢t o)
v—0  [[@llop

=0,

also haben wir

d(det) (1) () = det ) - tr(¢p ™" 0 ).
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Setzen wir V' = R” und werden % durch die Matrix A und ¢ durch die Matrix B
reprasentiert, so sehen wir, dass

(det A) - A™1 = adj(A) := ((—1)" det Ap)x

die transponierte Kofaktorenmatrix von A ist, die eben auch existiert, wenn det A =
0 ist. Also kénnen wir allgemeiner und kiirzer schreiben

d(det)(A)(B) = tr(adj(A)B).
Insbesondere ist det iiberall total differenzierbar.

A

Sarz 3.5. (KETTENREGEL) Sind (V. |.[[1), (W, |-Il2), (Z,]-[l3) normierte Vektorrdume,
U CV offen, U € W offen, gU) C U und f : U — Z,g : U — W total differen-
zierbare Abbildungen, so ist auch fog : U — Z total differenzierbar und es gilt fir alle
zxelU

d(f og)(z) = df (g(z)) o dg(x).

BEWEIS. Sei x € U und y so, dass z +y € U.

fogle+y) = [flg(@))+df(g9(x))(g(z+y) —g(x)) +r(g(z+y))
= fog(x)+df(g(x))(dg(x)(y) + s(z +y)) +r(g(z+y))
= [fog(z)+df(g(x))odg(z)(y) + df (9(x))(s(z +y)) +r(g(z +y)).
Sei nun fiir z € U die Abbildung ¢ : U — Z definiert durch

t(z) = df (g(x))(s(2)) +7(9(2))-
Wir miissen zeigen, dass
o @ls
=z ||z =zl
Da g stetig ist, folgt aus 2 — = auch g(z) — g(z); und da df (g(x)) und dg(zx) stetig sind,
ist
max([[dg(2)llop, 1/ (9(2))llop) = C < 0.

Dies nutzen wir, um zu berechnen

i ) df (g(x))(s(z)l3 + lIr(g(2))lls

L o L Iz — s
CCls@la . Ire@)ls lle() — g@le
< el TTe@ -s@h el
IrteDlls lldg@)( = 2) + ()12
= 0+ G —s@)l 1= — 2l

e

= ||g(z) — g(2)]l2 Iz — |
= 0.
Damit ist f o g in x total differenzierbar und es gilt die behauptete Kettenregel. U

BEMERKUNG 3.6. Ist V = R*¥ W = R™,Z = R", so bedeutet die Kettenregel fiir die
Eintrédge der Jacobi-Matrizen

o(f B f’ g’
8:133 Z Oxd 927 &)
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Das Differential von f ist eine lineare Abbildung, also verhélt es sich unter Basiswechseln
wie in Mathematik fiir Physiker I fiir lineare Abbildungen beschrieben. Wir kénnen auch
hohere Ableitungen beschreiben.

DEFINITION 3.7. Seien (V,|.|[1), (W, ||.|l2) reelle normierte Vektorriume und U C 'V of-
fen. Wir definieren rekursiv fiir k > 2: Fine Abbildung f : U — W heifsit k-mal total oder
Fréchet-differenzierbar, wenn sie k — 1-mal total differenzierbar ist und das (k — 1)-fache
iterierte Differential

d"f U — L(V,L(V,...L(V,W)...))

total differenzierbar ist (auf der rechten Seite stehen k—1 mal “L”). Sind V und W endlich-
dimensional, so ist dafiir hinreichend, dass nach Wahl von Basen alle k-fachen partiellen
Ableitungen

Oz ...0xix

(z)
existieren und in x stetig sind.

SATZ 3.8. (SATZ VON TAYLOR) Sei V' ein normierter Vektorraum, U C V offen und
konvex, x € U und f: U — R (k: + 1)-mal stetig differenzierbar, so gilt fir alle z € U

(2) +Z dmf Y(z—x)...(2 — ) +Rpy1(2)

m Argumente

mat
e k k1
RkH(z)—k!/O 1=t)"d""fx+t(z—2a))(z—2)...(2 —x)dt.

k+1 Argumente

Nach Wahl einer Basis von endlich-dimensionalem V' schreibt sich diese Formel auch als

om A A A A
)+ Z m) Z oxi . ! A (@) (2 =t (= at) & Ry (2)

: .. Oxim
11, im=1
mit
1 oL f i i i i
R;H_l(z)za Z / (1-1¢) k@az“. B (x+t(z—x))dt- (2" —z") - (2" —g'ht1),

Zk+1 1

BEWEIS. Man erhilt die Aussage das Satzes, indem man die Funktion auf die Verbin-
dungsgerade zwischen x und z parametrisiert durch ¢ — x 4 t(z — x) einschrinkt und dafiir
die eindimensionale Taylorformel zusammen mit der Kettenregel (und der integralen Rest-
glieddarstellung) anwendet. O

BEMERKUNG 3.9. Das Restglied kann auch in der iiblicheren Zwischenstellen-Darstellung
geschrieben werden: Zu jedem z € U existiert 7 € [0, 1], so dass

Rin(2) = i AR R et Rt
k+1 Argumente
bzw.
Riesa(2) = —— Zn: O (e — 1)) (21— git). o (s — i),
(k+1)! Ox™ ... Qxtk+1

U1Tk41=1

Wir werden aber an spéterer Stelle die integrale Restglieddarstellung benétigen. o
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KOROLLAR 3.10. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, U C V offen, x € U und
f:U — R (k+ 1)-mal stetig differenzierbar. Dann existiert genau ein Polynom Py in n
Variablen und vom Grad héchstens k, also Py € Rly!, ... y"] und genau eine stetige Funktion
Riy1:U — R, so dass

f(2) = f(@) + Pi(z — 2) + Riy1(2)

fir alle z € U und

L B (2)

e ||z — =l

=0.

BEWEIS. Die Existenz ist durch den Satz von Taylor gesichert. Eindeutigkeit beweist man
wie in [3.2[(i). O
Die Taylorreihe benutzen wir, um Extrema von Funktionen zu finden.

DEFINITION 3.11. Sei M ein topologischer Raum. Eine Funktion f : M — R hat in x
ein lokales Maximum, wenn es eine offene Menge U C M gibt mit x € U und

sup f(y) = f(z).

yeU
Entsprechend hat f : M — R in x ein lokales Minimum, wenn es eine offene Menge U C M
gibt mit x € U und

inf f(y) = f(z).

yelU
FEin lokales Extremum ist ein lokales Minimum oder Mazimum.

Um das differentielle Kriterium fiir lokale Extrema zu formulieren, benttigen wir noch
den Begriff der Definitheit fiir gewisse Abbildungen.

DEFINITION 3.12. Sei V' ein normierter Vektorraum. Wir nennen eine stetige, lineare
Abbildung o : V. — V* = L(V,R) positiv semidefinit, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass

a(v)(v) > cl[v]? Vv e V.
Entsprechend nennen wir sie negativ semidefinit, wenn

a(v)(v) < —c|v||? Vv eV

Ist ¢ > 0, so lassen wir die Vorsilbe ‘semi’ weg.

SATZ 3.13. Sei V' ein normierter Vektorraum, U C V offen, f : U — R zweimal stetig
differenzierbar und x € U.
(i) Ist in z ein lokales Mazimum von f, so gilt df(x) = 0 und d*f(z) ist negativ
semidefinit.
(i) Ist in = ein lokales Minimum von f, so gilt df (x) = 0 und d?f(z) ist positiv semi-
definit.
(iii) Ist df (x) = O und d?f(z) negativ definit, so ist in x ein lokales Mazimum von f.
(iv) Ist df (x) = 0 und d*f(z) positiv definit, so ist in x ein lokales Minimum von f.

BEWEIS. Sei zur Vereinfachung = 0. Ohne Einschrinkung (nach Verkleinerung) diirfen
wir annehmen, dass U ein Ball in V ist, insbesondere konvex. Die Taylorformel besagt

f(z) = £(0) + df(0)(2) + %de(TZ)(Z)(Z)
Nehmen wir an df (0)(z) # 0. Da f zweimal stetig differenzierbar ist, existiert

C = sup [|d*f(72)]op
T€[0,1]
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und fiir [¢] < % gilt

72) — 1) ~ 1)) < S < By o),

also ist f(tz) zwischen f(0) + Ldf(0)(z) und f(0) + 2tdf(0)(z) fiir kleine ¢. Insbesondere
wechselt mit dem Vorzeichen von ¢ auch das Vorzeichen von f(tz) — f(0), also kann in x = 0
weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum vorliegen.

Ist nun in z = 0 ein lokales Maximum und damit df(0) = 0, so vereinfacht sich die
Taylorformel weiter zu

F(2) = F0) + 58 f(72)(2)(2) < F(0),

falls z € B.(0) und £ > 0 klein genug ist, also folgt d?f(72)(z)(z) < 0 fiir alle z € B.(0),
insbesondere gilt fiir alle 1 > ¢ > 0 und alle z € B.(0)

0> t%de(T(t)tz)(tZ)(tZ) = & f(r(t)t2)(2)(2),
im Limes t — 0 also
f(0)(2)(2) SOV z €V,

das heiBt, d?f(0) ist negativ semidefinit.

Genauso behandeln wir den Fall eines lokalen Minimums.

Ist nun andererseits df (0) = 0 und d? f(0) negativ definit, so existiert wegen der Stetigkeit
von d2f ein € > 0 so, dass d?f(z) negativ definit ist, wenn ||z|| < e. Insbesondere ist

F(2) = F(0) + 3@ F(r2)(2)(2) < F(0)

fiir alle z € B:(0) \ {0} und daher in x = 0 ein lokales Maximum von f.
Analog beweisen wir, dass in # = 0 ein lokales Minimum ist, wenn df (0) = 0 und d?f(0)
positiv definit ist. O

BEMERKUNG 3.14. Ist V = R", so ist die Definitheit von d?f(x) #quivalent zur entspre-
chenden Definitheit der sogenannten Hesse-Matrix

Hy(x) = (azQéij (x)> i

O

BEISPIEL 3.15. Sei U = V = R? und f(z,y) := 2% + y%. Das notwendige Kriterium
df (z,y) = 0 berechnet sich als

) = (5. 50) = (22,20 = 0.0)

Also kommt nur (0,0) als Ort eines Extremums in Frage. Dort gilt

02 52
’ 010,00 24(0,0 0 2

Ox0y 7) TyQ(’)

Diese Matrix hat nur positive Eigenwerte (zweimal 2), ist also positiv definit. Daher haben
wir in (0,0) ein lokales Minimum (in diesem Fall sogar ein globales). A
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4. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Nun kénnen wir genauer sagen, was Mannigfaltigkeiten sein sollen: etwas, was man lokal
so kartieren kann, dass die Kartenwechsel differenzierbar sind. Natiirlich brauchen wir es
etwas genauer.

DEFINITION 4.1. Sei V' ein normierter Vektorraum.

(i) Eine k-fach differenzierbare Mannigfaltigkeit modelliert auf V' ist ein zweit-abzdihlbarer
hausdorffscher topologischer Raum M mit einer Uberdeckung durch zusammenhingende
offene Mengen M = J;c; U; und HomdGomorphismen

Vi Uy — W,
auf offene Mengen W; C V', so dass
bij =0 (U NU;) — ¢i(Us N Uj)
k-mal total differenzierbar sind.

(ii) Eine 0-fach differenzierbare Mannigfaltigkeit heifit topologische Mannigfaltigkeit; die
Bedingungen an die Ubergangsabbildungen sind dann automatisch erfillt, es bleibt
also nur die lokale Homdomorphie zu offenen Mengen des R™ als Bedingunyg.

(iii) Die Abbildungen 1; heiffen Karten; deren Gesamtheit nennt man einen Atlas. Die
Abbildungen 1;; heiffen Kartenwechsel oder Ubergangsabbildungen.

(iv) Ein mazimaler Atlas ist ein Atlas A, so dass jede Karte ¢ : U — W, fir die
o ¢! und ¢ o™t auf ihrem Definitionsbereich k-mal total differenzierbar sind
fiir alle Karten ¢ € A, bereits in A enthalten ist; er enthdlt also schon alle Karten,
die mit der differenzierbaren Struktur vertrdiglich sind. Deswegen nennt man einen
maximalen Atlas auch eine differenzierbare Struktur.

(v) IstV = R™ und v;; k-mal stetig partiell differenzierbar, so heifst M eine n-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit.

(vi) Ist V. = C und 1;; holomorph, so heifit M eine kompleze Kurve. Jede komplexe
Kurve ist auch eine C°°-Mannigfaltigkeit.

(vii) (M, A) dber endlich-dimensionalem V heifit orientiert, wenn M mindestens eine
C-Mannigfaltigkeit ist und der gegebene Atlas A erfiillt, dass

det dd)zj(l‘) >0

fiir alle i,j € I und x € ¢;(U;NU;). Die Ct-Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar,
wenn es einen Teilatlas des maximalen Atlasses gibt, so dass M mit diesem Teilatlas
orientiert ist.

(viii) Sind M, N k-fach differenzierbare Mannigfaltigkeiten, so heifst eine Abbildung f :
M — N differenzierbar, wenn fir alle Karten ¢ : U — W,¢ : U — W mit
f(U) c U die Abbildung

pofop LW — W

k-mal total differenzierbar ist. Ist f zusdtzich bijektiv und f=1 differenzierbar, so
heift f ein Diffeomorphismus. Die Urbilder von Punkten f~'(y) = {x € M| f(z) =
y} (mit y € N) werden Fasern genannt.

(ix) Gegeben differenzierbare Mannigfaltigkeiten M, N, S und differenzierbare Abbildun-
genm: M — S, 7: N — S, heiffen (M, ) und (N, 7) diffeomorph iber S, wenn
es einen Diffeomorphismus f : M — N gibt, so dass 7o f = w; das heifit Fasern
von w werden auf Fasern von 7 abgebildet.

(x) Ebenso sind die Begriffe von k-mal stetig differenzierbaren und holomorphen Abbil-
dungen in einem geeigneten Umfeld definiert. Eine bijektive, holomorphe Abbildung
mit holomorpher Inverse heifit biholomorph.
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Ist M eine C*-Mannigfaltigkeit, so notiert man
CH(M) :={f: M — R| f ist k-mal stetig differenzierbar }.

Die Dimension von M soll die Dimension des zugrundeliegenden Vektorraums V
sein. Man notiert dim M = dim V.

BEMERKUNG 4.2. Ein Mathematiker wiirde Mannigfaltigkeiten gerne klassifizieren, also
moeglichst mit Hilfe endlich vieler Zahlen eindeutig beschreiben. Dies ist in begrenztem Mafe
moglich (, aber natiirlich nicht Ziel dieser Vorlesung). Um zu verstehen, welcher Natur diese
Invarianten sein miissen, bemerken wir zunéchst, dass nach Definition jede Mannifaltigkeit
lokal wie eine offene Menge in R™ aussieht, insbesondere hat jeder Punkt eine Umgebung, die
wie ein Ball im R"™ aussieht. Daraus folgt, dass die einzige lokale Invariante die Dimension
der Mannigfaltigkeit ist, alle anderen geometrischen Invarianten miissen von der globalen
Struktur der Mannigfaltigkeit abhéingen. Solche Invarianten sind zum Beispiel die Anzahlen
von gewissen Lochern. In jedem Falle miissen wir Objekte definieren, die auf der gesamten
Mannigfaltigkeit leben. Dazu wenden wir die uns bekannten Konzepte der linearen Algebra
und Analysis in jedem Punkt an. Dies zu erkldren ist das Ziel des restlichen ersten Kapitels.

o

BEISPIEL 4.3. (i) OFFENE MENGEN U C R" werden durch ¢ = id zu orientierten

(i)

(iii)

C*°-Mannigfaltigkeiten.

GRAPHEN VON FUNKTIONEN: Sei U C R" offen und f : U — R eine stetige Funk-
tion. Der Graph M := {(z, f(z)) € R""!| z € U} ist eine C°°-Mannigfaltigkeit,
indem man die von R"*! induzierte Topologie nimmt und als (einzige) Karte

v M —U, (z,y) — x.

Zunéchst muss man nachrechnen, dass ¥ ein Homéomorphismus ist. Ist V' C R”
offen, so ist

V) =M N {(z.y)| z eV}
Nach Definition der Relativtopologie ist damit ¢ ~(V) offen, also 1 stetig. 1 ist
injektiv, denn sind (z,y), (2’,y') € M, d.h. y = f(z),y' = f(2’) und = = 2/, so folgt
y = /. Die Abbildung 1 ist nach Konstruktion auch surjektiv. Die Umkehrabbil-
dung ist
V() = (, f(2))

und daher ebenfalls stetig.

Die einzige Ubergangsabbildung ist ¢ o ¢)~! = id; diese ist unendlich oft diffe-
renzierbar und det did(z) = 1 > 0, also ist M eine orientierte C°°-Mannigfaltigkeit;
und ¢ : M — U ist ein Diffeomorphismus.

Dasgleiche gilt fiir Graphen stetiger Abbildungen f : U — RF.
DIE RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL: Wir iiberdecken C,, mit zwei offenen Mengen

U1 = C, U2 = Coo \ {O}

und nehmen die Karten

1
wlzidﬂl)Q:COO\{O}—}C’Z'_};?

wobei é = 0 zu verstehen ist. Die Ubergangsabbildung

wuz%o%‘l:C\{O}HC\{O},ZH%
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ist holomorph, also ist Co eine komplexe Kurve; damit auch eine C*°-Mannigfaltigkeit.
Das (reelle) Differential der Ubergangsabbildung

_ x __ Y
1/}12(1.721) - ($2+y27 $2+y2)

ist
y2 712

_ 2xy
e -]
(I2+y2)2 (x2+y2)2

Daraus errechnet sich det dy12(z,y)

= m > 0, also ist die Riemannsche Zah-
lenkugel orientiert.

(iv) SPHAREN: Sei S" := {z € R""!| |z| = 1} versehen mit der Relativtopologie
beziiglich R™*!. Damit ist sie hausdorffsch und zweitabzihlbar. Auch hier iiberdecken
wir mit zwei Karten: Die offenen Mengen sind die Sphére ohne Nordpol bzw. Stidpol,

d.h.

U1 = 8" \ {61}, UQ = 8" \ {—61}.
Die beiden Mengen sind offen, weil R"*1 \ {£e;} in R"*! offen sind und Uy, Us
als Schnitt dieser beiden Mengen mit S™ erhalten wird. Die zugehorigen Kartenab-

bildungen sollen die stereographischen Projektionen vom Nord- bzw. Siidpol sein,
d.h.

1
¢1:U1—>Rn7$’_> (x27'~7$n+1)
1— I
und .
: Uy — R e .
sz)2 2 y L = 1+ T (xQ’ 7‘TTL+1)
Es ist einfach nachzurechnen, dass 11,19 Homéomorphismen sind. Die Inversen
sind
2 2
1 |z]© — 1 2 1 |z|* — 1 2
= 07 ) = - 07 .
@) = e e 02 e B = e (9

Daraus errechnet sich die Ubergangsabbildung
Yro =11 oy R\ {0} — R™\ {0}

als
z

Q[’12(2) = W

Dies ist die Inversion an der S™~!. Insbesondere sieht man, dass P12 = P91 und 19
ist unendlich oft differenzierbar und es gilt

1
det d’lplQ(Z) = —W < 0.

Damit wird S™ zu einer C°°-Mannigfaltigkeit, die aber noch nicht orientiert ist.
Indem man nun beispielsweise die Karte i1 ersetzt durch

P : U — R, 2 —

—X2, X3, ..., & ,
1= $1( 2,23 n+1)
erhélt man einen orientierten Atlas. Da 7,51 Element des maximalen Atlas ist, der
von 1,1 erzeugt wird, ist S™ eine orientierbare Mannigfaltigkeit.

Die Abbildung

(g +ix3) |, falls 1 # 1

1
. Q2 11—z
fS (CQO7ZI—>{ 1 50 ,falls$1:1
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ist ein Diffeomorphismus von C°°-Mannigfaltigkeiten. Zun#chst ist klar, dass f
bijektiv ist. Seien nun ¢; : U; — C,i = 1,2 die beiden Karten von C,, und
P« Wy — R%2 = C,i = 1,2 die beiden Karten von S?. Wir miissen nachweisen,
dass

fn::¢1ofozp1_1 : C—C
fizi=¢10forpyt + C\{0} — C\ {0}
for:=¢oo foryyt : C\{0} — C\ {0}
fa2:=¢po foy;! + C—C

und deren Inverse unendlich oft differenzierbar sind. Man rechnet aber nach
1 1
fu1(2) =z, fi2(z) = %7f21(2) = ;7f22(2) =Z.

Damit ist der Beweis erbracht, dass S? und C4, zueinander diffeomorph sind.
SPHAREN BEZUGLICH BELIEBIGER NORMEN tragen ebenfalls eine differenzierbare
Struktur: Sei |.|| eine Norm auf R"*! und

M = {z e R""| [|2]| = 1}
versehen mit der Relativtopologie. Die Abbildung
p:M— S" z— %
ist ein Homoomorphismus. Nimmt man als Karten von M
i 2 U — R (2) = 1h; 0 ¢(2),
wobei 1,1 = 1,2 die Karten von S” sind und U; := ¢~ H(U;), so gilt
i = 1oyt = 1oyt =iy,

also wird M damit eine orientierte C'°°-Mannigfaltigkeit. Insbesondere gilt dies
fiir den Wiirfel, den man durch ||.|| := ||.||cc und den Rhombus, das man durch
||.|| := []-|l1 erhélt. Unsere Wahl der Karten hat deren Kanten also gegléttet.
REELL- UND KOMPLEX-PROJEKTIVE RAUME: Sei K = R oder K = C. Wir nen-
nen zwei Punkte z,y € K"\ {0} dquivalent, wenn sie auf einer (K)-Geraden
durch 0 liegen, d.h., wenn es A € K\ {0} gibt, so dass x = Ay. Die Menge der
Aquivalenzklassen, also die Menge aller Geraden in K"t heifit projektiver Raum
und wird mit KP™ bezeichnet. Wir haben also die natiirliche Projektion

7 K"\ {0} — KP™.

Die Topologie auf KP" soll die Quotiententopologie sein. Die Hausdorffeigenschaft
ist zwar nicht selbstverstindlich, macht man sich aber hier schnell klar. Da fiir
offene U c K"\ {0}

T x(U)) = {xz] A€ K\ {0},2 € U}

wieder offen ist, driickt sich auch die Zweitabzdhlbarkeit nach unten durch: Ist
(Us)ien eine Basis der Topologie von K"\ {0}, so sind (7(U;))ien wieder offen
und eine Basis der Topologie von KP".

Wir schreiben die Aquivalenzklasse eines Punktes (zq, ..., oy,) als [zo : -+ : zy].
Als Karten nehmen wir die Abbildungen

Ui :=KP"\{z; =0} — K" [xg: - :ax,] — (xo,... Tl Titd xn)

) ) PR
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fir i =0,...,n. Diese sind offenbar Homéomorphismen. Die Kartenwechsel
bij = Pioy ' K"\ {2 =0} — K"\ {2 = 0}
sind gegeben durch

. 21 Z5 Zi+2 zZj 1 Zj4+1 Zn
Q,Z)Z-j(zl,...,zn)— gee ey y yoeey 5 s geeey
Zi+1 Zi+l Zi+l Zitl R+l Rl Zi+1

(hier fiir ¢+ < j), insbesondere unendlich oft differenzierbar. Dadurch werden RP"
und CP" zu C*°-Mannigfaltigkeiten. (Man sieht, dass fiir K = C die v;; nur von
den z, nicht aber von den zj abhingen. In diesem Sinne sind die ;; holomorph
und machen CP" zu einer “komplexen Mannigfaltigkeit”.)
Dies sind die ersten Beispiele von Mannigfaltigkeiten, die keine (natiirliche)
Anschauung als Teilmenge eines R™ haben. Eine Ausnahme bilden RP! und CP!.
Die Abbildung

x% — x% 2x011

:RP? Sl, : ,
! —> [xo a:1] — (JJ%-FI% x%—l—x%

)

ist wohldefiniert (unabhéngig von der Auswahl eines Représentanten von [z : x1])
und ein Diffeomorphismus Dies nachzurechnen iiberlassen wir dem Leser als Ubung.
Bemerken wir nur, dass f auch durch

f([cos ¢ : sinp]) = (cos 2y, sin 2¢p)

bechrieben werden kann.
Schliefllich ist die Abbildung

2 falls z

g:CP1—>COO,[Z0:Zﬂ|—>{;g :fallszﬁig
eine biholomorphe Abbildung zwischen komplexen Kurven. Auch dies verbleibt als
Ubung. Insbesondere ist CP! diffeomorph zu S2.

Die Orientierbarkeit der RP™ und CP"™ werden wir spéter diskutieren.
DER TORUS kann natiirlich als Donut im R3 visualisiert werden. Eine andere
Herangehensweise ist jedoch hilfreicher: Wir nehmen ein Rechteck und kleben ge-
geniiberliegende Seiten zusammen. Mathematisch kann man dies in beliebigen Di-
mensionen folgendermaflen tun: Zwei Punkte z,y € R™ werden identifiziert, wenn
x —y € Z". Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit 7" bezeichnet. Wieder hat
man also eine Projektion

m:R*" —T"

und wir nehmen auf 7" die Quotiententopologie. Erneut ist sie hausdorffsch und
zweitabzéhlbar. Offenbar gibt es zu jedem Punkt x € R™ ein € > 0, so dass

W’Bg(;r) : Be(z) — 7m(B:())

ein HomGomorphismus ist. Wir wollen sehen, dass

A= {(U, )| IW C R" offen, s.d. 7|y : W — U ist ein Homéomorphismus , 1 = (7|y) "'}

ein C*°-Atlas von T™ ist. Sind (U;, ¢5), (Uj, ;) € A, so ist
Yij 2 (Ui N Uj) — ¢i(Ui N Uj))
nach Konstruktion stetig und es gilt

motij(w) = mo (rlw,) " o m(z) = 7(x)
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fir alle x, also existiert zu jeder Zusammenhangskomponente W;;j, von v;(U; NUj;)
eine Konstante ¢;;; € Z", so dass

lﬁw(ﬂf) =x+ Cijk
fir alle z € Wjj;. Insbesondere sind die ;; unendlich oft differenzierbar und

dipij(z) = id stets. Damit ist 7™ eine orientierte C°>°-Mannigfaltigkeit.
MATRIXGRUPPEN bilden oftmals C°°-Mannigfaltigkeiten. Gl(n, K) ist zum Beispiel

als offene Menge des R" eine C*°-Mannigfaltigkeit. Aber auch beispielsweise SO(n)
und SU (n) sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Dies zu sehen wird spéter einfa-
cher sein. Allgemeiner kann man feststellen: Wiisste man von einer abgeschlossenen
Matrixgruppe G, dass

exp:g — G

surjektiv ist, so konnte man lokale Inverse von exp als Karten nehmen und erhielte
eine C*°-Mannigfaltigkeit G (modelliert auf g).
DAs MOBIUSBAND Wir definieren das Mébiusband durch

M = {(x,y,[u:v]) € R* x RP'| zv = yu}
ausgestattet mit der differenzierbaren Struktur {(U, ¢), (V,¢)}:
U=Mn{u#0},0:U— R (2,y,[u:v]) — (%)
Vi=Mn{v#0}¢:V— R (2,y,[u:v]) — (L7y).

Wir werden spéter sehen, dass es nicht orientierbar ist.

A

Es gibt ein paar elementare Konstruktionen, um aus bekannten Mannigfaltigkeiten neue
zu konstruieren.

KONSTRUKTION 4.4. (i) DAs PRODUKT M x M' = {(z,y)|x € M,y € M'} zweier

Mannifaltigkeiten M, M’ ist wieder eine Mannigfaltigkeit (gleicher Regularitit),
indem man die Produkte der Karten betrachtet: Ist ¢ : U — R” eine Karte von
M und v’ : U' — R™ eine Karte von M’, so bilden die Karten

P x ' U XU — RY™™ (2,9) = (¥(x),9'(y))

einen Atlas von M x M’.

ZUSAMMENHANGENDE SUMME: Die Idee ist, zwei Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension
zusammenzukleben. Dies tut man, indem man aus jeder Mannigfaltigkeit eine kleine Kugel
(der gleichen Dimension) herausschneidet und die beiden entstehenden Rénder identifiziert.
Tun wir das genauer. Seien M, M’ zwei topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension n
und ¢ : U — W, o' : U’ — W' zwei Karten von M bzw. M’, so dass

W =W'"= B;(0) C R™.
Wir konstruieren
M#M' = (M \ ¥~ (By(0))) U (M \ '~ (B1(0))))/ ~,
wobei hier / ~ bedeuten soll, dass fiir z € 0B, (0) die Punkte
Y7 (2) und o' (2)
identifiziert werden. Wir haben also ein Abbildung
7 (M $ (By(0) U (M 0/~ (B, (0))) — M#M’

und kénnen dementsprechend M# M’ wieder mit der Quotiententopologie versehen. Diese
ist hausdorffsch und zweitabzidhlbar. Karten von M#M’ erhalten wir, indem wir fiir jede
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Karte ¢ : U — W von M die Einschriinkung z/~J|U\ »-1(B1(0)) als neue Karte nehmen.
Analoges tun wir fiir Karten von M’. Nun fehlt nur noch eine Karte um die Klebestellen
V(B4 (0) = ¥/ (0B, (0)  M#M',
Sei dazu
V= (97 1(B1(0) \ By (0) Uy (B1(0) \ By (0)))/ ~C M#M'".
Nach Konstruktion ist V' offen und die Abbildung

bx)  falls o € 6 (Ba(0) \ By(0))

¢:VHBl(0)\Bi(0)’xH{ T falls ¢ € ¢/1(B1(0) \ By (0))

ein Homdomorphismus. Damit wird also M# M’ wieder eine topologische Mannigfaltigkeit.

Diese Konstruktion hingt zwar von der Wahl der Karten ¢) und 1)’ ab, aber es gibt nur
zwei Moglichkeiten fiir M#M'.

Die Klebekanten kénnen so geglittet werden, dass M#M' eine C"-Mannigfaltigkeit
wird, wenn es M und M’ waren. Hierbei gibt es eine natiirliche Wahl der differenzierbaren
Struktur.

Sind M und M’ orientierbare C"-Mannigfaltigkeiten mir r > 1, so macht die Bedingung,
dass M#M' ebenfalls orientierbar sein soll, die Konstruktion vollstindig unabhingig von
der Wahl der Karten v und ¢'.

Betrachten wir noch kurz den Fall M = S™. Ist ¢ ein Halb mal die stereographische
Projektion vom Nordpol, so ist S™ \1/1*1(3%(0)) genau die Nordhalbkugel; diese ist (z.B.
als Graph) diffeomorph zur Einheitskreisscheibe. Das heifit, wir schneiden aus M’ eine
Kreisscheibe heraus und setzen wieder eine Kreisscheibe ein. Damit gilt

Sn#M/ — MI

fiir alle orientierbaren Mannigfaltigkeiten M.

5. Der Tangentialraum an C'°°-Mannigfaltigkeiten

Einem Tangentialraum sind wir schon beim Thema Lie-Gruppen im zweiten Semester be-
gegnet. Einem dhnlichen Konzept begegnen wir auch hier. Jedoch haben wir im Gegensatz zu
Matrixgruppen keine natiirliche Einbettung in einen R” gegeben. Wir miissen daher lernen,
was 'Tangentialrichtungen’ auf einer Mannigfaltigkeit tun.

Dazu benéttigen wir zunéchst den Begriff des Keims einer Funktion.

DEFINITION 5.1. Ist M eine C'°°-Mannigfaltigkeit und x € M, so definieren wir

Usz,U offen
wobei ~ hier folgende Aquivalenzrelation ist: zwei Funktionen f € C®(U),g € C™(U") mit
x € UNU werden identifiziert, wenn es eine offene Menge V-.C U N U mitxz eV gibt, so
dass fly = glv. Die Aquivalenzklassen [f], also die Elemente von C3.» werden Keime der
Funktion f in x genannt. Cg; . ist ein R-Vektorraum und fir f € C>(U),g € C(U') ist
die Aquivalenklasse von fg € C®(U NU') nur von [f] und [g] abhingig, das heifit

[+ lg] = [f9]
definiert eine Multiplikation auf C3j .

Wenn klar ist, dass eine Eigenschaft von f nur von f auf einer beliebig kleinen Umgebung
um z abhéngt, so werden wir stillschweigend f mit [f] identifizieren. Dies gilt insbesondere
fiir Ableitungen im Punkt .
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DEFINITION 5.2. Ist M eine C*°-Mannigfaltigkeit modelliert auf dem Vektorraum R™ und
Y : U — R" eine Karte, so nennen wir z* := 1*(x) die i-te Koordinate von x (beziiglich
). Die Koordinaten von R"™ bezeichnen wir hier mit X*; es gilt also x* = X' o). Jede
differenzierbare Funktion f € CY(U) besitzt die ‘partiellen Ableitungen’

0 I(fory!
Iy =22 ) (),

Die partiellen Ableitungen messen, wie sehr sich f &ndert, wenn man ein kleines bifichen
in 2°-Richtung auf der Mannigfaltigkeit weitergeht. Stellt man sich M als Fliche im R3 vor, so
korrespondieren die partiellen Ableitungen fiir unbestimmtes f zu speziellen Richtungen, die
tangential an der Mannigfaltigkeit in x liegen. Die partiellen Ableitungen sollen also unsere
oben genannten 'Tangentialrichtungen’” werden.

BEISPIEL 5.3. Wir betrachten auf S? C R? die Funktion
f:8% — R, f(2 22 2% = 2.
In den oben konstruierten Karten 1y 5 : S\ {(£1,0,0)} — R? gilt

2 .2

1 _u + v -1
fowl (u7v) w4041
2., ,2

-1 o us+v°—1

fowy (wv) = —amiT

Beide Funktionen sind auf ganz R? unendlich oft differenzierbar, also ist f € C°°(S?) und
die partiellen Ableitungen berechnen sich wie folgt: Bezeichne !, 22 die Koordinaten von 4

und 1,92 die Koordinaten von . Im Punkt z = (2!, 22, 2%) € S? C R3 gilt
of A(f oY)
@(Z) = T1(¢1(z))
w4021
_ uZ+v2+1 | ) 5
au uzlizl ”Uzlizl
_ 4u |
T @ 0% 1) e
422(1 — 21)3

((22)2 + (%)% + (1 - 21)2)°
w5 4721 —2)3
4(1 — 21)?
= 221-2Y
Analog berechnet man

Of (y=20-2

Ox2
sowie
88;1(2) = —22(1—1-7:1)
88;2(2) = 22+,

Eine Karte induziert also Abbildungen (bzw. “Operatoren”)

9\ oo of
%|I'CM@ — R, f &vi(x)
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mit den Eigenschaften

0)51( f9) = fx
(i) @ (f+9g)=
fiir alle f,g € Cjy .
Aus der ersten Eigenschaft folgt automatisch 8 lz(cf) = ¢ d?:l| (f) fiir alle Konstanten
c € R, also ist 5 ]x eine R-lineare Abblldung7 fiir dle die Produktregel gilt.

I|() g(%&hﬁ%
ool (F) + g o9

~—

Es ist lelcht nachzurechnen, dass > 1 | a; aa:i | fiir a; € R wieder ein R-linearer Operator
wird, der die Produktregel erfiillt. Die Frage ist: Gibt es noch mehr als nur diese?
Wir definieren zunéchst

DEFINITION 5.4. Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit und x € M. Der R-Vektorraum
T.M :={D:C}j, — R| D ist R-linear und erfillt D(fg) = f(x)D(g) + g(x)D(f)}
heifit Tangentialraum von M in x.
BEMERKUNG 5.5. Fiir jedes D € T, M gilt D(1) = 0, denn nach der Produktregel gilt
D(1)=D(1-1)=D(1)+ D(1),
also D(1) = 0. Dies ist konsistent mit der Herleitung durch partielle Ableitungen. o
Nun beantworten wir die gestellte Frage.

LEMMA 5.6. Ist M eine C*°-Mannigfaltigkeit, 1) : U — R"™ eine Karte und z € U, so
ist {%LE, e 8x”| } eine Basis von Ty M. Insbesondere ist dim T, M = dim M .

BEWEIS. Zunichst wollen wir zeigen, dass {8%1 oy oo s (%n |} linear unabhéingig sind. Neh-
men wir also an, es gilt

"9
E ain e =0,
=1 81‘
das heif3t
2 gy (1) =0

fir alle f € Cf;,. Insbesondere gilt die Gleichung fiir die Koordinatenfunktionen 27, Dies

bedeutet
n
0= Z ai&j = aj
i=1

fiir alle j = 1,...,n. Damit sind die partiellen Ableitungen linear unabhingig.

Sei nun D € T, M und @’ := D(2%) € R. Nach dem Satz von Taylor — der sich nach
Definition der partiellen Ableitungen wortwortlich auf Mannigfaltigkeiten iibertragt — mit
integraler Restglieddarstellung des Terms zweiter Ordnung gilt fiir alle offenen Mengen Uc
U, feC®U)und z € U

n

)+ Z ()@ () - o' (@) + Y aila) - (7(:) — 7' (@) - (2(2) — (@)

3,j=1

mit

1 2
() = [ (=057 (67 (a(0) + (01 (2) = v (2))
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Die genaue Gestalt von a; ist nicht wichtig. Darauf wenden wir D an und erhalten nach der
Produktregel

_0—’_281;1 +O_Zaaz

Alle andere Terme der Produktregel verschwinden, da nach Auswertung in z = x immer ein
0-Faktor vorkommt. Also gilt

D=2 i gl
=1

das heift, dass {%h, Cee 8;v"| } den Vektorraum T, M erzeugt. O

BEMERKUNG 5.7. Ist M = U C R" offen, so ist id : U — U eine natiirliche Karte und

0
L:R”—>TMab—>ZaZaZ

ein Isomorphismus fiir alle x € U. In diesem Sinne schreiben wir T, U = R" fiir alle x € U C
R™. o

Natiirlich wollen wir auch hier wissen, wie sich die Basis von T, M &ndert, wenn sich die
Karte dndert:

PROPOSITION 5.8. Sei M eine C°°-Mannigfaltigheit und ¢ : U — M,y : U' — M
Karten mit v € U NU'. Schreiben wir wieder x* := 1, y* := ", so gilt

&’CJ
BeEwEIS. Sei f € Cff .. Wir berechnen mit Hilfe der Kettenregel im R™

of _A(foyh
ayi(x) = TWJ (z))

_ 0foylopoyh)
- — (/@)

n o1 o'—1)J
= Y ey A )

C oL w)

Da dies fiir alle f gilt, ist die behauptete Gleichung bewiesen. g

BEISPIEL 5.9. Wir fithren das Beispiel [5.3 fort. Um der Systematisierung willen notieren
wir hier X! := u, X? :=
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Ubergangsabbildungen ergeben:

ox? ) = 81&{2 22 23
oyt O OXE L2V 14

Ot xey ( 2P )
oX? 1+21714 21

85 2X1X7

(X7 + (X7 (X7 1 (X ¥ e e
(1+ 21)? P
EP+ER (7 P
seg? 142 o 2T
T 1=t Y (1—21)2

Damit ergibt sich aus der Kettenregel auf Mannigfaltigkeiten
2

af B gzl Of

(‘Tgl(z) = ga?@(z)
1 21 222

(1;1—2(1(_21)2>-Z2(1—zl)—2(1_21)2'
2

€s? z
I+ )

= _22(1+Zl)7

in Ubereinstimmung mit der vorhergehenden Rechnung. Analog verifiziert man die Berech-
nung der anderen partiellen Ableitungen. A

Der Tangentialraum erlaubt uns nun, das Konzept eines Differentials auf Mannigfaltig-
keiten zu verallgemeinern. Im R"™ haben wir gesehen, dass eine differenzierbare Abbildung f
zwischen offenen Mengen von Vektorrdumen ein lineares Differential df zwischen den Vek-
torrdumen induziert. Das Differential wird also als Linearisierung (= beste lineare Appro-
ximation) der Abbildung verstanden. Bei Mannigfaltigkeiten haben wir ein nicht-lineares
Objekt mehr: die Mannigfaltigkeit. Wir miissen also erst die Manigfaltigkeit linearisieren -
das haben wir gerade mit der Notation des Tangentialraums getan - und dann die Abbildung.
Dies geschieht wie folgt:

DEFINITION 5.10. FEine unendlich oft differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen
C*®°-Mannigfaltigkeiten M und N induziert eine lineare Abbildung
df () : TuM — Ty(;yN,D — D
via ~
D(g) := D(go f)
fir alle D e TyM, g € C%Of(m). Diese Abbildung heifst Differential von f in x.
Auch hier gilt die Kettenregel:

LEMMA 5.11. (KETTENREGEL) Seien L, M, N C°°-Mannigfaltigkeiten und g : L —
M, f: M — N unendlich oft differenzierbare Abbildungen. Die Komposition fog: L — N
ist unendlich oft differenzierbar und es gilt die Kettenregel

d(fog)(z) = df(g(z)) o dg(x)
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fiir alle x € L.

BEWEIS. Die gegebene Definition des Tangentialraumes macht den Beweis sehr einfach.
Sei D € T, L. Nach Definition des Differentials gilt fiir alle h € C*°(N)

d(f o g)(x)(D)(h) = D(ho fog)
und
df (9(x)) o dg(x)(D)(h) = dg(x)(D)(ho f) = D(ho fog),
also sind beide Ausdriicke gleich. U

Wir haben gesehen, dass Differentiale von Abbildungen zwischen offenen Mengen des R™
in der Jacobimatrix codiert werden kénnen. Dasgleiche wollen wir auch auf Mannigfaltigkeiten
tun.

PROPOSITION 5.12. Sei f : M — N eine unendlich oft differenzierbare Abbildung zwis-
schen C*-Mannigfaltigkeiten M, N und ¢ : U — W C ]R",i/; : U — W C R™ Karten
von M bzw. N, so dass f(U) C U. Wir schreiben wieder z' := " und f' := (1 o f) fiir
die Komponenten in den Karten. Dann gilt fir die Matrizdarstellung A = (a;;) der linearen
Abbildung

p:=d@o foy ) (¥(x)) : R" — R™
die Gleichung
aft
" Oa (z)
fiir alle x € L. Die Matriz A heifit Darstellung von df (bzw. Jacobi-Matriz von f) in den
Karten 1, .

aij

BEWEIS. Nach Bemerkung identifizieren wir die Einheitsvektoren von R"

d -
8Xi’¢($)7z_ 1,...

€; = ,n

und die von R™
_ 0 .
€; = th(f(x)),Z = 1, ,m,

wobei hier wieder X?, Y7 die kartesischen Koordinaten von R™ bzw. R sind. Wir berechnen

fiir h € Co(W)

Zakjék(h) = (&) (h)
k=1

S )
Ui ~ ho foryp 1)k

Wy o) ML L )
"L ofk oh -

= k:1ax]~( ) oy (W (f(2)))
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Setzen wir nun h = Y ein, so erhalten wir

oft
Qi3 = aLL’j (IL’)
O
BEMERKUNG 5.13. (i) Mit Erleichterung stellen wir fest, dass die Definition des

Differentials auf Mannigfaltigkeiten fiir offene Mengen des R™ mit der frither gege-
benen iibereinstimmt.

(ii) Ist f = % eine Karte von M, so wird di)(x) in dieser Karte durch A = id dargestellt,
insbesondere ist dy(z) : T, M — R"™ stets ein Isomorphismus (nédmlich der, der
dw(m)(%m = ¢; erfiillt).

(iii) Ist f: M — N ein Diffeomorphismus, so gilt nach der Kettenregel

id = d(id)(y) = d(f o f~)(y) = df (f " (v)) o df (1),
also ist df ~!(y) ein Isomorphismus und es gilt
df ' (y) = (df (')~
fur alle y € N.
(iv) Sind f,g € C*°(M), so gilt eine Produktregel:
d(fg) = fdg + gdf.
Um dies zu sehen, betrachten wir fir D € T, M
d(f9)(D) = D(fg) = fD(g) + gD(f) = fdg(D) + gdf (D).

Wir werden spéter eine allgemeinere Produktregel beweisen.

BEISPIEL 5.14. Wir wollen das Differential der Abbildung
f:8%2 —RP? (2,22, 2%) = [21 1 221 28
in den gegebenen Karten ausrechnen. Offenbar ist f surjektiv und jede “Faser” f~!([z!: 22 :
23]) besteht aus genau einem Paar antipodischer Punkte. Das bedeutet auch, dass f| S2\{e1}

immer noch surjektiv ist. Um beispielsweise in die Karte Uy := {23 # 0} € RP? abzubilden,
miissen wir f auf U := S%\ {22 = 0} C U; = 5%\ {e1} betrachten. Beachte, dass U als Sphre
ohne einen Grofikreis aus zwei Zusammenhangskomponenten besteht. Wir berechnen fiir die
Karten 9 : Uy — R? wl U1 — R?

droflvoyr RPN {X' =0} —R?

als
. _ (X2 (X2 21 ‘ 2X2
¢lof‘UO¢11(X17X2) = 2 <[( ) ( 2) ( )2+(X2)2+1 ’ (X1)2+(X2)2+1]>
= ¥ ([( ) ( ) 1'2X1:2X2])
B -1 X?
B < 2X1 X1>

Damit entspricht ¢ := d(; o f|y 0 ;1) (X1, X?) der Jacobimatrix
1 (X?)?-1 x?
( 2 xhHrT Xt )
X2 1 )
Wz X7

1 1
2X1 (X1)3 7&0

Insbesondere ist
det o(X!, X?) =
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fir alle (X1, X?) € R?\ {X! = 0}, also ist p(X!, X?) ein Isomorphismus. Da nach der
Kettenregel

o= dipr (f(r (X, X)) o df (b7 (X1, X)) 0 dyp (X, X7)
und die Differentiale der Karten nach Bemerkung|5.13((ii) und (iii) Isomorpismen sind, ist auch
df (71 (X', X?)) ein Isomorphismus. Entsprechend laufen die Rechnungen in den anderen
Karten und zeigen, dass df (2) fiir alle z € S? ein Isomorphismus ist. Offenbar ist dies moglich,
auch wenn f selbst kein Diffeomorphismus ist. In gewissem Sinne kénnen wir aber sagen,
dass f ein lokaler Diffeomorphismus ist. Dies werden wir spéter genauer fassen und den
Zusammenhang erkléren. A

6. Untermannigfaltigkeiten

Eine Untermannigfaltigkeit IV soll eine Teilmenge einer Manngfaltigkeit M modelliert auf
dem Vektorraum V werden mit einer differenzierbaren Struktur, die mit der von M vertriglich
ist. Dies tut man am besten so: N soll lokal wie ein Untervektorraum von V' aussehen.

DEFINITION 6.1. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit modelliert auf dem normierten Vektor-
raum V und V C V ein abgeschlossener Untervektorraum. Eine C™-Mannigfaltigkeit N C M
modelliert auf V ist eine Untermannigfaltigkeit von M genau dann, wenn die Topologie von
N die Relativtopologie beziiglich M ist und es einen Atlas A von M gibt, so dass fir alle
Karten ¢ : U — W C V wvon M des Atlasses A und x € UNN gilt, dass ¥(z) € WNV
und die Einschrinkung

Yy :UNN —WNVCV

dem mazimalen Atlas von N angehort. (Damit ist die differenzierbare Struktur von N ein-
deutig durch die von M bestimmt.) Ist M endlich-dimensional, so heifst

codimN :=dim M — dim N
Kodimension von N in M.

BEMERKUNG 6.2. Eine Teilmenge N C M einer C'°°-Mannigfaltigkeit M modelliert auf
V', versehen mit der Relativtopologie und mit der Eigenschaft, dass es einen Atlas A von M
gibt, so dass fiir alle Karten ¢ : U — W C V von M des Atlasses A und

Yl :UNN — (UNN)

ein Homdomorphismus ist fiir einen festen Untervektorraum V C V, wird durch die Karten
1|y automatisch eine C°°-Mannigfaltigkeit. Dies meinen wir, wenn wir sagen, eine Teilmenge
einer Mannigfaltigkeit sei eine Untermannigfaltigkeit. o

BEISPIEL 6.3. (i) Sei M endlich-dimensional. N C M ist eine Untermannigfaltig-
keit der Kodimension 0 genau dann, wenn N C M offen ist.
(i) S? ist eine Untermannigfaltigkeit von R3. Um dies zu sehen, nehmen wir als Unter-
vektorraum V := {z! = 0} € V := R? und als Karten von R? die Abbildungen

I z
Yrjp : RE\{£Rje1} — R?, 2z - <1og 12|, 012 (!Z\>>
sowie )
3 B%(O) — B%(O),z — z,
wobei /2 die Karten von S? aus Beispiel sind. Die Umkehrabbildungen von
151/2 sind
- o
wl/lg(x) =€ w1/12($2,1‘3),



34 1. GEOMETRIE DIFFERENZIERBARER MANNIGFALTIGKEITEN

also sind sowohl v, /2 als auch 1;1_/12 unendlich oft differenzierbar, also liegen sie im

maximalen Atlas, der von id : R? — R3? erzeugt wird. Da auch
bia(z', 2%, 2%) = (¢!, pra(2, 23))
unendlich oft differenzierbar ist, bilden @Ei, i = 1,2, 3 einen Atlas von R3. Dariiberhinaus
sind R B
P1yalsz P\ {£er} — V
der in |4.3((iv) gegebene Atlas von S2%; damit ist S? eine Untermannigfaltigkeit von
R3.

(iii) Mit ganz &hnlicher Rechnung ist auch S} := {z € R"™| |z]|, = 1} eine C'-
Untermannigfaltigkeit von R*!, falls 1 < p < oo und eine C*°-Untermannigfaltigkeit,
wenn p zusitzlich eine gerade ganze Zahl ist. Die Grenzfille p = 1 (Oktaeder) und
p = oo (Wiirfel) sind keine differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten. Dies werden
wir spiter beweisen.

A

Wir erwarten, dass Einschrinkungen differenzierbarer Funktionen auf Untermannigfal-
tigkeiten wieder differenzierbar sind. Kann man aber auch jede differenzierbare Funktion auf
einer Untermannigfaltigkeit differenzierbar auf die umgebende Mannigfaltigkeit fortsetzen?
Nein, denn M := R2, N := R2\ {0}, f : N — R, f(2) := % liefert ein einfaches Gegenbei-

|z
spiel. Auf Ebene von Keimen stimmt die Aussage aber:

PROPOSITION 6.4. Ist M eine C'*°-Mannigfaltigkeit, N C M eine Untermannigfaltigkeit
und U C M offen, so ist fly € C*°(UNN) fiir alle f € C*°(U) und die Einschrinkeabbildung
p:Ciie — CXs

surjektiv fir alle x € N.
Beweis. Ist f € C°(U) fiir eine offene Menge U C M mit x € U und ¢ : U — W eine
Karte von M wie in der Definition beschrieben, so heifit dies, dass
foy ™ t:W —R
unendlich oft differenzierbar ist. Insbesondere ist auch
fIvo (@)™ WnNV —R

unendlich oft differenzierbar und daher f|y € C*°(U N N).
Da V C V abgeschlossen ist, existiert zu jedem z € V genau ein & € V, das den Abstand
zu x minimiert. Die Abbildung
TV — f/, T I
ist linear und stetig. Dies nutzen wir, um Fortsetzungen zu konstruieren: Sei f € C>*(UNN)
und ¢ : U — W eine Karte von M wie in der Definition. Die Funktion

fi=Ffo@n) om0y : U' —R
ist unendlich oft differenzierbar; hier ist U’ eine offene Menge in M, die x enthélt und so klein
gewihlt ist, dass die f definierende Komposition von Abbildungen definiert ist. Insbesondere
ist [f] € O3, o, dass p(([f]) = [f] € CF,. 0
Dies verwenden wir, um zu sehen, dass die Tangetialréume von Untermannigfaltigkeiten
Untervektorrdume des Tangentialraums der umgebenden Mannigfaltigkeit sind:

KOROLLAR 6.5. Ist M eine C*°-Mannigfaltigkeit und N C M eine Untermannigfaltigkeit,
so st T,N C T, M fir alle x € N, indem man fir alle D € T,N und f € C%;, setzt

D(f) == D(f|n)-
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BEWEIS. Nach Proposition ist f|n € Cy; und daher die Anwendung von D wohlde-
finiert. Dass D(f) = 0 fiir alle f € Cp1 . nur dann gelten kann, wenn D = 0 € TN, folgt aus
der Aussage von Proposition dass die Einschrénkeabbildung p : C77 . — CF, surjektiv
ist. U

Dies erlaubt uns immer noch nicht, Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren. Eine niitzliche
Obstruktion in Kodimension 1 ist aber die folgende:

DEFINITION 6.6. Sei M eine endlich-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit und N C M eine
Teilmenge. Sei

Singy(N) :={x € N| df(z) =0V f € Cy;, mit f|y =0}.

Dies sind die “schlimmsten” Singularititen in dem Sinne, dass die Tangentialrichtungen in
einem solchen Punkt den gesamten Tangentialraum erzeugen.

PROPOSITION 6.7. Ist M eine endlich-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit und N C M
eine Untermannigfaltigkeit mit codimN = 1, so gilt Singy(N) = 0.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung ist V/ = {X! = 0} und damit erfiillt 2! := ¢! = X1 o9 €
C31 ., die Eigenschaft z!|y = 0 in einer Umgebung von z. Da aber 1 eine Karte ist und damit
dy ein Isomorphismus, ist auch die erste Spalte der darstellenden Matrix nicht 0, das heift
dz! # 0 iiberall und damit Sing,(N) = 0. O

BEISPIEL 6.8. Nun konnen wir beweisen, dass der Wiirfel und das Oktaeder keine Unter-
mannigfaltigkeiten sind. Ist nimlich N C R? =: M beispielsweise der Wiirfel, so ist offenbar
N ohne seine Kanten und Ecken eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1. Wir miissen
also nur noch zeigen, das N keine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 ist. Sei  dazu
eine Ecke und f € Cﬁx so, dass f|ny =0, so ist f auf allen drei Kanten der Ecke konstant 0,
insbesondere ist

ga];(a:) —0,i=1,2,3,
das heifit
df (z) = 0.
Also ist 2 € Singy(N) und damit N keine Untermannigfaltigkeit. Ahnlich geht der Beweis
fiir das Oktaeder. A

Der folgende Satz dient dazu, endlich Untermannigfaltigkeiten einfacher konstruieren zu
konnen.

SATZ 6.9. Sei f: M — N eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten. Ist y € N mit tkdf (x) = dim N fiir alle x € f~1(y), so ist die Faser
Y (y) eine (dim M — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.

_ Beweis. (Skizze) Sei m := dim M,k := dim N. Ist (¢,U) eine Karte von M um z und
(1,U) eine Karte von N um f(z), so kénnen wir wegen rkdf(z) = dim N die 2° := 1’ so

umsortieren, dass wir
O(¢' o f)
d -~ -
et < 977 | #0
1<i,j<k

erhalten. Die Idee ist nun, anstatt der Karte ¢ die Abbildung

E:U—R" 20 (o f(2) =4 (), 0" o f(2) =" (y), " (), 0™ (2))
zu betrachten. Offenbar gilt

FHnU={zeU| &' () =---=€"z) = 0},
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also wiire f~!(y) eine Untermannigfaltigkeit, wenn ¢ eine zulidssige Karte von M ist. Dazu
muss man nachrechnen, dass & o ¢~! unendlich oft differenzierbar ist (leicht), dass & nach
Verkleinerung von U ein Homdomorphismus auf sein Bild ist (schwerer) und, dass £~! o 1)
unendlich oft differenzierbar ist (auch schwerer). Fiir die letzten beiden Eigenschaften nutzt
man den sogenannten “Banachschen Fixpunktsatz”(, den wir beim Satz von Picard-Lindelof
implizit mitbewiesen haben).

Hier wollen wir nur noch beweisen, dass £ nach Verkleinerung von U injektiv ist. Wir notieren
y := ¢(x). In den Koordinaten der Karte v ist

EopTHz) = €E(2) +d(E o)) (2 —y) +7(2)
mit lim,__,, 7l — (. Das Differential d(& op~1)(y) entspricht der Matrix

lz2—y| —
(‘%’Z’%f)) 0
927 J1<ij<k ,

* id

insbesondere ist

Ot o
det d(€ o 1) (y) = det (w) £0,
1<i,j<k

also ist d(& o 9~1)(y) invertierbar. Daraus folgern wir, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass

(& o ™) (y)(w)] = c|wl

fir alle 0 # w € R™. Um dies zu sehen, bemerken wir, dass es reicht |w| = 1 zu betrachten. Die
m — 1-dimensionale Sphére ist aber kompakt, also nimmt die stetige Funktion

(& o ™) (y) (w)]

auf S™~! := {|w| = 1} ihr Minimum ¢ an. Dies kann nicht 0 sein, da d(¢ o ¢~1)(y)(w) sonst nicht
invertierbar wére.
Da d(& o 9~1)(y) stetig in y ist, konnen wir U konvex und so klein wihlen, dass

_ c
|d(€ o™ ) (y) (w)] = 5w
fiir alle ¢’ € ¥(U). Damit folgt fur alle z, 2" € ¢(U)

1
cov i -cov = | [ georet -0

1
/0 Aoy ™Dtz + (1 —1)2)(z — z’)dt‘

Mittelv;ertsatz |d(§ o wil)(’l'z + (1 . T)Z’)(Z . Z/)|

> Sl =2
2

fiir ein 7 €€ [0, 1]. Insbesondere folgt aus £ o ~1(2) = £ 0 p™1(2') und 2,2’ € ¥(U) bereits z = 2/,
also ist £ o ¢_1|¢,(U) injektiv und damit auch |y .

Dies soll hier geniigen. O
BEISPIEL 6.10. (i) Die (verallgemeinerten) Sphéren .S fiir 1 < p < oo erfiillen die
Gleichung
n+1

> et =1.
=1

Anders ausgedriickt: S} = f° L(1) fiir

n+1
fo R R f(2) = Z |z*|P.
i=1
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Da p > 1 gewihlt wurde, ist f, mindestens einmal stetig differenzierbar. Allein die
Betrachtung der Dimensionen zeigt

k= max rkdf,(x) <1.

zeRn+1
Das Differential df entspricht der Spalte
df (x) = p- (sgn(a) ' P71, ... sgn(a™ )2 H P!

und hat daher nur dann rkdf (z) = 0, wenn x = 0. Also ist K = 1 und
rkdfy(z) =1=kVz €S = f,1(1).
Das zeigt erneut, dass S eine C'-Untermannigfaltigkeit von R™*! ist, wenn 1 <
p < oo; ist p € 2N, so ist S eine C'°-Untermannigfaltigkeit von R+,
(ii) M € O(n,R) erfiillt
M'M = id.
Daher betrachten wir
f:Gl(n,R) — Sym(n,R), f(M) := M'M — id.
Wir erhalten O(n,R) = f~1(0) und
df (M)(A) = M'A+ A'M
fiir alle A € M (n,R). Natiirlich ist auch df (M )(A) stets symmetrisch und daher

n(n+1)
k.= kdf (M) < ——=.
MGHCIJ?();R)Y f(M) < 2

Der Kern von df (M) berechnet sich als
ker df (M) = (M?)~L. Alt(n,R),
denn A € Alt(n,R), d.h. A = — A, gilt genau dann, wenn
df (M)(MY)™LA) = MY (MY TP A+ AAM M = A+ AP =0.

Insbesondere ist dimker df (M) = dim Alt(n,R) = "(n;l) und aus der Dimensions-
formel folgt
rkdf (M) =k

fiir alle M € Gl(n,R). Insbesondere ist die Bedingung des Satzes erfiillt und O(n, R)

eine Untermannigfaltigkeit von Gl(n,R). Da O(n,R) zwei Zusammenhangskompo-

nenten hat (die Elemente mit det M = 1 und die mit det M = —1), deren eine

SO(n,R), ist auch SO(n,R) eine Untermannigfaltigkeit von GI(n,R). Ahnlich geht

man vor, um zu zeigen, dass SU(n,C) eine Untermannigfaltigkeit von Gi(n,C) ist.
A

Der Satz hat einige bemerkenswerte Konsequenzen.

DEFINITION 6.11. Eine differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen C*°-Mannig-
faltigkeiten heifit lokaler Diffeomorphismus, wenn es zu jedem x € M eine offene Umgebung
U>xin M gibt, so dass fly : U — f(U) ein Diffeomorphismus ist.

KOROLLAR 6.12. Ist f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen C*°-Mannig-
faltigkeiten der gleichen endlichen Dimension k := dim M = dim N und rkdf(z) = k an
einem Punkt x € M, so existiert eine offene Umgebung U > x in M, so dass fly : U — f(U)
ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist f genau dann ein lokaler Diffeomorphismus, wenn
rkdf (z) = k fir alle x € M gilt.
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_ BEWEIS. Zunéchst wéhlen wir Karten ¢ : U — W C R* von M mit z € U und
Y : U — W C R¥ von N mit f(U) C U. Die Eigenschaft rkdf(z) = k ist (mit den iiblichen
Bezeichnungen) dquivalent zu

oft
det (8:51 (:C))z_jzlk 7o

Der linksseitige Ausdruck hingt aber stetig von x ab, also finden wir eine offene Menge U’
mit x € U’ C U, so dass

rkdf (') =k V a2’ € U'.

Die Einschrinkung f’ := f|yr : U' — N erfiillt die Bedingungen des Satzes Folglich ist
f~Y(f(2")) eine O-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M fiir alle 2’ € U’. Nach weiterer
Verkleinerung von U’ diirfen wir also annehmen, dass {2’} = f'~1(f(z')), das heifit, f|y :
U’ — f(U’) ist bijektiv. Nach eventueller weiterer Verkleinerung diirfen wir annehmen, dass

$(U') € Be(y(x)) c W C R,

Damit ist f|y offen, insbesondere ist f(U’) offen und f|y» ein Homdomorphismus. Nun rech-
net man nach, dass df (f~!(y))~! in der Tat das Differential von fflyf(U/) ist und daher f|y
ein Diffeomorphismus. U

In den Naturwissenschaften stellt sich oft das Problem, eine Funktion unter einer Neben-
bedingung zu minimieren. Dafiir bilden Untermannigfaltigkeiten den richtigen Rahmen.

SATZ 6.13. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, ¢ € C°(M), so dass dp(x) # 0 fiir alle
x €N :={z¢€ M| ¢(z) =0} und f € C®°(M). Wird in xy € N ein lokales Extremum von
fIn angenommen, so existiert ein A\g € R, so dass fiir die Funktion

F:MxR-—R,F(x,\) := f(z) — Ao(x)
gilt:
dF(.%'(), /\0) =0.

BEWwEIS. Nach Satz ist N eine Untermannigfaltigkeit von M. Sei i : N — M die
Inklusionsabbildung. Nach Satz ist 0 = d(f oi)(zo) = df (v0)|1,,N- Zudem ist ¢|n =0,
also gilt auch 0 = dqﬁ\TIO ~N. Zusammengenommen haben wir

dF (z0, A) |1, nxr = df (20) |1,y N — Add(z0) |1, N — H(20)dA =0—0—0=0.
Sei nun D € Ty, M \ Ty, N, so muss do(zo)(D) # 0 und daher existiert ein A9 € R, so dass

df (20)(D) = Aodo(w0) (D).
Weil aber T, N C T,,M Kodimension 1 hat, folgt damit bereits

df (zo) = Aodg(zo)
und daher
dF (xo, Ao) = 0.
O
Der Parameter A heifit Lagrange-Multiplikator. Intepretiert man f als Lagrange-Funktion,

so reprasentiert der Ausdruck Aodo(zg) die Kraft, die im Punkt xg wirken muss, um ihn auf
der Bahn N zu halten.
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BEISPIEL 6.14. Wir wollen f : R — R, (z,y, 2) — zyz auf der Sphiire S? maximieren.
Dazu sehen wir, dass
S% = {(z,y,2)|z* +9* + 22 -1 =0}
eine Darstellung wie in Satz ist, wir also
d(x,y,2) =+ 92 +2° -1
wéhlen konnen. Damit ergibt sich
F(x,y,2,\) = ayz — MNa® + 9> + 22 — 1).
Wir suchen Nullstellen von dF'. Also berechnen wir
dF(z,y,2,\) = (yz — 2)2)dz + (z2 — 2\y)dy + (vy — 2)\2)dz — (2 + y* + 22 — 1)d\ = 0.

Da dx, dy,dz,d) in jedem Punkt linear unabhéngig sind, miissen alle Koeffizienten verschwin-
den, also

O=yz -2z =x2z—2 \y=ay — 2 z=xz> + 9> + 22 — 1.
Multipliziert man die ersten drei Gleichungen mit der jeweils fehlenden Raumkoordinate des
ersten Summanden und summiert auf, so erhélt man

0 = 3zyz — 2X(x? + y* + 2%) = 3zyz — 2),
nach Einsetzen der vierten Gleichung. Ist A = 0, so sehen wir, dass f(x,y,z) = 0 und dies

ist sicherlich nicht maximal. Wir diirfen also A # 0 annehmen. Setzt man nun sukzessive die
Gleichungen ineinander ein, so bekommen wir

2
ngéozy(;—)\—Q)\)éf:él)\Z.
Da das Problem invariant unter Vertauschung der Koordinaten ist (sowohl f als auch ¢ sind
dies), folgt
22 = g2 = 22 = 4)?

und damit durch die vierte Gleichung

1
M=
12
Das Maximum wird also genau in allen Punkten (z,y,z) = (:I:%, :I:%, :I:%) mit 0 oder 2
negativen Vorzeichen angenommen und der Wert des Maximums ist f(z,y,z) = ﬁ A

7. Das Tangentialbiindel

Wir wollen die Tangentialrdume fiir alle x € M in einer neuen Mannigfaltigkeit zusam-

menfassen, dem sogenannten Tangentialbiindel:
TM = | J ({2} x T.M)
xeM
wird eine C°°-Mannigfaltigkeit, indem man zu Karten ¢ : U — R™ von M die Abbildungen
U U= ({2} x ToM) — R" x R" = R*", (2, D) — (¢(x), d)(x)(D))
zelU
als Karten nimmt. Das bedeutet, dass man eine Menge U C TM offen nennt, wenn
(U N | {z} x T.M)) C R*
zelU

offen ist fiir alle Karten 1) von M. Diese Topologie von T'M is automatisch hausdorffsch und
zweitabzdhlbar. Die Ubergangsabbildungen

Vij = i Olz)fl (U, N U;) — (U N T;y)
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sind gegeben durch

ij(u,v) = (V55(u), dibyj (u)(v)),

insbesondere ist 1@]- wieder unendlich oft differenzierbar und

A(thi)*
(29l (w))imr,n

= |detdej(u)|* >0,

~ A(thi;)k
det dipyj(u,v) = det<( ol (U)ki=1,..n Onxn )

wobei #,x, eine nicht ndher bestimmte n x n-Matrix bedeutet (in ihr kommen zweite Ab-
leitungen von 1);; vor). Also ist T'M eine orientierte C°°-Mannigfaltigkeit der Dimension 2n,
gegeben mit der Projektion m : TM — M.

DEFINITION 7.1. Ein Vektorfeld Y auf einer C°°-Mannigfaltigkeit M ist eine differen-

zierbare Abbildung Y : M — TM, so dass w oY = idys; das heifit Y(z) € T, M fiir alle
x € M. Die Menge aller Vektorfelder auf M wird mit X(M) bezeichnet.

BEISPIEL 7.2. (i) T'S? ist iiber S? diffeomorph zu

M = {(u,v) € R* xR*| u € S%,v L u},

jeweils mit den natiirlichen Projektionen 7 : T'S? — S%,# : M — S?, wobei L
beziiglich des Standardskalarproduktes in R™ gemeint ist. M ist die Gesamtheit der
Tangentialflichen an der Sphére, wie man sie sich anschaulich vorstellt.

Die differenzierbare Struktur von M soll die einer Untermannigfaltigkeit von
RS sein. Dazu rechnen wir nach, dass die Abbildung

fiR3 xR — R% (u,v) — (Ju*,u-v)

auf M = f~1(1,0) maximalen Rang hat. Wir berechnen
= (3

voou
Offenbar hat df (u,v) genau dann rkdf(u,v) = 2, wenn u # 0 € R3. Dies ist auf M
der Fall, also ist M eine Untermannigfaltigkeit von RS.

Andererseits wissen wir bereits, dass S? eine Untermannigfaltigkeit von R? ist
und daher 7,5? C T,R® = R3 fiir alle u € S2. Ist f(z) := |z|? € R340 SO 1st
flgz = 1 und daher ’

) € M(2 x 6;R).

D(f)=0VY D e T,S>
Ist D = Z?Zl vi%m, so bedeutet diese Gleichung

3
0:D(f):22viui:2v-u,
i=1

also v L u. Dies gibt uns eine injektive Abbildung
¢:TS* — M, (u,D) s (u,v).
Da fiir festes u die Abbildung
d(u,.) : T,8% — {v e R3| v L u}
linear ist und
2 = dimT;,8% = dim{v € R*| v L u},
folgt, dass ¢ auch schon bijektiv ist. Nun ist es etwas technisch, aber letztenendes

doch ein Leichtes zu zeigen, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist.
TS? ist iiber S? nicht diffeomorph zu S? x R?. Dies folgt aus
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SATz 7.3. (IGELSATZ) Jedes Vektorfeld auf S? besitzt eine Nullstelle.

Beweisen werden wir ihn erst spiter.

(ii) TS ist natiirlich auch diffeomorph zur Gesamtheit der anschaulichen Tangenten
wie im ersten Beispiel. Diesmal ist es aber auch iiber S! diffeomorph zu S* x R.
Dazu rechnet man zunéchst nach, dass

p:R — S ¢ (cosp,sin )

ein lokaler Diffeomorphismus ist. Die lokalen Inversen

V(po) = (p|(<Po—7T7<P0+7T))_1

bilden einen Atlas von S'. In der Tat bilden schon
1 1= Y0y, Y2 1= Y
einen Atlas und fiir die Ubergangsabbildung gilt
1 : (0,m) U (mr,2m) — (—m,0) U (0,7),p — { . f2ﬂ- ,’fiilslssfee(fr?é?).
Die Kettenregel besagt, dass
o o0 0
o O By

ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf S ist. Jedes D € T,S' ist also von
der Form a+- a . Der angekiindigte Diffeomorphismus ist gegeben durch

¢:TS' — S' xR, (z,a — (z,a).

0
32
¥

A
Die Vektorfelder besitzen die Struktur eine Lie-Algebra:

PROPOSITION 7.4. Sind M eine C*°-Mannigfaltigkeit und X,Y € X(M), so ist durch
X(f) € C>(U) fiir alle f € C*°(U) das Vektorfeld X als Abbildung X : C37, — C37 . fir
jedes x € M interpretierbar. Auf diese Weise wird durch
wieder ein Vektorfeld [X,Y] € X(M) gegeben.

BEwEIs. Die R-Linearitét ist klar, bleibt also die Produktregel zu verifizieren. Dazu rech-
nen wir (und lassen der Ubersicht halber den Punkt x weg)

(X, Y](f9) = X(Y(f9)) -Y(X(f9))

= ( Y(g) +9Y(f) =Y (fX(9) +9X(f))
= JX¥(9) + X(NY(9) +9X ¥ (f) + X(9Y(f) - fY(X(9)) = Y(/)X(9)
—gY( (f)) =Y (9)X(f)

X(Y(9)) = fY(X(9) + gX(Y(f)) — g¥V(X(F))
[ Y](g) + glX, YI(f)-
O

PROPOSITION 7.5. Seien M eine C*°-Mannigfaltigkeit und X,Y € X(M). Ist ¢ : U —
W C R" eine Karte, 2* := 4" und

X:i_le 024’ Y:;Y 07t
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auf U, so gilt auf U

" QY OXY\ O
_ J VI
(X,Y] = § : (X 5 Y M.) pE

ij=1
BeEwEIS. Die i-te Komponente von [X,Y] in den Koordinaten von v ist

i ~ ;0 i ~.; 0 i
(X Y] =) X = (V) =y Yo (X),
; 027 ; 079
7j=1 7j=1
was genau die Behauptung war. O

BEISPIEL 7.6. Sei M = R? und X := 22,V = yf&, so gilt X' = 0,X* = 2,V =
y,Y? =0 und

oyt oy ox1 oX1\ 0
X,Y] = ([X'=/—+Xx? -y! -Y? —
X, Y] < or Dy Oz 3y>8:c+
oYy? Y2 0X? 0X2\ 9
X1 X2 - Y -V =) =
+< gz " oy O dy ) dy
_ .9 9
=~ Yoz yé?y

A

Insbesondere zeigt Proposition dass es, wie im R™, auch bei Mannigfaltigkeiten nicht
auf die Reihenfolge partieller Ableitungen ankommt, die durch Karten gegeben sind:

PROPOSITION 7.7. Ist M eine C°°-Mannigfaltigkeit und v : U — W C R" eine Karte,
so gilt auf U
o 0

—,—]=0
[8:1:”8353]
fir allei,j=1,...,n.

Man kann sogar zeigen, dass es zu Vektorfeldern X ), ..., X(,,) € X(M), die [X (), X(;)] =
0 erfiillen und in jedem x € U linear unabhéngig in 1, M sind, Koordinaten ¢ : U — W C R"
gibt, so dass X(;) = % gilt.

Einen grofien Nachteil haben Vektorfelder allerdings: Eine differenzierbare Abbildung f :
M — N zwischen C*°-Mannigfaltigkeiten induziert im Allgemeinen weder ein Vektorfeld auf
N, wenn auf M eines gegeben ist noch umgekehrt. Ausnahmen sind freilich Diffeomorphismen.
Unter anderem dieser Mangel wird durch “Differentialformen” behoben.

8. Differentialformen
Ist f € C°°(M), so ist das Differential

(vgl. Bemerkung eine lineare Abbildung, die differenzierbar von z abhéngt, in dem Sinne,
dass
df :TM — R, (z,D) — df (z)(D)
eine differenzierbare Abbildung ist. Sie gibt an, wie schnell sich f in Richtung D von z aus
dndert.
Die Konstruktion des Tangentialbiindels kann verallgemeinert werden, um

ATM = | {z} x A™(T: M)
xeM
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eine Struktur als C°°-Mannigfaltigkeit tiber M zu geben: Zu Karten ¢ : U — R” von M
nimmt man die Abbildungen
G20 = | (o} x NTM) — R x R, (2,8) = ((2), N dy(x)(A))

zelU
fiir A € AT, M als Karten. Die Dimension ist also dim A"TM =n + (:f)

DEFINITION 8.1. Eine Differentialform r-ter Stufe, oder kurz r-Form, auf einer C°°-
Mannigfaltigkeit M ist eine differenzierbare Abbildung

w:ANTM — R,

so dass w|pyrpar : AN"T, M — R linear ist. Der Vektorraum aller r-Formen wird mit A" (M)
bezeichnet.

r-Formen ordnen also r-dimensionalen infinitesimalen Quadern in M eine Zahl zu. Insbe-
sondere ordnet eine n = dim M-form einem infinitesimalen Volumenelement eine reelle Zahl
zu, ein orientiertes Volumen sozusagen. Entsprechend kann eine nirgends verschwindende n-
Form interpretiert werden als orientiertes Maf3 fiir infinitesimale Volumina. Dies wird sich fiir
die Integrationstheorie als niitzlich erweisen.

Die 0-Formen sind durch die Identifikation

(w:ATM =M xR —R) — w(.,1) € C®(M)

die unendlich oft differenzierbaren Funktionen, A°(M) = C°°(M). Wir haben also eine Dif-
ferentialabbildung

d: A°(M) — AYM), f — df.
Der wichtigste Punkt in diesem Abschnitt ist, dass wir in der Tat ein Differential
d: A"(M) — A"T(M)

fiir alle 7 € Ny mit sehr niitzlichen Eigenschaften konstruieren kénnen.
Zunéchst miissen wir aber uns aber die Struktur der Differentialformen genauer ansehen.

LEMMA 8.2. Istw € A"(M),n € A*(M), so definiert

WANDL A ADpyg)i= Y sgn(0)w(Dyay A+ A D)) N(Dogrr1y A+ A Dorps)

€St a
ein Element w An € A"T5(M). Es gilt
wAn=(-1)"nAw.
BewEis. Ubung. O

Ist 1 : U — W C R” eine Karte von M, und bezeichnen wir wieder ¢ := ¢* = X% o 1),

so erhalten wir Vektorfelder 8%] auf U und 1-Formen dz’ € A'(U). Diese erfiillen
0

TN = S
dx*( G:Uj) = 0yj
und sind durch diese Eigenschaft eindeutig gegeben.

Allgemeiner haben wir r-Formen

dz' A - ANda't e AT(U)

fiir alle Tupel i1, ...,4, = 1,...,n. Wie im zweiten Semester folgt, dass wir nur die aufsteigend
angeordneten Tupel bendtigen, also 1 <47 < - -+ < 1, < n. Nehmen wir dies an und betrachten
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ein weiteres solches Tupel 1 < 57 < --- < jr < n, so wird die angegebene r-Form eindeutig
charakterisiert durch

i i (9 9\ _
dx"t N+ ANdx (ale/\"'/\axjr)_52'13'1"'5%%'

Diese r-Formen geniigen, um eine beliebige r-Form auf U darzustellen.

PROPOSITION 8.3. Sei M eine n-dimensionale C™°-Mannigfaltigkeit und ¢ : U — W C
R"™ eine Karte. Bezeichnen wir wieder z* = ¢* = X' o firi = 1,...n, so hat jedes
w e A"(U) eine eindeutige Darstellung

we)= > fug@da™ (@) A Adat ()
1< << <n
mat fil...iT € COO(U)

BEWEIS. Die durch die Funktionen
) 0 0
fi1...ir =W it ARRRNA Dxir

Gi= > fia(@)da (@) A A da' (@)
1<i1 < <ir<n
erfiillt nach obigen Rechenregeln

~8AA8_.._ 3A/\8
@ ARy s = fij =w S TRARRREAY wen

fir alle 1 < j; < -+ < jr < n. Da nach den Sétzen des zweiten Semesters

definierte r-Form

{a.|xA---/\a.|m 1<igp <o <1 <n}
Oz Qxir ™7 T T "=
eine Basis von A"T, M bilden, folgt also

w(z) = w(z)

fiir alle x € U und damit die Behauptung. Dass die Funktionen f;, ;. unendlich oft dif-
ferenzierbar sind, folgt unmittelbar aus der konstruierten differenzierbaren Struktur von
A"TM. O

BrISPIEL 8.4. Auf M := R3 wird durch
w(x,y, z) :=axdy Ndz + ydz A dx + zdx A dy
eine 2-Form w € A?(R3) induziert. Eine 1-Form 7 € A!(R?) wird zum Beispiel gegeben durch
n = d(z® +y* + 2%).
Wir werden dieses Beispiel spéter fortzetzen. A
Das Verhalten bei Kartenwechsel beschreibt der folgende Satz.

~ PROPOSITION 8.5. Seien ¢ : U — W,z/NJ : U — W zwei Karten von M und x' :=
Pyt =" und f € C(U).

(i) Es gilt
df = _dx";
f ; axz x )
insbesondere . A
do’ = ng dy’
=1 %Y
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auf UNT. 3 ‘ ‘
(ii) Istw e AHUNU) und w = >, fidx® =S | g:idy’, so gilt

" Oxd
9= fim
=
(iil) Ist w € AU NU) und w = fdz' A--- Adx"™ = gdy' A--- Ndy™, so gilt

ox’
= f-det - .
g=f-de <5y9>i’j

BEWEIS. (i) Nach Definition gilt

o\ of
af <6x1> - Ozt

und daher die Behauptung. Die Aussage iiber die Kartenwechsel folgt auch noch
einmal aus der Kettenregel:

(ONER ., [~=0zF 8 o’
d v - a— - d t " = = —
’ <0y3> ’ <Z Oy’ 8?6’“) Oy!

k=1

und damit folgt die Behauptung.
(ii) folgt sofort aus (7).

(iii)

1 n
fdz* Ao Ad™ = “271"(5;“ ..... g;n WA A dytn
1 n
= U;ﬂ sgn(o)f 8226(1) ----- O(Zf(n) dyt A A dy
= f-det (d;g) dyt A - A dy".
dy’ i
Il
BEISPIEL 8.6. Wir setzen Beispiel fort. Fiir n gilt nach Proposition [8.5
n=d(x®+y? + 2%) = 2(zdzx + ydy + zdz).
Damit berechnen wir die 3-Form
nAw = 2(xzdx+ ydy + zdz) A (zdy A z + ydz A dx + zdx A dy)
= 2(x?dx Ady A dz + y2dy A dz A dx + 22dz A dx A dy)
= 22 +y® + 2%)dz Ady A dz.
A

Kommen wir zum Verhalten unter differenzierbaren Abbildungen.

DEFINITION 8.7. Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen C*°-Mannig-
faltigkeiten und w € A"(N). Die Vorschrift
FroXmy A AXpy) == wl(df (X)) A Adf (X)) = w(Adf (X A A X))

definiert eine Form f*w € A"(M). Sie heifit der Riickzug oder Pullback von w unter f.
Genauer st
[T AN) — AT(M)

eine lineare Abbildung.
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Ist ¢ : U — W C R¥ eine Karte von N, dort

w= Z filmirdxil A AdztT

1<ip < <ir<n

und U := f~Y(U), so gilt auf U

fo= 3 Uaeso P o YA Ada" o ).

1< < <ip<n

Beim Beweis der lokalen Darstellung wird die Kettenregel in der Form dx’odf = d(z"o f)
verwendet.

BEISPIEL 8.8. Wir wollen die Formen w und 7 aus Beispiel 8.4 auf die Sphére zuriickziehen,
also betrachten wir die Inklusionsabbildung

i:58% — Rz .

Wir rechnen fiir beliebiges D = (X,Y,Z) € T,8? C R3, also D L u, im Punkt u =
(z,y,2) € 5?

i*n(D) =2(zX +yY +2Z)=2u-D =0,
also i*n = 0.

Nun wollen wir zeigen, dass i*w eine nirgends verschwindende 2-Form auf S? ist. Im
Punkt u = (z,y, 2) € S? sind die Vektoren

0 0 9 o . 0 9
—xz— € T,S°, Dy:=(0,z, y)—zay yaZETuS.

Dl = (ya —I70) = yaix ay

Dementsprechend ist

DiANDy=y acg/\g—ky—/\——kz—/\2 e AT, S?,
oy 0z

also ist zunéchst fiir y # 0, dann aber aus Approximationsgriinden auch fiir y =0

o 0 0 0 0 0
Ai=x— N — . — — A — € AT, 52
xay/\82+y82/\8x+z8x/\8y€ ud

Wir berechnen
Fw(A) =w(A) =2+ + 22 =1#£0,

also ist i*w # 0 auf ganz S2.
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In der Karte 91 : S%\ {e1} — R? aus Beispiel 4.3 hat i*w die Darstellung

2 1 2 1 2 2
T 2] =1 2z 2z 2z 2z |z =1
- Ad d A
(1) "w EEES S R P S S PP L e R P
222 221 221
d Ad

]2]24-1 |z]2 + 1 |22 +1

(121 2 4(z4)? 2 4(2%)?
- <\zl2+1 ((IzPH - (|z|2+1)2> <|z|2+1 - (Izl2+1)2) z|2+1 2

N 221 ( 42122 422 ( 2 4(2%)? ) 42!
2P +1\ (2P +1)2 (2P+1)* \|zP+1 (z2+1)*/) (|

X 22;2 <_ 4z 4,21 _< 2 B 4(21)2 ) 42
I\ P02 PR+ 12 \FE+1 (22+12) R+ 12
dz' A d2?
|22 —1 41— |z|Y) 16 ) , o
- <|Z|2+1 NEEES (|Z‘2+1)5\2| (1+ 2% ) dz* A dz
4
= ——— dz' Nd2? € A%(R?
(14 |2)%)? (R)

Aus der Vorschrift fiir 1, ! sehen wir, dass sich beim Riickzug von w unter Yy ! nur das
Vorzeichen &ndert:

4
— 1\ % 1 2 2 2
=—————dz ANdz" € R?).
(g ) " w (1+|z]2)2Z z* € A*(R?)
Aus beiden Formeln ersehen wir erneut, dass i*w nirgends verschwindet. A
Konstruieren wir nun das sogenannte duflere Differential. Dazu nehmen wir Vektorfelder
X1y, X(r41) € X(U) auf einer Karte ¢ : U — W von M und eine r-Form w € A"(U).
Zunichst bietet sich an
Xy (wX@y A AXay A AX(pp)))

zu betrachten. Damit gibt es zwei Probleme: Erstens, dieser Ausdruck hingt zwar von
X(1)-++»X(r41) ab, aber nicht nur von X(;) A -+ A X(;41); dieses Manko kann behoben
werden, indem man antisymmetrisiert: man betrachtet

r+1
Z(—1)2+1X(i)(w(X(1) VANRIERIVAY X(z) VANV X(r—l—l)))-
=1

Gravierender ist das zweite Problem: Der Ausdruck, auch der antisymmetrisierte, hdangt im
Punkt # € U von X(;y in einer Umgebung von z ab, nicht nur von X;)(z). Dies miisste aber
fiir eine Differentialform nach Definition der Fall sein. Berechnen wir die stérenden Ausdriicke
in lokalen Koordinaten: Sei

w = Z fil,,.ird:vil Ao Adat

1<i1<--<ipr<n

und

Wir bezeichnen

Sii={o:{1,....,r} —{1,...,%,...,r +1}| o bijektiv}

)
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und rechnen
X(i)(w(X(l) A A X(i) VANERIVA X(r+1))) =

n 9 .
> Xlyaui . D sen(@)fi i Xiay X

7=1 1<i1 < <ip<n gesl

fl i 7 T
= Z Yo D ()= XY Xy Xy +

=1 1<i1 < <ZT<HUES'L

i1

09X
I (61) | i i N
+ Z 2 2 sen(@) i (X —5 )Xy X+
=1 1<i1< <Zr<no'eS'L
dX'ir

b i ;X
+ Xoay Koy &=

Es sind die letzten zwei Zeilen, in denen Ableitungen von den Komponenten X(;) vorkommen
und die daher in festem x nicht nur von den Werten X ;) (x) abhéngen.

Halten wir einen Augenblick lang das Tupel (i1, ...,4,) fest und summieren noch alter-
nierend {iiber ¢, so interessieren uns die Terme

5 Xy

>3 D0 sl

=1 geSi j=1

o(1)

Zu jedem o € S! gibt es genau ein 7 € Sy, so dass

(1) =4, 7(k) =0o(k) V k> 2.

o(1)

Dies ist eine bijektive Anbildung zwischen S und S;"" und es gilt

sgn(r) = (—1)7W " sgn(o).
(Dies verbleibt als Ubung.) Damit ist

(—1)"™'sgu(0) = —(=1)7*sgn(r)

und
r+1 . 8Xl1 1 r41 ' 8Xi1
z+1 z+1 (e(1))
5T Sen e 1, - (55 S e, 0
1=1 geSi j=1 1=1 geSi j=1
+ (_1)0'(1)+IS H(T)Xj alel)
& (0(1) 9

r+l n X! X!
_ 1 )it i Yo j (i)
= 22 zg: Z} sgn(o (X(i) g X)) B
? oesy
r+1

1 7 7
- QZZ 1) sgn(0)[X (i), X (o))"

=1 geSi
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Dies (und die analogen Ergebisse fiir ig, ..., 4, bzw. 0(2),...,0(r)) in die Rechnung ein-
gesetzt ergibt

r+1
Y (=D XWXy A A X A A X)) =
i=1
r+1 n f
— H—l 110 yrg i ir
= DD D D (T sen(o) =g X XU Xy +

i=1 j=11<i1<--<ir<n ocSi

+ *Z Y > (=1*sgn(o) (fz'«--ir[X(i),X(())]“Xfi(z)) X(oy *

=1 1<i1<--<ip<n geSk
+ X2y Xy X X)) )

Die letzten zwei Zeilen sehen schon so aus, als kdmen sie von einem globalen Objekt. Wir
rechnen dazu probeweise fiir das antisymmetrisierte (und daher nur von X1y A -+ A X 4)
abhéingige) Objekt

r+1
DD w (X, Xl A AX@ A A Xy -+ Xy A A Xy A+ A Xy, X)) =
=1

r+1

= > > D (=DTsen(nfi. zr([ (i X" O X5 X

i=1 1<i1 <<, <n 7ES,

+ X X X, X(r+1>]’*“>> ;

wobei hier in jedem Produkt kein Faktor X 8) vorkommt (daher die Indexverschiebung im
letzten Faktor). Daher ist es besser, wir betrachten

T :={o:{1,...,5,r +1} — {1,...,7}| o bijektiv}

und schreiben

r+1
S =D w( (X Xl A AX@ A A Xy o Xy A A Xy A A Xy X)) =
i—1

r+1

= Z Z Z H_lsgn fu Ay ([ (3)» (1)] T(l)X(T)(2) "X(;$51)+ -+

=1 1<i1<-<ir<n 7T}
br(1) br(r) i (r
+ X(l) "'X(r) [X(i)vX(rJrl)]l ( +1)) )
Jeder Summand kann auch durch Umstellen der Faktoren anders geschrieben werden:

ir) Y@ )y r i
X Xl X" Xy = Xgay Ko Xe1eapl ™ X,

= Xy X XeEapl™® - X0,

fir o := 77! € Si. Also kommt jeder Summand von

r+1

D D)Xy, X A AX @ A A Xy +- -+ Xy A A X A N X gy, X))
i=1
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in dem Ausdruck von

r+1
D (D)X Xy A A Xy A A X))
=1

genau ein halbes Mal vor und es gilt:

DEFINITION 8.9. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und w € A" (M).

r+1

do(Xay A+ A X)) = Y (=)' (X(i)(w(X(l)/\"'/\X(i)/\"‘/\X(r+1)))_
=1
1 —

_iw([X(z%X(l)] AN /\X(z) AN /\X(TJrl) + ...

FX@y A AXe A A Xy, X(r+1)])>

hingt im Punkt x nur von Xqy(z) A+ A X(41)(x) linear ab, definiert also ein Element in
A™TY(M). In lokalen Koordinaten ) : U — W C R™, z* := )% gilt fiir

W‘U = Z fil,,,irdxil FANGIRIVAN dl‘iT
1<i1<-<ir<n
die Darstellung
dwly = oo dfiya Adat A Ada

1<i1 < <ipr<n

= z": Z afz;]z’ dad Adzt A - A dat

; . . 3}
71=11<41 << <n

BEWEIS. Aus unserer vorigen Rechnung folgt fiir die Vektorfelder X(;) := 821' die Dar-
stellung
0 0
dw(agﬂl /\ o /\ axjr+l ) -

r+1 n

; Ofiy..i
- Z Z Z Z (—1)Z+1sgn(0) J;;.J - 5jji5i1ja(1) T 5iTjd(r)

i=1 j=11<i1<-<ip<ngeSi

I 8:1;]1 a:[;jr+l
j=11<iy <--<ip<n
wie man erneut nach eingéngiger Priifung der Vorzeichen der Permutationen sieht. O

SATZ 8.10. Die nach[8.9 zu jeder C™-Mannigfaltigkeit M und r € N konstruierte Abbil-
dung
d: A"(M) — A™TY(M)

ist eindeutig charakterisiert durch folgende Eigenschaften:

(i) da:(a%) =1 auf R.

(ii) do f* = f* od fiir jede differenzierbare Abbildung f : N — M,

(iii) dod =0,

(iv) dlwAn) =dwAn+ (—=1)"w Adn fir alle w € A"(M),n € A5(M).

BeEWEIS. Zur Eindeutigkeit: Ist f : M — R differenzierbar, so folgt aus (ii) und (i), dass
auf Ebene von 0-Formen d genau das Differential einer differenzierbaren Abbildung ist, wie
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oben definiert. Fiir 1-Formen benutzt man (ii), um sich auf eine Karte zu beschrénken; dort
ist
n

w= Z f;dz’
i=1

und aus (iv) und (iii) folgt
dw =" df; Adat,
i=1

was allein durch d auf 0-Formen bestimmt ist. Also ist d auch auf 1-Formen eindeutig be-
stimmt. Mit Hilfe von (iv), (iii) und (ii) (wieder fiir die Einschriankeabbildung) hangelt man
sich von 7- zu (r + 1)-Formen. Damit wire dann die Eindeutigkeit gezeigt.

Nun miissen wir noch nachweisen, dass unser zuvor konstruiertes d genau diese Figen-
schaften besitzt. (i) ist klar. Fiir (ii) und (iii) betrachten wir lokale Koordinaten ¢ : U — W
und U := f~1(U). Ist

w\U = Z fil,__fi,,d:cil JANEREE Ad:L’iT,
1<i1<+<ir<n

so folgt

_ . 8fi1...z‘r j i1 -
ddw = d Z 'Z‘ =S N A N da
7=11<i1 < <ir<n
- P firiv & ; i i

Gk=11<i1 < <ir<n
= (),

_82fi.1mir
Oz3 Oxk

da ZIete ok o =
Termen aufheben.

Die Produktformel (iv) ergibt sich sogar aus der globalen Darstellung von dw in Definition
[B.9] durch scharfes Hinsehen. Ansonsten kann man sie natiirlich auch durch eine Rechnung
in lokalen Koordinaten verifizieren. Hier wihlen wir eine elegantere dritte Moglichkeit: Fiir
r = 0 folgt sie sofort aus der lokalen Darstellung der d-Operation und Bemerkung [5.13(iv).

Dies werden wir wiederholt verwenden. Es bezeichne

O AT(M) x A*(M) — A g(a, B) = d(a A B)

dz? A dz* und sich daher die (j, k)-Terme mit den (k, 5)-

und
U A"(M) x A5(M) — AL (o, ) = da A B+ (—1)"a Adp.
Beide Abbildungen sind R-bilinear. Zudem gilt
O(fa,gB) = d(fganB) = fgd(a A B) +d(fg) Na A = fgP(a, B) +d(fg) Na A

und mit &hnlicher Rechnung

U(fo,gB8) = fg¥(e, B) + gdf NaAB+ fdghanpB= fg¥(a,B)+d(fg) Nanp
fiir alle f,g € C*°(M). Um ® = ¥ zu zeigen, reicht es, & und [ lokal zu betrachten und
wegen der libereinstimmenden Rechenregeln und der lokalen Darstellung ‘mﬁssen wir nur
noch ®(dz"* A--- Adx', dx?t N--- Ndx?s) = U(dz"™ A--- Adx', dx?t A-- - Adx?*) nachrechnen.
Es gilt aber

O(dx™ Ao Ada'm da?t Ao Adade) =0 = U(da A Ada' da?t A - A dad?).

Also ist die Produktregel bewiesen.
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Schliefllich rechnen wir nach

if'w = d| Y (fai o fdE o f) A Ad( o f)

1< < <ir<n

(i), (i) ST dlfui 0 H)Ad(@ o fY A A o f)

1<i1 < <ip<n

= frdw

9. Teilung der Eins

Eine der grundlegendsten Eigenschaften reeller Mannigfaltigkeiten ist die Existenz einer
Teilung der Eins. Das bedeutet, dass die 1-Funktion in eine Summe positiver C'*°-Funktionen
zerlegt werden kann, die jeweils beliebig kleinen Trager haben. Im holomoprhen Kontext
existiert dies nicht. Wir erinnern zunéchst an die Definition des Trégers.

DEFINITION 9.1. Ist M eine C*°-Mannigfaltigkeit und f € C>°(M), so heifst
supp(f) := {z € M| f(z) # 0}

der Trager von f (fir engl. ‘support’). Ist der Triger voon f kompakt in M, so schreiben wir

fe g (M).

Damit die Summe von Funktionen Sinn macht ohne einen Grenzwertbegriff bemiihen zu
miissen, sollten es in jedem Punkt nur endlich viele sein. Fiir beliebige Uberdeckungen von
M ist das aber nicht zwingend der Fall, daher definieren wir

DEFINITION 9.2. (i) Sei U := (Uy)ier eine Uberdeckung der C*°-Mannigfaltigkeit
M durch offene Mengen U;, d.h. M = |J;c; U;. Eine weitere Uberdeckung U :=

(Uj)jc heifst Verfeinerung von U, wenn zu jedem j € J ein i € I existiert, so dass
Uj cU;.
(ii) Eine Uberdeckung U = (U;)ier heifst lokal-endlich, wenn zu jede x € M eine offene
Umgebung U > x existiert, so dass die Menge
{iellUNU; #0}
endlich ist.

PROPOSITION 9.3. Sei M eine C™®-Mannigfaltigkeit. Jede Uberdeckung besitzt eine lokal-
endliche Verfeinerung.

BEWEIS. o. Bew. O

Kommen wir nun zur eigentlichen Aussage dieses Abschnitts.

SATZ 9.4. Sei M eine C™-Mannigfaltigkeit und U = (U;)ie; eine Uberdeckung. Es exi-
stiert eine lokal-endliche Verfeinerung U = (ffj)jej und Funktionen ¢; € C°(M),j € J
mat

(i) supp(yp;) C U; ist kompakt,
(ii) ¢ > 0 und
(iif) >y pi(x) =1 fir alle z € M.
Beachte, dass die letzte Summe wegen der Lokal-Endlichkeit der Uberdeckung fiir jedes x € M
nur aus endlich vielen Summanden besteht. Fine solche Kollektion von Funktionen nennen
wir eine Teilung der Eins beziglich der Uberdeckung U. Ist M eine kompleze Kurve, so
existiert keine holomorphe Teilung der Fins.
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BEWEIS. Zum Beweis der Existenz fiir C'°°-Mannigfaltigkeiten sagen wir nur die Grun-
didee: Man reskaliert die C*°(R)-Funktion

1
_f exp(—132) ,fallsft[ <1
Plt) = { 0 , falls [t| > 1

in Karten, die beziiglich der gegebenen Uberdeckung klein genug gewihlt werden, und wobei
t der Abstand (in der Karte) zu einem fixen Punkt ist.

Ist M eine komplexe Kurve und ¢; holomoroph, so folgt, dass ¢; = 0 auf einer nicht-leeren
offenen Menge und daher ¢; = 0 iiberall. Dies widerspricht der Annahme ) et Pi (x)=1. O

Eine Teilung der Eins hétten wir schon benutzen kénnen, um die Eindeutigkeit des Dif-
ferentials d schon mit weniger Axiomen zeigen zu kénnen. Dann wire die Aussage aber im
holomorphen Kontext falsch gewesen.

10. Orientierbarkeit

Nicht-Orientierbarkeit ist ein rein reelles Phéinomen. Jede komplexe Kurve ist automatisch
orientierbar. Auch dies werden wir in diesem diese Abschnitt sehen.

DEFINITION 10.1. Sei M eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit. Ein Q € A"(M), so
dass

Qz)#A0VzreM
heifit Volumenform auf M.

BEISPIEL 10.2. (i) Die Standardvolumenform auf R™ ist dz! A --- A dz".
(ii) Wir haben bereits gezeigt, dass fiir die Inklusionsabbildung i : S — R3 die Form

Q=" (xdy Ndz + ydz N\ dx + zdzx A dy)

eine Volumenform ist. Wir nennen sie die Standardvolumenform auf S2.
A

SATz 10.3. Eine C°°-Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn es eine Volu-
menform auf M gibt.

BEWEIS. Sei Q2 € A"(M) eine Volumenform und ¥; : Uy — W; C R” ein Atlas. Nehmen

wir i € I fest und notieren 27 := 1. Dann ist auf U;
Q= fide' A Ada™
mit f; € C°(U;), fi(x) # 0 fiir alle x € U;. Also ist f; > 0 oder f; < 0 auf U;. Im ersten Fall
iibernehmen wir v; := 1;, im zweiten Fall ersetzen wir ¢; durch die Karte
pi(x) == (=i (@), 97 (x), ..., P} ().
Auf diese Weise erhalten wir einen Atlas v; : U; — W, fiir den f; > 0 gilt. Seien nun ¢,j € 1
fest und z¥ 1= ¥ yF = w;?. Nach Proposition gilt
dxk
fi(x) = fi(z) - det 371(1’) = fi - det dyi(¥;(x))
kil
auf U; N Uj. Also ist
det dww(w) >0

fir alle w € 9;(U; N U;) und damit ist M orientierbar.
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Sei nun M orientierbar und 1; : Uz — WZ ein orientierter Atlas. Wir wéihlen eine lokal-
endliche Verfeinerung Yj + Uy — W; mit einer Teilung der Eins ;) € C°°(M). Wir be-

zeichnen m 1/1’“ Es sind
Q(]) = gp(j)dl‘%j) FANKIRIVAN dCC?]) S An(M),

da supp(gp(j)) C U; kompakt sind und daher €(;) aulerhalb von U; durch 0 unendlich oft
differenzierbar fortgesetzt wird. Wir definieren

Q.= ZQ(j) € .An(M)
JjeJ
Wir bemerken zunéchst, dass die Summe in jedem Punkt wieder endlich ist; daher ist €2
wohldefiniert. Es bleibt zu zeigen, dass € # 0 iiberall. Dazu sei z € M und

diese Menge ist nach Konstruktion endlich. In z gilt dann

k
=Y (@) daf; A Adal <Z Qi) (@) det dij, 5, (1), (x ))> dwf; ANy
m=1

Nach Voraussetzung ist det dv;,,. j, (¢, (z)) > 0 und daher besteht die letzte Summe nur aus
nicht-negativen Summanden. Wegen an:l © (i () = 1 existiert ein p € {1,...,k}, so dass

Jm)
®(j,) () # 0. Daher ist

k
> @, detdipy,, (15, () > 0

m=1
und damit Q(z) # 0. O
LEMMA 10.4. Ist W C C offen und f : W — C holomorph, so gilt
det d
= 9z
Bewers. Ubung; verwende Wirtingerkalkiil aus der Funktionentheorie. O

Als Konsequenz dieses Lemmas erhalten wir sofort
ProrosiTiON 10.5. Jede komplexe Kurve ist orientierbar.

BEWEISs. Fiir einen holomorphen Atlas gilt

i
3;( )

also ist eine komplexe Kurve orientierbar. O

det dipy; (z) = ’ >0,

Dies gilt ebenso fiir hoherdimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten, nur haben wir diese
nicht ausreichend erkért. Insbesondere gilt aber

PROPOSITION 10.6. Alle CP™ sind orientierbar.
Bei den reell-projektiven Réumen ist die Situation differenzierter.

SATZ 10.7. Der reell-projektive Raum RP™ ist genau dann orientierbar, wenn n ungerade
15t.
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BEWEIS. Sei w € A"(RP"). Wir bezeichnen mit 7 : R**1 \ {0} — RP"™ die Projektion.
In den Karten U; := w({z; # 0}),¢i : Ui — R, m(z) — (32,..., 35, 2*) konnen wir w
in lokalen Koordinaten darstellen. Fixieren wir zunéchst Koordinaten z; := %, Jj # 0 auf Uy

und y; = %,j # 1 auf U;. Wir finden fo, fi € C*°(R"), so dass

w|Uy = fodzi Ndza A -+ Ndzp,w|Up = fidyo Adya A~ N -+ A dyp.
Auf Uy N Uy gilt dann

w|lUgNU;y = fodzy Ndza A+~ Ndzp = frdyo ANdya A= N+ A dyp,.
Day= (1,62 . 2l

z1 z10" ) Z
1
fol2)dzs Adza A+ Adzy = fr(y(2))d= Ad2 A~ Ad2
Z1 21 <1
Das fiithrt auf
1 =z z
— e 2 n
fO(Z)* 21 f1(21,217---,21)
in Uy N U;. Indem man Koordinaten vertauscht, erhilt man f; € C°°(R"), die w|U; re-
présentiert und

S 1 Zie1 Zi+l z
= (=1)izg gy~ 2=t oAl
fo(z) ( ) Z’L fz(zl? ) ZZ b Z,L ) ) ZZ)
erfiillt. Nun definieren wir
. 1 - .
Fion Y (Up) — R, Fi(x) = (=1)ia; " L fi(—,.., 228 25
Zi Zi Zj Zi

fiir i > 0 und Fo(x) := 25" ' fo(2). Nun gilt nach der Gleichung fiir die f;
Fy(w) = 27" 2 fo(2) = 25" fo(2) = Fo(x).

Also stimmen F; und Fj; auf 7~ 1(U; N U;) iiberein und definieren daher eine Funktion F :=
R\ {0} — R durch z +— Fj(x), falls z € 7~ 1(U;). Diese Funktion erfiillt die Homogenitét

F(Az) = X" 1F(2).
Ist nun n gerade, so gilt insbesondere
F(—z) = —F(x).

Nun fixieren wir ein & € R*"\ {0}. Ist F(&) # 0, so sagt der Zwischenwertsatz aus, dass auf
jedem Weg ~ : [0,1] — R\ {0},7(0) = Z,7(1) = —7 eine Nullstelle von F liegt. Also hat
F eine Nullstelle z. Es existiert ein U;, so dass € 7 !(U;). Ohne Einschréinkung nehmen
wir an ¢ = 0. Nach Konstruktion ist

w(n(z)) = ap T F(x)dzy A+ ANdzp = 0.

Also hat jede Volumenform eine Nullstelle und daher ist RP™ nicht orientierbar, wenn n
gerade ist.

Ist n ungerade, so definiert die Funktion F : R™™1\ {0} — R,z — (37 a2/ tH)!
eine nirgends verschwindende Volumenform auf RP", indem wir die Konstruktion riickwérts
rechnen. 0

Eine orientierbare Mannigfaltigkeit hat genau zwei Orientierungen. Dies sieht man direkt
an der Definition: Sei C der maximale Atlas von M. Ein orientierter Atlas A von M fixiert,
gehort jede andere Karte entweder zum maximalen orientierten Atlas B, der von A erzeugt
oder zu C \ B. Man sieht, dass B und C \ B die einzigen maximalen orientierten Atlanten
sind. Die zwei Orientierungen korrespondieren zu Volumenformen in folgender Weise: Zwei
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Volumenformen €, Q reprisentieren diegleiche Orientierung (d.h. den gleichen maximalen
orientierten Atlas), wenn es eine positive Funktion f € C°°(M) gibt, so dass

Q= fQ.
Da sich Volumenformen nur um positive oder negative Funktionen unterscheiden koénnen,

korrespondiert diese Aquivalenz von Volumenformen genau zu den beiden Orientierungen.
Damit kénnen wir orientierungserhaltende Abbildungen folgendermafien definieren:

DEFINITION 10.8. Seien M, N zwei orientierte C'°°-Mannigfaltigkeiten, deren Orientie-
rungen durch die Volumenformen ), Z reprisentiert werden. Fine differenzierbare Abbildung

f:M—N
heifit orientierungserhaltend, wenn es eine positive Funktion h € C*®(M) gibt, so dass
2 = hQ)
gilt.

BEMERKUNG 10.9. Nach dem Satz iiber die Inverse kénnen nur lokale Diffeomorphismen
orientierungserhaltend sein. o



KAPITEL 2

Integration auf Mannigfaltigkeiten

1. Das Riemann-Integral von Differentialformen

Wie bereits erwahnt, wollen wir hier erkldren, wie man n-Formen auf Mannigfaltigkeiten
integriert. Ein wichtiger Punkt ist, dass eben nicht Funktionen, sondern n-Formen integriert
werden!

Wir wollen dabei vorgehen wie beim eindimensionalen Riemann-Integral: Wir teilen die
Mannigfaltigkeiten in kleine Teile und summieren die dortigen Maxima; dann lassen wir die
Grofle der Parzellen gegen 0 gehen. Zu kléren sind die Bedeutungen von “kleine Teile”, “Ma-
xima” und eben “Grofle”. Entsprechend der eindimensionalen Theorie, wo wir Anfangs- und
Endpunkt der Integration angeben mussten, also eine Orientierung des Integrationsbereichs,
ist es auch hier notwendig, eine orientierte Mannigfaltigkeit zugrunde zu legen.

Sei also (M, .A) eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einem maximalen
orientierten Atlas A. Wir notieren

Q"(z) = {z € R"| | — 2| <gVi:1,...,n} c R
wir lassen n weg, wenn die Dimension klar ist und = weg, wenn x = 0. Nun betrachten wir
folgende Menge von Atlanten:
A := {B abzihlbarer Atlas von M| B C A,¢: U — Q1 ¥ ¢ € B}.

Aufgrund der Zweitabzdhlbarkeit einer Mannigfaltigkeit existieren stets abzéhlbare Atlanten.
Durch Einschrénkung und Reskalierung kann man aus jeder Karte um einen Punkt x eine
andere Karte um z gewinnnen, so dass der Bildbereich () ist. Wir berechnen fiir eine Karte

YU —

0 0
— —1y* el N ——
I(wa¢) T Zseué)l(w ) w <821 A A 82’”) )

das heift, in gewissem Sinne nehmen wir des Produkt des “Maximum von w” mit der “Grofie”

er Karte, so weit dies eben definierbar ist. Dies miissen wir betragsweise aufsummieren, um
der Karte, td ben definierb t. D bet f ,
testen zu konnen, wann die Karten klein genug sind:

wlw,B) =Y [I(w,¥)].

PpeB

DEFINITION 1.1. Eine n-Form w € A"(M) heifit integrierbar, wenn
p(w) :== inf p(w,B) < oo.
Beld
Ist dies erfiillt, so nehmen wir eine Folge von Atlanten By, so dass
lim p(w,By) = pu(w)
n—-aoo

und definieren das Integral von w

/w:: lim [(w,B,),
M

n—aoQo

57
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wobes
I(w,B) =Y I(w,3).
YeB
Dieses Integral ist unabhdngig von der Wahl der Folge B,,.
BEMERKUNG 1.2. (i) Ist M C R™ offen und

w=fdz' A...d2",

so ldsst sich jeder Atlas B € A verfeinern zu einem Atlas, der aus kleinen Quadern

besteht:
Z—x

%,5 : Qe(m) — Q1,2 —

fiir alle x € I. mit einer gewissen Punktmenge I. C M. Fiir einen solchen Atlas gilt

0 0
w,B) = su 1*w</\---/\>
'u( ) %zEQpl (w ) 0zt 9z"
= > sup [f(hph(2))] det(dyy })
xz€el, 2€Q1
= Z sup |f(ez + z)le".
z€el. z€Qn

Hieraus erkennen wir, dass eine maglichst iiberlappungsfreie Uberdeckung durch
Q:(z) und ¢ — 0 das Infimum realisiert und daher insbesondere fiir n = 1 den
bekannten Integralbegriff ergibt, wenn | f| integrierbar ist.

(ii) Einen kleinen Unterschied zum eindimensionalen Riemann-Integral gibt es. Ist M =
R, so ist fdz genau dann integrierbar, wenn |f| im Sinne des ersten Semesters
uneigentlich integrierbar ist. So ist beispielsweise die Funktion

fe) =2

im Sinne des ersten Semesters uneigentlich Riemann-integrierbar, aber fdz nicht
integrierbar, da |f| nicht uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Fiir positive Funk-
tionen besteht jedoch kein Unterschied.

Dieser scheinbare Nachteil der Integration von Differentialformen wird sich in
Kiirze als Vorteil erweisen, wenn wir mit dem Lebesgue-Integral eine bessere Inte-
grationsmethode erhalten, die diese Eigenschaft teilt.

sin z

o
Zunéchst zeigen wir, dass das Integral funktoriell ist.

SATZ 1.3. Sind M, N zwei orientierte C°°-Mannigfaltigkeiten der Dimension n, w €
A"(N) und f: M — N ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, so gilt

o=l

BEWEIS. Ist ¢ : U — Q; eine Karte von N, so ist ¢ := ¢ o f : f~YU) — Q; eine
Karte von M und so induziert ein Atlas B € A(N) einen Atlas f*B € A(M). Hier benutzen
wir, dass f orientierungserhaltend ist. Es gilt

~ ~ 0 0
* _ . =1y px _ R
I(ffw,v) = :elg)l(¢ ) f w(@zl A A@z")
0 0
e 71 * —_— DY —
= Zselg)l(w )w(azl A A@z”)

= I(w,9).
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Ist also B,, wieder eine Folge von Atlanten, die u(w) approximiert, so folgt, dass f*B,, eine
Folge von Atlanten ist, die p(f*w) approximiert. Damit folgt ebenso

/w: lim I(w,B,)= lim I(f*w,f*Bn):/ frw.
N n—s00 n—so00 M

0

KOROLLAR 1.4. (TRANSFORMATIONSFORMEL)Seien M, N zwei orientierte C*°-Mannigfaltigkeiten,
f: M — N ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus und v : U — W, : U — W
Karten von M bzw. N, so dass f(U) = U. Bezeichnen wir wieder ©' = ', yt := W,fi =
yio f, so gilt

aft
1 e TL: .
/f]hdy A ANdy /U(hof) det (amj

BEWEIS. Die rechte Seite der Gleichung ist f;; fr(hdy' A--- A dy™). O

> dz' A - Adx™.
Z"j

Um Integrale wirklich zu berechnen, ist es oftmals niitzlich, die Dimension reduzieren zu
kénnen (in Dimension 1 wissen wir, wie man integriert). Dies erm6glicht der Satz von Fubini.
Dazu benétigen wir aber etwas Vorbereitung.

Seien M, N zwei orientierte C'°°~-Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m und n und

w: M — A"(N)
differenzierbar, n € A™(M) und sowohl 7 als auch w(x) integrierbar fiir alle x € M. Wir
bezeichnen mit
pri: M XN — Mpry: M XN —N
die jeweiligen Projektionen. Die Abbildung
y: M — A" (M x N)
gegeben durch die Formen
7(z) = prin A pryw(z) € A" (M x N)
induziert wiederum eine Form
§: A"TT(M x N) — R, 6(z,y) = vy(x)(z,y) : AGAT(M x N) — R,
die wir kurz benennen mit
prin A prajw = 0.
Es gilt

SaTz 1.5. (vON FUBINI) Mit den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen ist
prin A prjw
integrierbar und es gilt, dass

f:M—>R,a:|—>/w(a:)
N

unendlich oft differenzierbar ist und

/ pri7n A prow = / fn.
MxN M
Insbesondere gilt: Ist w € A™(N) (also konstant), so gilt

fs= () (),
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BEWEIS. Der Beweis ist recht technisch. Der entscheidende Punkt ist, dass man sich auf
Produktkarten

vx¢:UxV — Q™" =Q x QY

zuriickziehen darf und dort gilt

0 0
—1\* * *
(@x o) rinapse) (5 A A g ) (o) =
0 0 0 0
_l * — . e — . _1 * _1 ———— “ e ——
0 (A A g ) (0 0777 0) (g Ao A s ) (00
Der Rest des Beweises besteht aus Summation und Vergleichen von Atlanten. U

BEISPIEL 1.6. Die Anwendung mag viel einfacher erscheinen als die Formulierung des
Satzes von Fubini.

(i) Sei L := (0,1)? mit der Standardorientierung (durch die Karte id gegeben) und
§ = (2% +y*)dx A dy.
Dann l&sst sich L = (0,1) x (0,1) = M x N schreiben und
§ = dz A ((z° + y*)dy) = prin A priw(z)
mit
n = dz,w(z) = (22 + y*)dy.

Der Satz von Fubin sagt nun aus
1 1 1 1 9
(0,1)2 0 0 0 3 3

Groflen Nutzen hat es auch zu wissen, dass man “diinne Mengen” bei der Integration
vernachléssigen darf.

SATZ 1.7. Ist M eine orientierte C*°-Mannigfaltigkeit, N C M eine abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit mit codimN > 1, so ist fiir jedes integrierbare w € A™(M) auch
wlann € A"(M \ N) integrierbar und es gilt

M M\N

BEWEIS. Dies sieht man, indem man das Integral von w auf geniigend kleinen Umgebun-
gen von N berechnet und zeigt, dass es gegen 0 geht, wenn die Umgebung gegen N geht. [

BEISPIEL 1.8. (VOLUMEN DER SPHARE) Berechnen wir das Volumen der Sphére, also das
Integral der Standardvolumenform Q € A?(S?) aus Beispiel [10.2{ii). Zunichst haben wir eine
Orientierung zu wihlen. Dies tun wir, indem wir die Standardvolumenform als Représentant
der Orientierung bestimmen. Wir haben bereits errechnet, dass fiir

1282\ {er} — R?

aus Beispiel [£.3] gilt
~ 4
1y 1 2
Q= ———7=dz" ANdz”.
(77/)1 ) (1 + ’2’2)2
Da die Standardorientierung auf R? durch dz' A dz? gegeben wird, ist 1/;1 also orientierungs-
erhaltend. Weiter ist {e;} C S? eine 2-kodimensionale Untermannigfaltigkeit und {z? =
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0 und z!' > 0} C R? eine Vereinigung einer 1-kodimensionalen mit einer 2-kodimensionalen
Untermannigfaltigkeit, also ergeben die Sétze dieses Abschnitts

Le=L.°
52 S2\{e1}
= / ()0
R2
4
= AP Ad?
/Rz Ttz "%
2dzl/\sz.

/RZ\{ZQ_O und z1>0} (1 + |Z|2)
Bereits eine Zeile zuvor hitten wir den Satz von Fubini anwenden kénnen, wir wollen hier aber
lieber auf Polarkoordinaten wechseln. Das bedeutet, wir betrachten den Diffeomorphismus

£:RT x (0,21) — R*\ {22 =0 und 2! > 0}, (r, ) + (rcos @, 7sin ).

Wir rechnen
4

5*(mdzl A dzz) = md(T COS QD) AN d(T‘ sin QD)
4
= m (cos pdr — rsindp) A (sin @dr + 1 cos pdyp)
4
= mrd?‘ Ady

und damit rechnen wir mit Fubini

4r
O = / ————dr ANdyp
/32 Rt x(0,27) (1 +72)2

- ([ ) ([ )

= A4m,

in Ubereinstimmung mit der Oberfliche der Einheitssphire wie aus der Geometrie bekannt.

A

2. Der Satz von Stokes

Wir kénnen nun Differentialformen differenzieren und integrieren. In einer Dimension
werden beide Operationen durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in
Beziehung gesetzt. Dessen Verallgemeinerung auf Mannigfaltigkeiten wird als Satz von Stokes
bezeichnet.

Dazu miissen wir den Begriff der Mannigfaltigkeit auf berandete Mannigfaltigkeiten er-
weitern.

DEFINITION 2.1. (i) Fine C°°-Mannigfaltigkeit mit Rand modelliert auf V und
0 # ¢ € L(V,R) ist ein zweit-abzihlbarer hausdorffscher topologischer Raum M
mit einer Uberdeckung durch zusammenhingende offene Mengen M = Uier Ui und
Homdoomorphismen

ViU — W
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auf offene Mengen W; C VN {p > 0}, so dass
bij =i o5 (Ui N Uz) — ¢s(Us N U;)
unendlich oft differenzierbar sind. Alle Begriffe iibertragen sich analog von Mannig-

faltigkeiten auf Mannigfaltigkeiten mit Rand.
(i1) Ist M eine C*°-Mannigfaltigkeit mit Rand, so definiert man den Rand

oM = Uq/}l_l(‘/Vl Nker ).
i€l
Dieser ist offenbar eine Untermannigfaltigkeit von M der Kodimension 1 und ins-
besondere eine C'*°-Mannigfaltigkeit (ohne Rand!). Daher gilt

dOM = 0.

(iii) Ist M orientierbar und A = {(¢;,U;)} ein orientierter Atlas von M, so bilden die
Karten wi‘i/fl(Wiﬂker @) cinen orientierten Atlas von OM . Wenn wir von einer orien-

tierten Mannigfaltigkeit mit Rand reden, implizieren wir damit auch die induzierte
Orientierung von OM .

BEISPIEL 2.2. (i) Jede C°°-Mannigfaltigkeit M ist eine C'°°-Mannigfaltigkeit mit
Rand, wobei M = (). Dies kann man realisieren, indem man ¢ = z! wihlt und
statt jeder Karte 1 die Karte o — (%' @) 42(x),...,¢"(z)) betrachtet.

(ii) Zum Beispiel ist der abgeschlossene Ball

By :={z eR"| |z| <1}

eine C*°-Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand ist S? mit seiner Standardorientie-
rung. Als Karten nehmen wir id auf B; und fiir x € B; mit 2! # 0 sei

x:Eﬁle — W,z (1= 2%, 22, 2%).
(& (z) sz (1= 2]7, 27,

Man rechnet nach, dass es sich hierbei um Karten einer Mannigfaltigkeit mit Rand
handelt.
JAN

Wir erinnern an den Begriff des Trégers. Diesen konnen wir auch von Differentialformen
definieren.

DEFINITION 2.3. Ist M eine C*°-Mannigfaltigkeit mit Rand und w € A"(M), so heifst
supp(w) := {z € M| w(zx) # 0}

der Triger von w. Ist der Triger von w kompakt in M, so schreiben wir w € Aj(M).

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun eines der Hauptergebnisse der Integrationstheorie
beweisen.

SATZ 2.4. (VON STOKES) Sei M eine orientierte n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit
mit Rand und ¢ : OM — M die Inklusionsabbildung. Fiir alle w € Ay~(M) gilt

/dw—/ w.
M oM

BEWEIS. Wir werden das in lokalen Koordinaten verifizieren. Dazu wéhlen wir eine Tei-
lung der Eins (p;)ier beziiglich eines lokal-endlichen Atlasses A = {(¢;,U;)| i € I} mit
Wi = Q1(z;) stets (was nach Drehung und Verkleinerung der Karten mdoglich wird) und
notieren

W(l) = P
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Es gibt zwei Fille: Entweder Qq(z;) Nker¢ = () oder wir diirfen (nach Reskalierung)
annehmen z; = 0 und ¢ = 2%

Im ersten Fall berechnen wir in der Karte 1); mit 27 := wf und

n
W) :kadml/\--'/\dxk/\---/\dx"
k=1
mit Funktionen f* € C§°(U;) das Integral als

/dw(i) = /d<2fkda:1/\---/\gx\k/\.../\dxn)
M U \k=1

= / d<Z(f’“o¢;1)dz1A.--A@A--.Adz")
Q1(z;) =1

_ k 1a(fkowi_l) 1 n
= /Ql(zi) (Z(—l) + M)dz A ANdZ".

k=1

Nach dem Satz von Fubini gilt weiter mit Q7 (x;) = Q?il(xgk)) x Qi(z¥) und xgk) =

o~

(z}, ..., 2k .. a?) e RvE

79" et

ko1
/ O ov ) dz' Ao AN d2" =
QY (=)

0z
ko1
— (1)n—k/ Mdzl A Adz”
Qn—l(z

B)xQi@l) O
Ti+g 9k o qh ) /\
— QMdzk dzY Ao ANdZE A A de™
Q) \ Ve

k_1 0zk
i 2

_ 1, _
= /in( o ((fko¢i D a4 g, ) = (o = 5,
1 &

d2 A NdE A AT
= 0,
da (f* o1p; ') kompakten Triiger in Q1(z;) hat. Also gilt

/ dwiy =0 :/ W)
M oM
im ersten Fall.

Im zweiten Fall, ¥;(U;) = Q1 N {z! > 0}, bleibt bei derselben Rechnung nur der Term

1 —1
/dw(i) _ / Mdzl/\-~-/\dz”
Ui Qpn{z1z0p 0%

7

iibrig.
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Die Bedingung, dass w kompakten Triger hat manifestiert sich darin, dass nur endlich
viele Indizes i1, ..., 7 ausreichen um

k
w= Z W(iy)
j=

darzustellen.
Fassen wir alles zusammen, so sehen wir

k k
dw = / dwy = / Cwi; :/ Cw.
/M ; Yl ; ont T Jonr

BEMERKUNG 2.5. Die Bedingung des kompakten Trégers ist essentiell. Mathematisch
liegt das daran, dass eine punktweise konvergente Reihe von Funktionen noch lange nicht
gleichméfig konvergieren muss, eine Bedingung, die fiir die Vertauschung von Limites mit
Integration notwendig ist. In der Rechnung fithrt das Vernachlidssigen der Bedingung zu
absurden Ergebnissen (so kénnte man zum Beispiel die Randterme im HDI durch Betrachten
des offenen Intervalls als Mannigfaltigkeit wegdiskutieren)! o

O

BEISPIEL 2.6. Wir betrachten die Formen aus Beispiel und wollen das Integral iiber
den Einheitsball in B; C R3
/ nAw
B1

berechnen. Da bereits By kompakt ist, hat insbesondere 1 Aw kompakten Triger auf By. Wir
wissen
2@ + 2 + 22)de ANdy Ndz = nAw=d(@* +y*+ 2%) A (zdy A dz + ydz A dx + zdx A dy)
= d ((w2 + 92 + 2%)(zdy A dz + ydz A da + zdx A dy)) —
—(2* +y? + 2 d(xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy)
= d ((x2 + 92 + 2%)(zdy A dz + ydz A da + zdx A dy)) —
—3(z* +y* + 2%)dx A dy A dz
und damit

2
nAw==d ((x2+y2+z2)(a:dy/\dz—|—ydz/\da:—i—zdx/\dy)).

5
Mit dem Satz von Stokes erhalten wir

2
/ NAw = 5/d((a?2+y2+z2)(:z;dy/\dz—i—ydz/\dx—i—zdw/\dy))
B1 Bl

2
= 5/ L ((ac2 + 9 + 2%)(vdy A dz + ydz A dz + zdz A dy))
S2

2
:/Q
5 /g
8
:—7‘["

5

wobei €2 die Standardvolumenform auf 52 ist und wir Beispiel verwendet haben. Ebenso
kann man dieses Resultat durch Ubergang auf Polarkoordinaten durch direkte Integration
erhalten. Vielfach spart der Satz von Stokes aber umstédndliche Rechnungen. A

Als direkte Anwendung des Satzes von Stokes erhalten wir eine verallgemeinerte partielle
Integration, wie bereits im Beispiel angewandt.
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KOROLLAR 2.7. Sei M eine orientierte n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit mit Rand
und o € Ay(M), 5 € A*(M), so dassr+ s+ 1=mn. Es gilt

/da/\ﬁ— aAﬂ—i—(—l)’”H/ aAdpS.
M oM M

BEWEIS. Bemerke, dass alle vorkommenden Formen kompakten Tréager haben und setze
die Rechenregel
dlaNp)=daNp+(-1)"andp
in den Satz von Stokes ein. g

Auch der Igelsatz ist nun endlich beweisbar.
SaTz 2.8. (IGELSATZ) Jedes Vektorfeld auf S? besitzt eine Nullstelle.

BEWEIS. Ist Y ein Vektorfeld auf S? ohne Nullstelle, so fassen wir zunéichst Y als Vek-
torfeld auf R? auf, also als vektorwertige Funktion
Y52 —R3
auf, die iiberall Y (u) L u erfiillt. Da Y (u) # 0 stets, kénnen wir iibergehen auf das normierte
Vektorfeld

Die Abbildung
H: 5% x[0,1] — S? H(u,t) := cos(rt) - u + sin(rt) - Y (u)
ist wohldefiniert und es gilt
H(.,0)=id, H(.,1) = —id.
Nun kann man aber nachrechnen, dass

d
—H(.,t)"Q=d
dt (7) 77t

fiir die Standardvolumenform € auf S? und
N = i*((HlGQ — HQGl)ng + (H2G3 — HgGg)dHl + (H3G1 — Hng)dHQ),

wobei H(u,t) = (Hi, Ha, H3), G(u,t) = (G1,G2, G3) := —wsin(nt) - u+m cos(nt) - Y (u) = %—g
und 7 : S2 — R3 die Inklusion ist. Damit ist nach dem Satz von Stokes

d
— H.t*Q: dny =
G [acoa= [ am-o

also [¢o H g2 )*Q konstant. Dies fuhrt aber zum Widerspruch

dm = / o= [ H(,1)Q= / (—id)*Q = _/ Q= —dr
S2 52 S2 S2 S2

Hier haben wir benutzt, dass (—id)*Q = (—1)3Q nach Konstruktion von Q gilt. O






KAPITEL 3

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

1. Riemannsche Metriken

DEFINITION 1.1. Seien V., W reelle Vektorrdume. Wir definieren
k
VoW :={) vewlveV,w € WkeN}
i=1
mit folgenden Identifikationen:
(i) W+v)@w=vw+v @w,
(i) (W) @uw=v®A\w)=A-vw,
(i) v@(w+w)=v@w+vew
fiir alle v,v" € V,w,w" € W, X € R. Der Vektorraum V @ W heifit Tensorprodukt von V' mit
W, seine Elemente Tensoren. Ist {e;}i—1 . n eine Basis von V und {fi}i=1,. m eine Basis

von W, so ist {e; ® fj}i=1, .mnj=1,.m €ine Basis von V@ W. Insbesondere ist dimV @ W =
dimV -dim W.

Wir erinnern an die Notation V* := L(V, R) fiir den Dualraum eines reellen Vektorraums.
PROPOSITION 1.2. Seien V. W reelle Vektorrdume. Die Abbildung
VWt — (Ve W)
induziert durch
U@ Q) (v @w) :=n(v) - ¢(w)
fir allen e V(e W* v e V,we W ist ein Isomorphismus.
BEMERKUNG 1.3. (i) Ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum V ist ein Ten-
sorT € V*V*=(VeV)*" sodass 7(v®@w) = 7(w®wv) fir alle v,w € V gilt und
T(v®wv) >0, falls v # 0.
(ii) Die Menge TM* @ TM* := {J,cp; ToM* @ T, M* wird auf natiirliche Art zu einer

C*>°-Mannigfaltigkeit.
o

DEFINITION 1.4. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Fine Riemannsche Metrik auf M ist
eine differenzierbare Abbildung

g: M — TM*@TM*,

so dass

(i) g(z) € TyM* @ T, M* fiir alle x € M,

(i) g(x)(X ®Y) =g(z)(Y ® X) fir alle X,Y € T,M,

(iii) g(x)(X ® X) > 0 fir alle X € T, M \ {0}.
In anderen Worten: g(x) ist ein Skalarprodukt auf T,M fir alle x € M, das differenzierbar
von x abhdngt. In jedem Punkt ist g also eine Art, infinitesimale Ldngen und Winkel zu
messen. (M, g) heifit eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

67
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Betrachten wir eine Riemannsche Metrik in lokalen Koordinaten. Sei ¢ : U — W eine
Karte und 2" := 1. Die Differentiale dz*(z) bilden eine Basis von T, M* fiir alle x € U. Daher
kann man jede Riemannsche Metrik lokal schreiben als

n
glu =Y gijdz' @ d/,
ij=1
wobei die Koeffizienten g;; € C°°(U) eine symmetrische, positiv definite Matrix bilden, d.h.
die Bedingungen

n
Gij = Gji und Z ginZXJ >0
i,j=1

erfiillen fiir alle X = > X*-2. £ 0.

F

BEISPIEL 1.5. Auf M = R" ist die euklidische Metrik durch g = >~ , dz' ® dz* gegeben.
A

Wir wollen zunéchst sehen, dass Untermannigfaltigkeiten Riemannscher Mannigfaltig-
keiten eine natiirliche Riemannsche Metrik tragen.

PROPOSITION 1.6. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und N C M eine Un-
termannigfaltigkeit. Dann ist (N,.*g) eine Riemmannsche Mannigfaltigkeit.

Beweis. Da T, N C T, M aufgefasst werden kann und dann t*¢g(X,Y) = g(X,Y) fiir alle
X,Y € T, N gilt, iibertragen sich die Eigenschaften von g unmittelbar auf ¢*g.

Man kann dies auch in lokalen Koordinaten sehen. Ist NN U = {zFF! = ... = 2 = 0},
so gilt t*dz? = 0 fiir alle j > k + 1 und daher

k
1fg = Zgijdzi ® dz’.
i=1
Die Matrix (gij)i j=1,..k ist wieder symmetrisch; und positiv definit, wie man durch Betrach-
ten der Hauptminoren sieht. O

BEISPIEL 1.7. Insbesondere induziert die euklidische Metrik auf R eine Riemmansche
Metrik g auf S?. Driicken wir sie in Kugelkoordinaten (r, ¢, 6) € R* x (0,27) x (=%, %) aus.
Zunéchst zur euklidischen Metrik gy auf R3.
go = dr@dr+dy®@dy+dz®dz

= d(rcosypcosf) @ d(rcospcosf) + d(rsinpcosf) @ d(rsin ¢ cos ) + d(rsin ) @ d(r sin )

= dr®dr+r*(cos? fdp ® dp + df ® db).

Die induzierte Metrik g := i*gg auf S? erhalten wir, indem wir r = 1 setzen. Insbesondere ist
dr = 0 damit und
g = cos? Odp @ dp + df @ db.
JAN

Wie hiangen nun Riemannsche Metriken mit Volumenformen zusammen, d.h. wie komme
ich von der Léngen- und Winkelmessung zur Messung von Volumina?

DEFINITION 1.8. Sei (M,g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. g(x) lisst
sich auch als lineare Abbildung
g(z) : TuM — T, M*

auffassen indem man
g@)(X)(Y) :=g(z)(X ®Y)
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setzt. Dann st
detg: A" T, M — A"T,M*
eine lineare Abbildung. Diese induziert umgekehrt ein Element
detg e A"T,M* @ AT, M*
durch
det g(w ®n) := det g(w)(n)
fiir alle w,m € AT, M. Es ist dim AT, M = 1. Da g positiv definit ist, ist auch det g > 0 in
dem Sinne, dass det g(E® =) > 0 fir alle = € AT, M \ {0}. Damit existiert in jedem x € X
ein eindeutiges Qq(x) € AT, M* so, dass [Qy] die Orientierung von M reprdsentiert und
det g(2)(E® Z) = Qy(z)(2)*.
Dies bedeutet aber
det g(x) = Qq(x) ® Qy(x).
Wegen der Eindeutigkeit hingt Qg von x differenzierbar ab. Also ist Qg € A™(M) eine Volu-
menform und es gilt
det g = Q4 ® Q.

Die Volumenform Qg heisst die von g induzierte. In lokalen Koordinaten wie oben gilt

Qg = \/det(gij)iyjdzl AL dz™.

Hierbei sind die lokalen Koordinaten aus dem orientierten Atlas, d.h. dz'A. . .dz" reprisentiert
die Orientierung von U.

BEISPIEL 1.9. Die von g auf S? induzierte Volumenform ist

2
Q, = \/det ( cos”¢ 0 >dcp/\d9=cos€d<p/\d0.

0 1

Nach den Rechnungen in den Présenziibungen stimmt also €2, mit der Standardvolumenform
auf S2 iiberein. A

Wir wollen ab nun die Einsteinsche Summenkonvention einfiihren.

DEFINITION 1.10. Kommt ein Index lokaler Koordinaten in einem Ausdruck doppelt vor,
dabei einmal oben und einmal unten, so wird tiber ihn summiert.

Eine Riemannsche Metrik wird in lokalen Koordinaten nun also durch

g= g,-jdzi ® dz’

dargestellt.
DEerINITION 1.11. (i) Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltikgeit. Wir nennen
zwei Tangentialvektoren v,w € T, M zueinander orthogonal, wenn g(v ® w) = 0
gilt.

(i) Weiter bezeichnen wir die von g induzierte Norm auf T, M mit ||.||q (oder nur ||.||,
wenn g aus dem Kontext hervorgeht).
(iii) g induziert auch ein Skalarprodukt auf T, M*, indem man wieder g(x) als Isomor-
phismus
g(x) : TyM — T, M*
wie oben auffasst. Das Skalarprodukt g(x) auf T, M induziert dann ein Skalarprodukt
(G(z)"YHY*g(z) auf T,M* via

(G(2)71) g(@) (w1 ® wa) = g(@)(3(x) " (w1) ® lx) ™ (w2))
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fir alle wy,wo € T, M*. -
In lokalen Koordinaten gilt: Ist (g"); ; die inverse Matriz zu (gi;)ij, so gilt
~ —1\* — ‘ .
(3a) ") glw) =g o
BEWEIS. Rechnen wir zunéchst die Abbildung g in lokalen Koordinaten aus. Offenbar
gilt §(5%)(5%) = gij, d-h

_, 0 ;

9(@) = gijda’,
wird also in den Basen %, cees a% von T, M und dz',...,dz" von T,M* durch die Matrix
(9ij)i; gegeben. Sind wie im Satz ¢% die Eintriige der inversen Matrix, so gilt

0

PP
d " = 7/‘77..
g (dz") = g" 5

Bemerke, dass nach Definition der g% gilt
9" gk = O

(Einsteinsche Summenkonvention!).
Damit haben wir (unter Weglassung des Punktes )

G gd @dd) = g(G " (dz") @ 5 (d2))
. 0 5 0
= ik_Z o gl 2
99 o 29 8zl)
= g% gug” = dug"’ = g".
Somit haben wir die Aussage bewiesen. O

2. Der Hodge-Operator

Nun haben wir also die gesamte Integrationstheorie auf Riemmannschen Mannigfaltig-
keiten zur Verfiigung. Um sie angemessen darzustellen, benttigen wir den Hodge-Operator.
Wenn wir von einer Orthonormalbasis von T, M* reden, meinen wir dies immer beziiglich des
Skalarprodukts (§71)*g, d.h. w1, ...,w, ist eine Orthonormalbasis von T, M*, wenn

(G 9(wi @ wj) = 3
gilt; in lokalen Koordinaten mit w; = w;zdz" bedeutet dies
g wirwi = 8ij.
Mit den Matrizen G := (g;;) und A := (w;;) wird aus
ok = g wikwji
die Gleichung
id=A'G'A
und durch Betrachten der Determinanten

det G = (det A)2.

Damit ist
Wi A.eowp =det Adet Ao Ade™ = £V det Gdzt A A d2 = £Q,
und die Orthonormalbasis wy,...,w, ist genau dann orientiert, wenn

w1 A Awp = ().
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SATZ 2.1. Sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es gibt genau eine

lineare Abbildung
kgt AT, M* — A" T, M*,
so dass fiir jede orientierte Orthonormalbasis wi, ... ,wy € TpM™* bzgl. g (orientiert heisst:
wi A Awp = 8yg) gilt
ke (WL A  Awp) = wWrp1 A Awp.
Die dadurch gegebene Abbildung
*: AT(M) — A"7(M)
heifst Hodge-Operator. Es gilt
“(fw) = fxw

fir alle f € C®°(M),w € A"(M). ‘ .

In lokalen Koordinaten gilt fir w = w;, . ;,dz" A--- Ndz' € A"(U)

1
()i i = > sgn(o)y/det(gij)iig” V™ - g b s

wobei
S, ={oeSulo(j)=1;Vr+1<j<n}
BEWEIS. Die Aussge ist nicht trivial. Der Beweis verlangt einige Kunst an Indexdomptur
und soll hier nicht gezeigt werden. U
BEMERKUNG 2.2. (i) x% = (=1)"""id auf r-Formen.
(ii) *Qy =1,%1 = Q.
(i) a A*x3 = [ A*a fiir alle o, 3 € A"(M). (Beweis siehe unten)
o

Dies verallgemeinert den Hodge-Stern, den wir im zweiten Semester auf R? kennengelernt
haben.

BEISPIEL 2.3. Wir betrachten S? mit der von der euklidischen Metrik auf R? induzierten
Metrik. Da in Kugelkoordinaten (¢, 0)

—2
ij _ [ cos™26 0
g- = ( O 1 )

w1 = cosOdyp und wo := db
eine orientierte Orthonormalbasis von (7,5%)* fiir alle x € S%\ {£(0,0,1)} ist. Also gilt

do L1 e
('O_COSH wl_cosewz_cosﬁ

folgt, dass

und
*df = —w; = — cos Odp,

da {we, —w1} wieder eine orientierte Orthonormalbasis ist. A

PROPOSITION 2.4. Sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand.
Der Hodge-Stern erlaubt die Einfiihrung eines globalen Skalarproduktes

<a,p >::/ a A\ *0
M
auf Ay (M).
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BEWEIS. Mit Benutzung einer Teilung der Eins geniigt es, die Aussage lokal in einer
Karte zu beweisen. Daher diirfen wir annehmen, es gibt

wh . W e AL(M),
die in allen Punkten x € M eine Orthonormalbasis von T, M* bilden. Die Formen «, 8 haben
die Form ‘ A

a=aj W N AW B =By Wt A AW
mit oy, i, Biy..i, € C°°(M). Hier sollen die Indizes aufsteigend sortiert sein. Damit gilt
aAKB= Y B0y =B A*a

1< <dpe
und daher insbesondere

<a,f>=<f,a>.

<o, >—/ ( Z 0‘121...ir> Q, >0,
M

i< <y
wenn « # 0. Die R-Linearitdt von <, > ist klar. (]

Letztlich folgt

Nun kénnen wir das duflere Differential mit dem Hodge-Stern verkniipfen, um
§: AT(M) — ATHM), bw = (—1) D=+ g wy

zu erhalten. § heifit Kodifferential. Die Wahl des Vorzeichens ist so, dass der Laplace-Operator
einfach geschrieben werden kann.

3. Der Laplace-Operator
Interessant wird dies durch die Einfithrung des Laplace-Operators auf Formen.

DEFINITION 3.1. Sei (M, g) eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit.
(i) Der Operator

A: A" (M) — A" (M),w — déw + ddw
heift Laplace-Operator. Auf C°(M) = A°(M) hat A die lokale Darstellung

of
det(g”)m azk < ¢ (g]) Jg azl>
(ii) Eine Funktion f € C°°(M) heifst harmonisch, wenn Af =0 gilt.

BEISPIEL 3.2. (i) Ist M = R™ mit der euklidischen Metrik g = > ; dz' @ dz?, so
vereinfacht sich der Ausdruck zu

n (92f
Af=~— Z (020)2

Af = —

i=1
(i) Ist M = S? und g die (euklidische) Standardmetrik, so ist in Kugelkoordinaten
1 9%f  0°f of
Af =— — tanf—-.
! cos?2 6 0p? 062 +tan 00

A
Aus dem Satz von Stokes lassen sich nun metrische Integralsétze folgern.

SATZ 3.3. (GREEN’SCHE FORMELN) Sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Rand und f,h € C§°(M). Es gilt
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) Jug A Q= — fypg #df.

(i) [y hxdf = — [y hAS - Qy+ < dh,df >,

(iii) [y, (fAR —hAS)Qy =[5, hxdf — f xdh.

Bewers. Offenbar folgt (i) aus (ii). Um (ii) zu beweisen rechnen wir

/hAng = —/ hxdxdf -Qy=— < Qg hd*df >= — < hdx df,Qy >
M M

- —/ hd*dfpa”ilnt'—/ h*df+/ dh A xdf
M oM M

- —/ hxdf+ < dh, df >,
oM

woraus die Behauptung folgt.
Um (iii) zu beweisen, muss man nur noch (ii) zweimal anwenden:

/(fAh—hAf)Qg:/ —f*dh+h*df—<df,dh>+<dh,df>:/ hxdf — f *dh.
M oM

oM
H

Mit Hilfe dieser Identititen konnen wir nun sofort Aussagen zur Losbarkeit der der
Poisson-Gleichung
Au=f
auf kompakten Mannigfaltigkeiten machen.
KOROLLAR 3.4. Sei (M, g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und
u, f € C°(M).
(i) Jede harmonische Funktion auf M ist konstant.
(ii) Ist Au = f, so ist f mittelwertfrei, d.h. [, fQq = 0.
(iii) Ist A ein Eigenwert von A, d.h. Au = Au fir ein u # 0, so ist A > 0.

BEWEIS. Sei f harmonisch. Aus (ii) folgt mit h = f
0 =<df,df >

und damit df = 0. Das bedeutet, dass f konstant ist.
Ist Au = f, so benutzt man [3.3{i) fiir v um zu sehen

/ ng_/ Auf), = 0.

Wiederum [3.3)(ii) impliziert, falls Au = Au fiir ein u # 0, mit h = f = u

0= —/\/ u2(29+ < du,du >,
M

also du.d
Ao SEma >
Jor w9y
O
BEMERKUNG 3.5. (i) Korollar (1) ist eine Verallgemeinerung des Satzes von

Liouville aus der Funktionentheorie.
(ii) Au = Au ist die zeitunabhéngige Schrodingergleichung im Vakuum.
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