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Ubungsaufgaben zur Funktionentheorie I
5. Blatt
Abgabe: Di in der Vorlesung (Do-Gruppe) und Do in der Vorlesung (Di-Gruppe)

Aufgabe 5-1 (4 Punkte):
Es sei I ein Gitter in C und X = C/I mit Projektion 7 : C — X.

a) Wir bezeichnen mit .#(C)" die I'-invarianten meromorphen Funktionen auf C
(diese werden klassisch als elliptische Funktionen bezeichnet). Dies ist ein Korper.
Zeigen Sie, dass durch

fr—form
ein Kérperisomorphismus . (X) — .# (C)" definiert wird.

b) Zeigen Sie, dass es keine elliptische Funktion gibt, die modulo I einen einzigen
Pol der Ordnung eins hat. Erinnerung: f meromorph auf Y, p € Y Pol. Dann
ist die Ordnung von f am Pol p definiert als mult,(f), wobei f als holomorphe
Abbildung nach C betrachtet wird.

Aufgabe 5-2 (8 Punkte):
Es sei I ein Gitter in C. Die Weierstrafische p-Funktion zum Gitter I' ist definiert durch
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Zeigen Sie, dass pr eine I'-invariante meromorphe Funktion auf C definiert, die Pole
genau in den Punkten von I hat. Diese Pole haben die Ordnung zwei (vgl. mit Aufgabe
5-1b)). Eine Moglichkeit, dies zu beweisen, besteht aus folgenden Schritten:

a) Beweisen Sie: die Reihe
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konvergiert dann und nur dann, wenn « > 1 ist. Eine Moglichkeit dies zu zeigen
ist der Vergleich mit der Konvergenz des folgenden Integrals:
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b) Essei ' = Zw; + Zw; ein Gitter in C. Zeigen Sie: die Reihe
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konvergiert. Tipp: Wegen a) gentigt es zu zeigen, dass eine nur von w; und w»
abhingige Konstante § > 0 existiert mit |mwy + nwy|*> > 6(m? + n?).



c) Essei M C T'\ {0} eine Menge von Gitterpunkten. Dann konvergiert die Reihe
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in C \ M normal und stellt dort eine analytische Funktion dar. Tipp: Schreiben Sie

1 1
(z—w)? w?

_ lzllz = 2w
- JwPlz - wf

Schitzen sie letzteren Term fiir z € A,(0) = {z € C | |z| < r} und fiir fast alle w
gegen einen Term der Form const.(r) - |w| =2 ab.
d) Zeigen Sie nun die I'-Invarianz von pr. Betrachten Sie hierzu zuerst die Ableitung

pr(z) = -2 Zr(z—lw)3

und zeigen Sie, dass dies eine I'-invariante meromorphe Funktion (mit Polen in
den Gitterpunkten) ist. Benutzen Sie dann dies sowie die Tatsache, dass gr eine
gerade Funktion ist (d.h. pr(—z) = pr(z)), um I'-Invarianz von @ zu folgern.

Aufgabe 5-3 (4 Punkte):
Es sei f : X — Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen zwei Rie-
mannschen Flachen.

a) Zeigen Sie: Falls Y = Py, und deg(f) > 2, dann ist die Menge R der Verzwei-
gungspunkte von f nicht leer.

b) Falls X und Y beide Geschlecht eins haben, dann ist Ry = @.

c) Zeigen Sie, dass immer g(Y) < g(X) gilt.

d) Zeigen Sie: Falls ¢(X) = g(Y) > 2, dann ist f ein Isomorphismus.

Aufgabe 5-4 (4 Punkte):

Betrachten Sie f(z) = ; iz als meromorphe Funktion auf der Riemannschen Zahlen-

sphére C (dquivalent als holomorphe Abbildung von € nach €). Finden Sie alle Punkte
p € Ry und f(Ry). Zeigen Sie, dass deg(f) = 3, und verifizieren Sie explizit Hurwitz’
Formel fiir die Abbildung f.



