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Vertiefung zu Komplexe Mannigfaltigkeiten
Blatt Hirzebruchflichen
Abgabe:

Aufgabe 1 Gegeben seien zwei komplexe Mannigfaltigkeiten X durch die Verklebeda-
ten U;, Vij C U; offen und biholomorphe Abbildungen ;; : Vj; — Vj; sowie Y gegeben
durch U;, V;; C U; und lﬁij : Vji — ‘717' mit gleicher Indexmenge i,j € I (was durch
Redundanz stets erreicht werden kann). Zeigen Sie, dass durch eine Kollektion von ste-
tigen/ differenzierbaren/holomorphen Abbildungen f; : U; — U; mit f;(V;;) C Vjj und

fioij = ijo f;

als Abbildungen von Vj; nach Vj;, eine stetige/differenzierbare/holomorphe Abbildung
f: X — Y gegeben ist. (Umgekehrt kann die lokale Situation etwas komplizierter sein.)

Aufgabe 2 Gegeben seien
Up:=C x P' =: Uj.
Durch die Verklebedaten Upy; := C* x P! =: Ujp und

1
lpw :C* % IPl — C* x IPl, (S, [ZUQ : wl]) — (g, [s”wo : wl])

wird fiir alle n € INj eine komplexe Mannigfaltigkeit .,;, die sogenannte n-te Hirzebruch-
fliche, definiert.

(1) Zeigen Sie, dass durch
fi: Ui — C, (s, [wo : wi]) s

fir i = 0,1 eine holomorphe Abbildung f : £, — P! definiert wird, deren
Fasern f~1(s) alle biholomorph zu P! sind. (Man sagt, f ist ein IP!-Biindel iiber
PL.)

(2) Beweisen Sie Ly = P! x P! und £; = Bl[1:0:0]]l’2.

(3) Man kann zeigen (evtl. in einer spateren Ubung), dass alle ¥, paarweise nicht-
isomorphe komplexe Mannigfaltigkeiten sind. Jedoch sind alle X, diffeomorph zu
S? x 2. Einen solchen Diffeomorphismus werden wir nun konstruieren.

Dazu definieren wir die C*-Funktionen
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ke WP el

He : C — C,px(s) :==s

sowie



fiir alle k € Z. Zeigen Sie, dass die Abbildungen
fo: Uo— Uy, (s, [wo:wi]) — (s, [Aon(s)wo — p—n(s)w1 : pn(s)wo + An(s)wn])
fir Uy — Uy, (s, [wo:wi]) = (s, [Aon(s)wo + p—n(s)wr : —pn(s)wo + An(s)wn])
wohldefiniert sind und die Verklebedaten eines Diffeomorphismus
f Xy — Zoy

sind.

Es gibt also auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit S* x S? unendlich viele paarweise
nicht-isomorphe komplexe Strukturen, obwohl es auf S? genau eine komplexe Struktur
gibt, die von IP!. Ein durchaus bemerkenswertes Resultat.



