PD Dr. Marco Kiihnel Sommer 2011

Vertiefung zu Komplexe Mannigfaltigkeiten
Blatt Picardgruppe des komplex-projektiven Raumes

Aufgabe 1 Wir wollen
Pic(P") = Z

zeigen. Zeigen Sie dazu:

(1) Ist f € O*(C* ! x C*), so existieren xk € Z und g € O(C" ! x C*) so, dass

f= 2z exp(g)-
Benutzen Sie wieder, dass log f auf einfach zusammenhiingenden Gebieten wohldefi-

niert ist.

(2) Zeigen Sie, dass x eindeutig definiert ist.

(3) Folgern Sie, dass die Ubergangsfunktionen ;; € O*(U;;) eines Geradenbiindels
auf IP" eine Darstellung

Zj

K,‘]'
Yij = (Z> -exp(77i)
1
mit x;; € Z,n;; € O(Uj;) besitzen.
(4) Benutzen Sie die Kozykelbedingung, um zu zeigen, dass x;; unabhéngig von i, j
ist. Wir schreiben dann x := x;;.

(5) Nutzen Sie erneut die Laurentreihe von 7;;, um 91.(ij ) € O*(U;) so zu finden, dass

(0.1) 6" yyy(6") " = <Z]> K

Zj

gilt. Nun miissen wir noch die (ij)-Abhangigkeit der 91.(ij ) und 9](17 ) Joswerden.

(6) Zeigen Sie, dass fiir jede weitere Losung éz-(ij ) und 5]@ ) yon |D Konstanten c(/) so
existieren, dass gilt

51'(ij) — C(ij)el(if), g](ij) — C(ij)@}(i]')
(und umgekehrt diese Gleichungen wieder Losungen definieren).
Benutzen Sie dazu den 2. Riemannschen Hebbarkeitssatz.
(7) Zeigen sie mit Hilfe des 2. Riemannschen Hebbarkeitssatzes und der Kozykelbe-
dingung, dass
o *
o ik € C

1

konstant ist und es gilt
Ciljt = Ci|jkCilki-
Dies ist eine Kozykelbedingunyg fiir jedes feste i (auf dem topologischen Raum eines
Punktes mit (n + 1)-mal dem Punkt als offene Uberdeckung). Unter Multiplikation



mit ¢(%) wie oben transformieren sich die cijjx folgendermassen

3 ci)
Cilik = 7= Cilik-
iljk = k) “ilik

(8) Zeigen Sie, dass c(/) existieren so, dass & = 1 gilt.

Damit ist nun 6; := 5}17 ) € O*(U;) unabhingig von j definiert. Es ist aber noch
nicht erreicht, dass auch §; = 91.(] i) gilt. Um das zu erreichen, nutzen wir nun die
restlichen Freiheitsgrade bei der Wahl der c(ii): Beachten Sie, dass A;c%) ebenso zu

einem wohldefinierten 6; fiihrt.

(9) Zeigen Sie, dass auch gun .= gud V](ij )= é}ji) eine Losung von (0.1) ist und daher

i i 7Y
Konstanten d(/) existieren so, dass

i) U
o = oy =
Al Al
6. 0; J
gilt. Beweisen Sie mit Hilfe von Gleichung (0.I), Aussage [§|und der Kozykelbe-
dingung an die ¢;;, dass auch die d (i) einen Kozykel (auf einem Punkt wie oben)

bilden, d.h.

dli gGk) — (k).
(10) Zeigen Sie nun, dass es A; € C* gibt mit
A

Aj

40)

Wie bereits angekiindigt, betrachten wir nun das (%), das wir durch Multipli-
kation mit )\ic(if ) anstatt mit (/) erhalten und bekommen zusitzlich zu 51.(17 ) = 9~l.(ik)
die Eigenschaft

6y, = 61"

Beides zusammengenommen bedeutet, dass

- gl(ij) — gun

i
vollig unabhéngig von der Wahl der oberen Indizes ist und daher die vereinfachte

Gleichung (0.1)
I zi\ "
61‘%/0]-_1 = (z]>
1

erfiillt, was bedeutet, dass jedes Geradenbiindel Trivialisierungen hat, deren Uber-
gangsfunktionen ¢;; durch

~ y4 j K

Pij(z) = <Zz>

fiir k € Z gegeben sind. Dies beweist die Aussage. Das so gegebene Geradenbiin-
del wird wieder mit Op« (k) bezeichnet.



