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Vertiefung zu Komplexe Mannigfaltigkeiten

Blatt Eulersequenz

Aufgabe 1 Seien E , F holomorphe Vektorbündel auf der komplexen Mannigfaltigkeit X.
Wir bezeichnen mit Hom(E , F ) die Vektorbündelhomomorphismen zwischen E und F

sowie mit HomOX (O(E ), O(F )) die OX-Modulhomomorphismen1 zwischen den jeweili-
gen OX-Moduln. Beides sind OX(X)-Moduln. Ein Element ϕ ∈ Hom(E , F ) induziert ein
ψ ∈ HomOX (O(E ), O(F )) via

ψ(s)(x) := ϕ(s(x)).

Zeigen Sie, dass dadurch ein Isomorphismus von OX(X)-Moduln

Hom(E , F ) ∼= HomOX (O(E ), O(F ))

gegeben ist.

Aufgabe 2 Sei π : Cn+1 \ {0} −→ Pn die Standardprojektion. Zeigen Sie, dass für jedes
offene U ⊂ Pn mit [z] ∈ U und h ∈ O(π−1(U)) homogen vom Grad 1
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eine Derivation wohldefiniert. Zeigen Sie, dass die folgende Sequenz von Vektorbündel-
homomorphismen (“Eulersequenz”)

0 −→ OPn −→ OPn(1)⊕n+1 −→ TPn −→ 0

f 7→ (zi f )i, ( fi)i 7→
n
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exakt ist. (Hierbei wird die Sequenz als Sequenz zwischen OX-Moduln verstanden und
die Charakterisierung von Schnitten von OPn(1)(U) als holomorphe Funktionen auf π−1(U),
die homogen vom Grad 1 sind, verwendet.)

Aufgabe 3 Zeigen Sie, dass das äußere Differential d : OX −→ Ω1
X ein Garbenmorphis-

mus (zwischen Garben von C-Vektorräumen), aber kein Vektorbündelhomomorphismus
ist.

1Garbenmorphismen, die zusätzlich ϕ( f s) = f ϕ(s) für alle f ∈ OX , s ∈ O(E ) erfüllen
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