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1. (3 Punkte) Sei u € C*(R") eine harmonische Funktion. Zeigen Sie: die Niveaumengen
Ny :={z € R"| u(x) = o}
sind fiir alle @ € R entweder leer oder unbeschrénkt.

Hinweis: Mittelwerteigenschaft auf beliebigen Sphdren!

2. (3 Punkte)

1. Sei u : R? — R zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir
v:(0,00) x (0,27) — R, v(r, ) := u(rcos p, rsin ¢)
gilt: , ,
(Bu)(rcosi,rsing) = G (r0) + 555 (0) + 150 )

2. Sei u : R" — R zweimal stetig differenzierbar und radialsymmetrisch, d.h. u(z) =
v(|z|) fiir eine Funktion v : [0,00) — R. Zeigen Sie v € C*(]0, o)) und

@@ = (Ga+ 5 (oD

r

3. (Prisenzaufgabe) Seien U,V C R" offen und ® : V. — U ein C*-Diffeomorphismus,
d.h. ® ist bijektiv, zweimal stetig differenzierbar und ebenso ist dies ®~. Der MaBtensor
GG sei definiert als
G:=Do" - Do
und die Matrixeintréige von G seien g;; benannt. Die Eintrige von G~! hingegen werden
mit ¢” notiert.

1. Zeigen Sie,

(Vu(a(@), vo(@(a) = 3 ¢ 2P Ao,

1,j=1

fiir alle u,v € CY(U),z € V.



2. Sei g := det G. Zeigen Sie |det D®| = /g in V und beweisen Sie damit

/Au vdz_/zaxj (fgm (82 )).vofbdx

i,7=1

fiir alle u € C*(U),v € C3(U). Schliefen Sie daraus

-y S (Vi 0 2 )

1,7=1

fir alle z € V.

4. (3 Punkte) Sei C R" ein Gebiet. Eine Abbildung ® € CY(Q,R™) heift konform, wenn
es zu jedem z € Q ein A\(z) € R™ und eine orthogonale Matrix A(z) € O(n) gibt, so
dass

1. Zeigen Sie: Ist Q C R" ein weiteres Gebiet und ® : Q — Q zweimal stetig
differenzierbar, bijektiv und konform, so gilt

"0 ,0(uod)
viaen =30 2, (me0tee )
— ox ox

fiir alle u € C?(92).
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.

2. Zeigen Sie: Ist ® konform, so gilt
Az) = | det D®(z)|.
(Hierbei ist ||.|| die euklidische Norm.)

5. (4 Punkte) Wir betrachten die Inversion

o R\ {0} — R"\ {0}, 2

|22 |2
Mit e,, sei der n-te Standardeinheitsvektor bezeichnet.

1. Zeigen Sie: ¢ ist konform.

2. Zeigen Sie: Die punktierte Sphére {x € R™ \ {0}| | — re,| = r} wird durch ® auf
die Hyperebene R"! x {5~} abgebildet.

3. Zeigen Sie: @ bildet die Kugel B%(%en) = {z e R"\ {0} |z — 3¢,| < £} auf den
Halbraum {z € R"| z,, > 1} ab.

4. Schreiben Sie (Au) o ® in Termen von Ableitungen von u o ®.



