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1. (3 Punkte) Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet und f, g ∈ C0(Ω) subharmonisch. Zeigen Sie, dass
auch f + g subharmonisch ist.

2. (3 Punkte) Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet, das spiegelsymmetrisch bezüglich der Ebene E :=
{xn = 0} ist, d.h.

(x1, . . . , xn−1, xn) ∈ Ω ⇐⇒ (x1, . . . , xn−1,−xn) ∈ Ω.

Weiter bezeichne Ω+ := Ω ∩ {xn > 0}.
Zeigen Sie: Ist u ∈ C2(Ω+) ∩ C0(Ω+) harmonisch und u|E ≡ 0, so ist v : Ω −→ R,

v(x) :=

{
u(x) , falls xn ≥ 0

−u(x1, . . . , xn−1,−xn) , falls xn < 0

in C2(Ω) und harmonisch.

3. (3 Punkte) Sei B+
1 := {x ∈ Rn| |x| < 1, xn > 0}. Lösen Sie explizit das Dirichletproblem

−∆u = 0 in B+
1

u = x3
n auf ∂B+

1

Hinweis: Spielen Sie mit Polynomen dritten Grades herum.

4. (3+2 Punkte)

1. Sei u ∈ C2(BR(0)) ∩ C0(BR(0)) harmonisch und nicht-negativ. Leiten Sie aus der
Poisson-Formel folgende Version einer Harnackungleichung her:

Rn−2(R− |x|)
(R + |x|)n−1

u(0) ≤ u(x) ≤ Rn−2(R + |x|)
(R− |x|)n−1

u(0)

für alle x ∈ BR(0).

2. Leiten Sie daraus den Satz von Liouville ab: Eine nach unten (oder oben) be-
schränkte harmonische Funktion u ∈ C2(Rn) ist konstant.

5. (3 Punkte) Gegeben Sei ein reguläres Gebiet Ω ⊂ Rn und eine Funktion u ∈ C2(Ω) mit
u|∂Ω = 0. Zeigen Sie: Für alle ε > 0 gilt∫

Ω

|Du|2dx ≤ ε

∫
Ω

(∆u)2dx +
1

4ε

∫
Ω

u2dx.

Hinweis: Lassen Sie sich vom Beweis der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung 0.11 inspi-
rieren.


