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1. (3 Punkte) Zeigen Sie, dass

γ : (0,∞)× Rn −→ R, (t, x) 7→ 1

(4πt)
n
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exp(−|x|
2

4t
)

die Wärmeleitungsgleichung
γt −∆γ = 0

löst. γ heißt Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleichung.

2. (4 Punkte) Sei u ∈ C∞((0,∞)× Rn eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

ut −∆u = 0.

Zeigen Sie, dass (für λ ∈ R) auch

ut, uxi
, vλ(t, x) := u(λ2t, λx) und w(t, x) := 〈x,∇u(t, x)〉+ 2tut(t, x)

Lösungen der Wärmeleitungsgleichung sind. (Hierbei ist ∇ der Gradient bezüglich der
x-Koordinaten.)

3. (4 Punkte) Sei v : [0,∞) −→ R unendlich oft differenzierbar.

1. Zeigen Sie, dass

u : (0,∞)× R −→ R, u(t, x) := v(
x2

t
)

genau dann eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung ist, wenn

4zv′′(z) + (2 + z)v′(z) = 0 (1)

für alle z ≥ 0 gilt.

2. Zeigen Sie, dass die Lösungen von (1) von der Form

v(z) = c1

∫ z

0
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s
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1
2ds+ c2

für c1, c2 ∈ R sind.

3. Bestimmen Sie c1 so, dass ux(t, x) für x > 0 die eindimensionale Fundamentallösung
ist.

bitte wenden



4. (3 Punkte) Sei ϕ ∈ C0([0, π]) mit ϕ(0) = ϕ(π) = 0. Zeigen Sie, dass es genau ein
u ∈ C∞((0,∞)× [0, π]) ∩ C0([0,∞)× [0, π]) gibt so, dass

ut −∆u = 0 in (0,∞)× [0, π]

u(0, x) = ϕ(x) für x ∈ [0, π]

u(t, 0) = u(t, π) = 0 für t ∈ [0,∞).

Hinweis: Setzen Sie ϕ ungerade und 2π-periodisch als stetige Funktion auf R fort und
benutzen Sie Satz 7.2. aus der Vorlesung, um Existenz und Eindeutigkeit für das modi-
fizierte Problem zu zeigen. Verwenden Sie die dort angegebene Darstellungsformel, um
u(t, 0) = u(t, π) = 0 zu beweisen.


