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Aufgabe 1
Es sei (M™, g) kompakt, (V,g", V", ¢c) ein Dirac-Biindel iiber M und D der Dirac-Operator.

(a) Berechnen Sie Vx (Do) — D(Vxo) fiir alle X € X(M) und o € T'(V).

(b) Zeigen Sie, dass eine Konstante C' existiert, so dass

n

DDV F < C Y (IVe, Dollf + llollf) -
i=1

i=1

(¢) Folgern Sie mit Hilfe der Garding-Ungleichung die elliptische Abschitzung aus Satz 5.6(2)
fiir k = 2.

Aufgabe 2
Zeigen Sie:

(a) Fiir alle f € C*°(M) und X € X(M) gilt div(fX) = X(f) + f - div X.

(b) Fiir kompakte Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M,g) mit Rand OM gilt die Greensche
Formel
/ (fAh — hAf) dvol, = / (f -v(h) — h-v(f)) dvol™
M oM
wobei v das duere Einheitsnormalenfeld an OM bezeichnet, f,h € C°°(M), sowie Af =
try(V2f) = div(Vf) der (negative) Laplace Operator auf Funktionen ist.

Aufgabe 3
Es sei o5 das komplexe Spinormodul zu C/(R?*) aus Definition 4.51 und w = (—4)*ce, « + - Cey,
das komplexe Volumenelement aus Aufgabe 1 von Blatt 9 fiir eine Orthonormalbasis e, ..., eg.

Zeigen Sie fiir 1 <i4; < --- <14; <2k

a) Falls j > 0, so existiert 1 <[ < 2k derart, dass e!) mit (e A --- A e%) antikommutiert in
® ®
C@(R%).
(b) .
) . 2 7=0
t 21 . 15 —
= (c(cp(e A ne ))) { 0 sonst
(c) 20
) - 27 7 =2k
t A oAV =
i ooctetet e = {4902

Aufgabe 4
Es sei A € 50(2k) C Moy, (R) eine schiefsymmetrische Matrix und 1, A € spin(2k) C C/(R?*) wie
in Bemerkung 4.47(4) gegeben. Es seien ¥ und w wie in Aufgabe 3. Zeigen Sie:

(a) trs(e¥=4) = det(2cosh 3)1/2.
(b) trs(we¥=4) = Pf(2isinh é)

Hinweis: Nehmen Sie an, dass A die Gestalt aus Bemerkung 4.47(5) hat, und benutzen Sie Aufgabe
3.
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