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Aufgabe 1
Es sei o(TM)→M die Orientierungsüberlagerung aus Definition 2.31 und F : o(TM)→ o(TM),
(p, o) 7→ (p,−o) die Orientierungsumkehrung aus Bemerkung 2.32(2). Wir definieren die getwisteten
Differentialformen

Ω•(M ; o(TM))) = {α ∈ Ω•(o(TM)) | F ∗α = −α}.

Zeigen Sie:

(a) Es gilt Ω•(o(TM)) ∼= Ω•(M)⊕ Ω•(M ; o(TM)) als C∞(M)–Moduln.

(b) Sei M orientierbar, dann gibt es einen C∞(M)-linearen Isomorphismus

Ω•(M ; o(TM)) ∼= Ω•(M)

der mit der äußeren Ableitung verträglich, aber nicht eindeutig ist. Zusatz: Bestimmen Sie
alle solche Isomorphismen.

(c) Das Integral
∫

M
: Ωn(M ; o(TM))→ R ist wohldefiniert, wobei n = dimM .

(d) Sei g eine Riemannsche Metrik, dann ist die Volumenform ωg ∈ Ωn(M ; o(TM)) wohldefiniert.

Aufgabe 2
Es sei U eine gute Überdeckung von M , A $ R eine Untergruppe, und δ : Ĥk(M ;A)→ Ȟk(U ;A)
die Abbildung aus Bemerkung 3.52(5). Zeigen Sie:

(a) r : Ωk−1(M)→ Ĉk
k (U ;A)→ Ĥk(M ;A) bildet surjektiv auf ker δ ab.

(b) Für die Abbildung aus (a) gilt ker r = Ωk−1
A (M).

(c) Die Sequenz in Bemerkung 3.52(5) ist exakt.

Aufgabe 3
Es sei U = (Ui)i∈I eine Überdeckung von M ,

(
gij : Ui ∩ Uj → Glk(k)

)
ij

erfülle die Kozykelbedin-
gung aus Bemerkung 4.4(1), und sei

V =
∐
i∈I

Ui × kk/ ∼

wie im Beweis der Proposition 4.5 konstruiert mit

O = {W ⊂ V | W ∩ Ui × kk offen für alle i ∈ I}.

Zeigen Sie, dass O eine Topologie auf V definiert, und dass (V,O) ein Hausdorff-Raum mit
abzählbarer Basis ist.

Aufgabe 4
Es sei τ → CP1 ∼= S2 das tautologische Bündel. Zeigen Sie: Faßt man τ ⊗C τ als zweidimensionales
reelles Vektorbündel (τ ⊗C τ)R auf, dann gilt

(τ ⊗C τ)R ∼= TS2.
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