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Aufgabe 1
Sei V" ein reeller Vektorraum mit Metrik g, eq,..., e, eine orientierte Orthonormalbasis von V,

w:=e1---e, € Cl(V,g) das Volumenelement in der Clifford algebra und ¢ : A*V — CI(V,g) der
natiirliche Isomorphismus aus Proposition 4.36. Zeigen Sie:

n(n+1

(a) Es gilt w? = (—1)" 2 > sowie v w = (-1 1w v fir allev € V.C CU(V, g).
(b) Fiir o, 8 € A%V gilt

o(a) - p(B) + ¢(B) - pla) = =2(a, B) + 2p(a A B).

Aufgabe 2
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung
¢:TM — End(A*TM),X —ox mit cxa= (g(X,.)A+ix)(—1)%
aus Beispiel 4.41(2) definiert eine Dirac-Biindel Struktur auf (A*T M, gh"TM A M),
(b) Fiir alle X, Y € TM gilt ¢x o¢y = ¢y ocx.

deg(deg —1)
2

(c) Die Abbildung (—1)
vertauscht ¢ und ¢, d.h.

€ End(A*TM) mit a — (—1)FF=D/2q fiir alle « € A*(M)
deg(deg —1) deg(deg —1) __
cxo(—=1)" 2 = (-1 2 oCx.

Aufgabe 3
Sei (M™, g) orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Volumenform dvol,. Wir
definieren den Hodge Stern Operator x € End(Q®(M)) durch x : Q¥(M) — Q"~k(M) mit

aAN*f3 = {(a, ) - dvol,
fiir alle o, 3 € QF(M). Zeigen Sie:
(a) *1 = dvol, und x*a = (—1)*"Fq fiir o € QF(M).

(b) Benutzt man die lokale Darstellung von & aus Satz 4.32, dann gilt dae = —(—1)* D=k s dxq
fiir a € QF(M).

(c) x liefert Isomorphismen H* (M) — H"*(M) fiir alle k, wobei H*(M) = ker(d + §) N Q¥ (M)
den Vektorraum der harmonischen k—Formen bezeichnet.

Aufgabe 4
Es sei (M, g) eine geschlossene orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und V' ein Vektorbiindel
mit Metrik ¢" und metrischem Zusammenhang VV. Seien 0,7 € I'(V) und ey, ..., e, eine lokale

Orthonormalbasis von T'M. Wir setzen
X = ng(vga, T) - e;.
i=1
(a) Zeigen Sie, dass X nicht von der Wahl der Orthonormalbasis abhingt, somit X € X(M).
(b) Berechnen Sie div X und schieBen Sie, dass
<AVJ, 7‘>L2 = <VV0, VV’7'>L2 ,

wobei wir rechts die Metrik g7 M®V auf T*M ® V zugrunde legen. Hinweis: Benutzen Sie
a), um eine geeignete Orthonormalbasis zu wihlen.
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